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INTRODUCCION 

El estudio de los fenómenos de superfície ha experi­

mentado un gran auge e.n las dos últimas décadas, debido fundamen­

talmente a su interés tecnólico, al desarrollo de los computado­

res de alta velocidad y d.e nuevas y sofisticadas técnicas experi­

mentales que permiten la ·dbtención de datos sobre una gran varie­

dad de procesos ligados a la presencia de la superfície. 

Cuando se consideran las propiedades vibracionales 

de sólidos con superfície, teniendo en cuenta el carácter discre­

to de la red, se recurre a l-0s métodos de la dinámica de redes. -

En este campo, salvo para el caso de los cristales iónicos en el 

que el "breathing shell model" ha demostrado una gran adecuación 

a las necesidades del estudio teórico, en la gran mayoría de ca­

sos {metale·s y semiconductores) se continúan utilizando modelos 

constantes de fuerza que, aunque permiten obtener una valiosa in­

formación, tienen limitaciones obvias. 

Un estudio qomplementario del anterior puede reali­

zarse considerando al sólido como un continuo. Si consideramos 

además que el sólido es .elástico estamos en el campo de las ondas 

elásticas de superfície. Esta aproximación constituye el límite 

de onda larga de la diná~ca de redes, pero su estudio presenta 

un interés intrínseco. Esto es debido a la posible aplicación de 

los sistemas acústicos pana amplificación de señal, guías de on­

da,etc. 

Los estudios que se han efectuad9 habitualmente se 
1 

han centrado fundamentalmente sobre las propiedades dinámicas de 

superfície, dejando a un lado los aspectos espectroscópico y ter­

modinám:i,co. En el Capítulo .' 1 estudiamos el caso de los cristales 

cúbicos que presenta ya una notable dificultad debido a que la 

anisotropía juega ya completamente su papel._ En este caso y gra- . 

cías al método de emplame de funciones de Green de superfície -

{SGFM) hemos desarrollado un potente método de cálc~lo que permí­

te obtener no sólo las propiedades dinámicas de superfície, sino 

tambien las propiedades espectroscópicas y termodinámicas. Dicho 

método es mucho más flexible que los métodos tradicionalmente -
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- empleados hasta ahora, y permíte además el tratamiento unifica­

do de las diferentes propiedades. Se han estudiado asimismo posi~ 

bles efectos de la tensi6n superficial, no considerados en los -

planteamientos tradicionales, sobre las propiedades de la superf± 

cíe. 

En el Capítulo 2 hemos estudiado aquellos casos en 

los que las propiedades ~A la regi6n de la superficie son distin­

tas de las que existen en el interior del s6lido. Esto tiene 

importancia en campos muy dispeares tales como sismología, estu­

dios de adsorci6n, etc. Hemos estudi~do así el caso . de una capa 

delgada depositada sobre un sustrato. Claramente este es un posi­

ble esquema para modelar la adsorci6n. Al estudiar la dinámica 

de este sistema hemos obtenido los resultado"s más generales posi­

bles hasta la fecha en fo~a compacta y simplificada.Hemos estu­

diado asimismo el caso de un "sandwich " A/B/C y el caso particu• 

lar del defecto plano. Estos casos tienen su importancia para el 

diseño de guías de onda ac·ústicas. 

En resumen, hemos considerado una variedad de casos 

que presentan interés de cara a la investigaci6n básica y aplica­

da, generalizando y ampliando los tratamientos existentep. Asi­

mismo los resultados obtenidos en el marco de la teoría de la 

elasticidad sirven como los límites a los que hay que extrapolar 

los r~sultados de la dinámica de redes pa~a gran longitud de on­

da. 

Quiero agradecer al Profesor F.GarcíaMoliner l~ ayu­

da y apoyo prestados duran ~ e la realizaci6n de este trabajo. 
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CAPIT ~ ULO 1. PROPIEDATIES DINAM:LCAS Y TERMODINAMICAS DE ONDAS 

ELASTICAS DE SUPERFICIE EN CRISTALES CUBICOS 

1.1. Introducci6n 

El estudio de las ondas elásticas en cristales de sime­

tría cúbica plantea dificultades sustanciales debido al hecho 

de incluir de manera co~pleta los efectos de la anisotropía cri~ 

talina. El mero hecho de construir la funci6n de Green elásti­

ca (estática) para el volumen de un cristal cúbico resulta ya 

una tarea considerable (Dederichs ~ Leibfried 1969). El proble­

ma es aún más arduo si se pretenden estudiar las ondas de supeE 

ficie en cristales anis6tropos. Los efectos debidos a la aniso­

tropía son aún objeto de estudio y se pueden encontrar en la li 

teratura actual (Lothe y Barnett 1976, Lothe y Al'sits 1977, -

Portz y Maradudin 1977). 

El estudio de las características dinámicas de las on­

das .de superfície (amplitudes de los desplazamientos, velocidad 

de fase, polarización, etc.) ha sido realizado por diversos au­

tores (puede verse una lista bastante completa en Farnell (1969 

y en las referencias allí citadas) desde el primer estudio rea­

lizado por Stoneley (1955). En el desarrollo de este estudio ha 

habido diversas conclusiones erróneas, tales como la de las di­

recciones prohibidas de propagación, según la cual existían di­

versas combinaciones de superfícies y direcciones en esas su­

perfícies, para las cuales no era posible la propagaci6n de una 

onda d~ superfície. Con arreglo a esta concepci6n el fenómeno 

de la existencia de ondas de superfície sería más bien la exceE 

ci6n que la regla. 

El extenso estudio, desde un punto de vista numérico, 

de estos problemas realizado por Lim y Farnell (1968,1969) y 

por Farnell (1969) no ha en encontrado ginguna combinaci6n de 

superfície cristalina y de direcci6n en esa superfície para la 

cual no pueda propagarse una onda de superficie. Un estudio ge­

neral de esta cuesti6n desde un punto de vista analítico no es 

posible debido a la gran complejidad de las expresiones involu­

.cradas. 
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Otros autores (Onsager y Moon 1974, Pártz y Maradudin 

1977) han estudiado el calor específico en el límite de bajas 

ternpersturas para superfícies de cristales cúbicos, utilizando 

para ~llo métodos especiales pensados para dar el calor específi• 

co de manera directa, pero no la velocidad de la onda de superfí­

cie o cualquier otr~ propiedad dinámica de los modos de superfí­

cie. Hasta el momento nd 'parece existir ninguna discusi6n de los 

aspectos esprctrales del problema de ondas elásticas de superfí­

cie. 

Del lado experimental existen determinaciones directas 

de la velocidad de la onda de superfície para materiales monocri~ 

talinos como Cu (Rollins et. al. 1968) y Si (Pratt y Lim 1969). 

Existen asimismo algunos datos termodinámicos (Barkman et al.-

1965), aunque su cantidad es más limitada. Finalmente, algunos 

resultados experimentales recientes (Sandercock 1978) han dado 

nueva informaci6n espectroscópica que se relaciona directamente 

de una menera interesante con algunos aspectos del espectro(den­

sidad de modos) de sistemas con superficie para el caso de cris­

tales cúbicos. Estos experimentos han sido discutidos por diver­

sos autores (Bortolani et al. 1978 a,b,c; Loudon 1978 a,b:Rowell 

y Stegeman 1978) y serán asimismo discutidos en este trabajo. 

Sería por tanto interesante tener un tratamiento unifi­

cado del problema de ondas de superfície para cristales cúbicos 

en el cual todos los diversos aspectos parciales antes menciona~ 

dos pudieran ser estudiados dentro del mismo esquema te6rico y 

que fuera asimismo capaz .,de dilucidar nuevos detalles no anali­

zados previamente. Hay que resaltar tambien que los desarrollos 

actuales y las perspectivas en dispositivos que emplean ondas 

superficiales han alcanzado un nivel tan elevado en exigencias 

de rendimiento que el uso de superficies de monocristales esta 

resultando común, de manera que los efectos de la anisotropía 

cristalina son importantes (Marshall 1977). Se ve por tanto que 

un método te6rico capaz de dar a la vez una imagen unificada y 

una manera de estudiar los detalles posee un interés tanto te6-

rico como practico. 
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Este método que permite tratar de manera uni f i cada l as pro­

piedades dinámicas y termodinámicas de superf icie es el método de 

empalme de Funciones de Green Superficiales, abre vi a d a me nte SGFM , 

:(García Moliner 1977). La aplicación a cristales c úbicos (Velasco 
i 

'y García Moliner 19 80) presenta expresiones de notabl e comp l e ji-

dad que omitiremos en este trabajo por cuestión de bre vedad. De j~ 

remos, por tanto, a un lado las ecuacione s que descri ben e l méto ­

do SGFM para cristales cúbicos y pasaremos a discut i r tan s ólo 

los resultados físicos que se derivan a partir de las mi s mas. 

1.2. Estudio de la Superficie (001) 

La novedad de nuestro método reside en la posibilidad de 

atacar el problema en una forma completamente diferente a las uti 

lizadas hasta ahora (Farnell 1969 Barnett et al.197 3 ) en la cua l 

se pueden aclarar aspectos del problema dinámico no estudiados 

previamente. Además, el mismo método nos permite estudiar l os pr ~ 

blemas termodinámicos y espectroscópicos que se discutirán p oste­

riormente. 

Nos concetraremos. ahora en el estudio de L espectro del 

sistema basado en la variación de la Función de Fase 

~ (K,w 2 ) = l arg 1 det ~ 1 + arg det 
2 

( 1. 1) 

'que es el análogo del des f asaje en la teoría de "scatte ring " para 

estados electrónicos (García Moliner y F. Flores 19 79 ). El cambio 

total en la densidad de modos debido a la presencia de la s uperf i 

cie está dado por 

s 2 1 
t.N ( K ,w ) = -

¡¡ 

d ~ (K,w 2 ) 

dw 2 
( 1. 2 ) 

En esta expresión, así como en expresiones pos terio r e s, w2 

ha de entenderse como el límite de w2 + in cuando n ~ O. Esto i n ­

cluye la aparición de los distintos modos de superfi cie (p. ej . o ~ 

das Rayleigh) así como las distorsiones del continuo de e s t ados 

de volumen que serán discutidos posteriormente. Hemos de r es a l t a r 

que el estudio del problema de las ondas de superf ici e es incom­

pleto de manera significativa s i sólo se tienen en cue n t a l osmodo ~ 
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de siérficie, corno se puede ver en el papel jugado por otros tér­

minos en la termodinámica del sistema con superficie (Velasco y 

García Moliner 1977, 1979 a.). Con el fin de transformar esto en 

una densidad total de modos 6Ns ( w ) hemos de integrar en ~ y 
2 cambiar la variable de w a w(para lo cual basta con multiplicar 

por 2w) • 

Nos concentrarernds. •ahora en el estudio del espectro del si!:!: 

terna, basado en las ecs. (1.1) y (1,2). La idea es construir la 

funci6n de fase y estudiar su dereivada corno funci6n de w. Consi- . 

derernos una direcci6n arbitraria (no necesariamente de alta sime­

tría). La funci6n de fase cambia en rr cuando w es igual a un auto­

valor de un modo de superficie. Esto suministra un procedimiento • 

alternativo para calcular velocidades de ondas de superficie (i.e. 

, w para dado) sin tener que encontrar los ceros de un determi­

nante. Resulta que este método de los autovalores con la misma pr~ 

cisión que otros métodos, requiriendo en cambio un esfuerzo de 

cálculo numérico considereablernente menor. Los resultados de nue­

vo reproducen aquéllos ya conocidos y no es necesario repetirlo~ 

aquí, pero el punto estriba en que ahora tenernos el camino abier­

to para estudiar la redistribución completa del espectro debida a 

la presencia de la superficie. Basta con calcular la derivada de 
s . 

la ec. (1.2) y transformarla en 6N (~;w) . En cada autovalor de 

un rno~o de superficie tenernos una funci6n ode peso+ l . En las 

restantes partes se obtiene una imagen detallada de los efectos 

de umbral y de distorsión del continuo volumen. 

Demostraremos esto estudiando l .a superficie (001) del co­

bre. La Fig.1 contiene dos clases diferentes de inforrnaci6n. Las 

líneas T1 y T2 dan las velocidades de los umbrales transversales 

de volumen para las direcciones en el rango de e Oºa a = 45°. 

Todas las velocidades se hallan refer~das a cT 2 (c44 /p) 1/ 2 .Las 

líneas GRW y PSW dan la velocidad de la onda de superficie propia­

mente dicha y de la pseudo-onda de superficie . Los valores numé­

ricos describen la redistribución de fuerza espectral en la forma 

que se discute a continuación. 
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Tanto las velocidades como la redistribución de la densidad 

de modos se han obtenido a partir de la función de f a s e (1. 2 ). 

Con el fin de estudiar los detalles representados en la Fig.1, es 

conveniente estudiar primero la situación para algunos val ores 

particulares de e. Consideremos primero las direcciones de alta 

simetría e = Oºy e = 45°. El cambio total en la densidad de modos 

debido a la presencia de la superficie se presenta en la Fig.2 p ~ 

ralas dos direcciones antes citadas. En este caso el problema 

puede estudiarse analíticamente (Velasco y García Moliner 198 0 ). 

La función o con peso +1 es debida a la apa.rición en wR de la on­

da de superficie que para ambas direcciones es puramente sagital , 

de acuerdo con Lim y Farnell (1968). Se ve asímismo la aparición 

de una función o cori peso -:-1/4 en el umbral longitudinal de vo lu­

men wL. Esto significa que desaparece un cuarto de estado e n e l 

borde de la banda de volumen cuando se introduce la superfici e . 

Este efecto, que no había sido discutido previament e para e l caso 

de ondas elásticas, demuestra .un principio elemental que puede 

probarse sobre bases generales para cualquier clase de e s tados de 

un sistema con superficie (García Moliner y F. Flores 1979 ) y es 

análogo de los efectos de pared dura o de borde de banda que son 

bien conocidos en el análisis de estados e lectróni cos de s uperfi ­

cie mediante teoría de "scattering" (Tejedor et al. 19 74, García 

Moliner y Flores 1979 Ingles fie ld 1977). Veremos en §1.4 que es­

tos efectos juegan un papel importante en el análi sis de datos es 

pectroscópicos. 

La rama correspondiente a la pseudo-onda de superf icie 

(Fig.1) representa modos de superfi cie que son complet amente dif~ 

rentes de las ondas Rayleigh generalizadas. Al estar inmersas en 

el continuo de estados de volumen las pseudo -ondas de superfi cie 

deberían radiar energía al volumen. Por tanto no son auténticos 

modos estacionarios. No obstante son observables experimentalmen­

te (Engan et al. 1967, Rollins et al . 1968, Rollins 1968, Prat t y 

Lim 1969). 

La pseudo-onda de superficie viene caracterizada analíti ca 

mente como una resonancia con el continuo y como tal contribuye 
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como una Lorentziana de peso + 1 a la densidad de modos, mientras 

que las ondas Rayleigh generalizadas son verdaderos estados esta­

cionarios con una contribuci6n +lo (w-wR). La anchura de la 

Lorentziana mide cuan fuerte es el acoplamiento al continuo de vo­

lumen y la vida media de~ pseudo-estado de superficie. 

En la Fig.3 se muestra el cambio total en la densidad de 

modos para un rango general de direcciones desde e = 25° hasta 

e ~ 40°. Estos resultados ponen de manifiesto todas las caracte­

rísticas del espectro del sistema de ondas superficiales y en pa~ 

ticular muestra de manera explícita · et rasgo clave de los pseudo­

modos de superficie. Se ve que la Lorentziana correspondiente es 

siempre aproximadamente aguda, lo cual explica que estos modos, 

aunque en principio acoplados al volumen, tienen una vida muy la~ 

ga y pueden por tanto ser observados experimentalmente. Además, 

los tres umbrales de volumen (wTl' wTi' wL) exhiben ahora de man~ 

ra explicita la pérdida de un cuarto estado, que no siempre apar~ 

ce de manera explícita en las direcciones de alta simetría debido 

a las degeneraciones entre modos diferentes y a la acumulaci6n de 

efectos diferentes a la misma frecuencia. Esto puede verse ahora 

volviendo a la Fig.l y estudiando la informaci6n numérica allí 

contenida. Un término del tipo ~ lo indica una Lorentzciana muy 

aguda, casi una funci6n o,de peso total+ l. Esta figura resume 

toda ia informaci6n obtenida a partir de los cálculos representa­

dos en las Figs. 2 y 3. El umbral longitudinal wL no se muestra 

de manera explícita ya que su único rasgo de interés es la contri 

buci6n -~ o(w-wL), que es la misma para el umbral transversal -

donde, al movernos hacia las direcciones (100) o (1101 encontramos 

la acumulaci6n de efectos mostrada en la Fig.1 que enmascara el 

término en {- i ) . 
La imagen que emerge del presente trabajo corrobora compl~ 

tamente los resultados discutidos por Lim y Farnell (1968) y por 

Farnell (1969). La novedad de nuestro análisis consiste en que da 

además informaci6n significativa adicional, ya que permite obtene~ 

una imagen detallada de la redistribuci6n de la densidad de modos 

debida a la superficie. Se verá en §1.4 que esta imagen está rela 
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cionada con interesantes problemas espectrosc6picos. 

La extensión del método SGFM a otras superficies e s 

directa y puede verse en Velasco y GArcía Moliner (1980). 

1.3. Termodinámica de la superficie (001) 

La aplicac~~~ de los resultados que hemos obtenido 

al estudio de termodinámica del sistema con ondas superficiales 

es ahora directa. Basta con usar la densidad de modos dada por la 

ec. (1.2), para evaluar la funci6n vibracional de partición en la 

manera habitual y realizar la versi6n· bidimensional del modelo 

Debye análogamente a como se hizo para medios is6tropos (Velasco 

y García Moliner 1977) y hexagonales (Velasco y García Moliner 

1979 a ) . 

La fórmula a evaluar es 

2 
(!,, w ) (l. 3) 

que· se transforma en 6Ns · (w) simplemente multiplicando por 2w . ~e~ 

solta conveniente dividir el rango de w2 en los cuatro intervalos 
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 

(O, w /CL), (w /CL . ' w /CT
2
), (w /CT

2
' w /CT

1
), (w /CT

1
,~). 

El resultado es de l ·a forma 

s 2AB 6N ( w) = - 2- w (l. 4) 

11 

donde A es el área de la superficie y B una constante con dimen­

siones [ L- 2 T2 J , cuyo valor depende de las constantes elásticas 

y de la densidad de ... cada cristal. 

La cantidad experimental de interés es a menudo el 

calor . especifico a volumen constante para temperaturas bajas, i. 

e., el cambio total en capacidad calorífica por unidad de área de 

la superficie. Esto ipcluye todos los efectos debidos a la super­

ficie,como ya se resaltó anteriormente y dichos efectos son incor 
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parados en la f órmula completa para 6Ns (1.1,2) como se discutió 

e n l os apartados anteriores. Como es sabido, una densidad de mo­

dos ta l como (1,4) da un calor específico a temperaturas bajas de 

l a forma 

do nde 

b =~ ~ (3) k~ 
h21T2 

( L 5) 

( 1. 6) 

kB es la constante de Boltmann y es la función ~ de Riemann 

(~ (3) = 1.202). 

Como ejemplo consideremos e l caso del NaCl. En el límite 

de bajas temperaturas la rama óptica está congelada y basta con 

estudiar la contribución de los modos acústicos al calor especí­

fico. Por otra parte, resulta conveniente estudiar este tipo de 

material y a que se presta mejor que otros a la medida del calor 

específico de superficie. Los experimentos de Barkman et al . 1965 

dan b = 4.6x10-s erg cm- 2 K-3. Nuestros análisis utilizando los 

valore s de las constantes elásticas a OºK dados por Overton y 

·swin (1951) da, en las mismas unidades, b = 3.04x10- 5 , que con­

cuerda razonablemente con el valor experimental . si se tiene en 

cuenta que la información experimental no es habitualmente muy 

precisa en este tipo de experimentos, debido principalmente a la 

dificultad para obtener una buena determinación del área de la su 

perficie de la muestra. Portz y Maradudin (19 77), empleando un mé 

todo dise ñ ado específicamente para calcular sólo el calor especí­

fico a bajas temperaturas, obtuvieron b = 3.034x10- 5 • Se ve que 

todas las estimaciones basadas en el límite elástico poseen muy 

buen acuerdo mutuo, radicando la ventaja de nues tro método en que 

también da los resultados discutidos en §§ 1.2, 1 . 4 y 1.5. 

Un cálculo de b basado en un modelo de dinámica de redes 

fue hecho por Chen et al. (1971). Este dio b =3.BOxl0- 5 , que 

r e pres e nta una ligera mejora de l os resultados obtenidos en el lí 
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mite elástico. No obstante, este análisis presenta una dificultad 

te6rica esencial. El cálculo se hizo para una lámina de espesor 

finito con 15 capas at6micas y soio se pudo obtener el valor de b 

para temperaturas entre 20 y SºK. El problema estriba en que a m~ 

dida que disminuye T la contribución dominante al calor específ i­

co proviene de fonones con longitud de onda muy larga y pronto 

las longitudes de onda r~levantes son mayores que el espesor de 
2 la lámina. De hecho la ley T para T + O ha resultado hasta aho-

ra imposible de obtener de manera .explícita a partir de modelos 

realistas de dinámica de redes, ya 9~e esto requeriría un número 

de capas atómicas excesiv~mente grande. Por otra parte el modelo 

elástico se presta bastante f acilmente ,al estudio· de un medio s e 

mi.-inf;l.nito. 

l. 4. Análisis de experimentos de "scattering" Brillouin 

Como se ha resaltado anteriormente el propósito del 

presente análisis es no sólo calcular las velocidades de las on­

das de superficie, sino también estudiar en detalle el nuevo es­

pectro · del sistema cuando se introducen todos los efectos debido~ 

a la superficie. Actualmente no existe ninguna t~cnica experimen­

tal capaz de dar toda la información detallada presentada en las 

Figs.2 y 3,pero puede obtenerse alguna evidencia experimental en 

otras · formas. Una es indirecta, basada en datos termodinámicos. 

Esto refleja una propiedad global del espectro completo (Velasco 

y G:arcía Moliner 1977, 1979 a) y por tanto no dice nada respecto 

á los detalles. 

Los datos de "scatering" Brilloui~ por otra parte pue­

den dar informaci6n directa sobre algunos de es.tos detalles. En 

experimentos de reflexión parte de la radiación dispersada en for 

ma no elástica está producida por la obsorción de ondas de super­

ficie excitadas térmicamente (Sandercock 1978). 

Existen dos mecanismos posibles. Uno está asociado a la 

comp6nen~e longitudinal ul del desplazamiento de la onda de supe~ 

ficie. Su car~cter compresiona! puede producir efectos elasto-óp­

ticos, que pueden produ~ir entonces "scattering" de luz. El otro 
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~ecan i s m o es tá a sociado con la c o mponente normal del desplazamieg 

t o u 3 , i . e ., c o n l a pr opagación de un rizo superficial. Loudon 

(1 9 78 a , b ), ext e ndiendo trabajos teóricos prev ios de Fabelinskii 

(19 6 8 ) y de Lean (1975), ha demostrado que el mecanismo de rizos 

es pre do mi nante para materiales muy opaco s como metales, mientras 

que e l me canis mo el.asto -óptico representa una contribución impor­

tant e para ma te riales menos opacos, como p.ej. GaAs. Diversos ar­

tí c ulos t e óri cos han aparecido recientemente sobre esta materia 

( Bort o lani et al. 19 78 a,b,c; Rowell y Stegeman 1978; Ve.lasco y 

Garc ía Mo liner 1980) y estos bastan para entender los rasgos eseg 

c iales de los e xperimentos de Sandercock(1978) y de los desarro­

llo s t e óricos de Loudon (1978). Es interesante discutir ahora de­

talles más f inos de las líneas espectrales del "scattering" 

Brillouin para resaltar su íntima conexión con la teoría del es­

pectro de onda de superficie estudiada en §1.2. 

Para ello hemos de notar que, salvo factores irrelevantes, 

la densidad de modos Rpara k fijo) tiene la forma 

N ( w 2 ) ce -Im E 3 

i = 1 

f dz G~ . ( z, z' = z) 
ll 

(1. 7) 

Los corrimientos en frecuencia medidos por Sandercock 

(1978) están en e l rango de los GHz y en este caso el límite de 

altas t emperaturas se alcanza para la temperatura ambiente. 

Benett et al . ( 1972) han probado que en este límite la sección 

eficaz diferencial para "scattering" Brillouin por ondas de s.upeE_ 

fici e e s , muy aproximadamente, proporcional a la densidad local 

( o "proyectada") de modo, i.e., en el lenguaje de las funciones 

de Green, 

d ndw 
ce -Im ¿3 g~ . = -Im ¿3 G~ . (z=O,z'=O). 

ll ll 
( 1. 8) 

i = 1 i = 1 
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En esta e xpre_sión hemos omitido factores irre le vantes y tri viales 

(p.ej . térmicos). La diferencia en el tipo de in fo rmación q ue se 

obtiene a partir de datos termodinámicos y de "scatter ing" Bri­

llouin resulta e v idente al comparar las ecs. (1.7) y (1. 8 ). Co mo 

iya se indicó anteriormente, para materiale s opacos 

jtribuye .. de manera signigicativ a a la ec. ( 1. 8). 

, 1 s so o g 3 3 con-

' ¡ 

Así la teoría de Loudon (1978) da, para el caso de "scattering" 

por rizos superficiales 

( 1. 9 ) 

(el promedio térmico). En ' virtud del teorema de fluctuación-disi­

pación se puede escribir 

( 1. 10) 

que, tomando el límite de. alta temperatura, nos lleva a la ec. 

(1.8). 

Las proyecciones superficiales g~i' i.e., las densidade s 

locales parciales de modos, incluyen todos los efectos debidos a 

la presencia de la superficie. Por tanto, aunque la info rmaci ón 

dada por los datos de "scattering" Brillouin se refiere sólo a la 

densidad local de modos, es una representación clara e inequívo ca 

de la misma. 

Concentrémonos ahora en la naturaleza de las ramas 

debidas a .la onda de .superficie y a la pseudo-onda de superficie, 

representadas en la Fig.1. La superficie (001) del Si e s en este 

:sentido similar a la del cobre. El punto estriba en que la onda 
1 
1de superficie generalizada es puramente sagital para e = Oº. A 

medida que e aumenta, aparece una componente tangencial u 2 a e x­

pensas de u1 y u3, hasta que para e = 45° dicho modo s e convierte 

en un modo transversal puro (u 1 = u 3 = 0), degenerado con el 

Fundación Juan March (Madrid)



18 

umbral trans versal de volumen. La misma descripci6n es aplicable 

a la pseudo-onda de superficie pero yendo de 8 = 45 ° a 8 = 0 ° . 

Ahora bien, l a capacidad del rizo para producir "scattering" de­

~ en d e de la magnitud de g~ 3 . Esperamos por tanto que el pico pri~ 

cipa l e n la secci6n es eficaz experimental medida será debido al 

modo GRW (Fig.1) p-ara 8 PfÓXimo a (100] y al modo PSW para 8 pro 

x imo a [1io] . Se puede comprobar (Velasco y Garcá Moliner 1980 

a) que el cambio en la dominancia de una rama sobre la otra se 

producirá en la vecindad de e = 30°. Es por lo tanto interesante 

estudiar este rango con mayor detalle . 

La Fig.4 da la evaluaci6n completa de g~ 3 como funci6n 

de la frecuencia para cuatro valores de e cubriendo este rango de 

direcciones para la superficie (001) del Si. De acuerdo con las 

e c s. (1.9) y (1.10), esto es p r oporcional a la secci6n eficaz di 

ferencial de "scattering". Resulta claro que hasta 6 = 27°y28º 

(Fig.4a,b), el pico principal en los resultados experimentales es 

debido aún al modo de superficie, para 8 = 30° (Fig.4c) la transi 

ci6n está teniendo lugar (ambas ramas contribuyen con cantidades 

similar es) pero la pseudo-onda de superficie ha comenzado a domi 

nar y para 8 = 35ºsu preponderancia es absoluta. 

La superficie (001) del Si ha sido estudiada experime~ 

talmente por Sandercock (1978), quien midi6 la posici6n del pico 

p r incipal y a partir de estas medidas determin6 las velocidades 

de la onda de superficie en funci6n de e. La Fig.5 muestra estos 

resultados junto con los obternidos mediante nuestro método de 

cálculo, así como con valores experimentales independientes obte 

nidos a partir de datos ultras6nicos (Pratt y Lim 1969). Los va­

lores te6ricos de las velocidades se obtuvieron mediante los cál 

culos mostrados en la Fig.4, realizados para los valores de e 
que se consideran. El acuerdo con la curva experimental de 

Sandercock (1978) es muy bueno en lo que responde a la dependen­

cia angular, pero las velocidades absolutas son sistemáticamente 

menores que las teóricas. Estas fueron recalculadas directamente 

a partir de la función de fase, como aquellos calculados por 

Farnell (1969) usan do un enfoque diferente. Además, los resulta-
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dos experimentales independientes de Pratt y Lim (1969) presentan 

muy buen acuerdo con las predicciones te6ricas, siendo el único 

rango ambiguo el pr6ximo 6 ~ 30° (indicado por una barra vertical 

en la Fig.5). La raz6n te6rica de esta ambiguedad ha sido discut~ 

da anteriormente. Hemos de resaltar finalmente que un corrimiento 

vertical uniforme de un 2.6 % de los valores de Sandercock (fle­

chas en la Fig.5) los sit~a de manera que se comparan muy bien 

con los otros resultados. 

Posteriormente (Loudon y Sandercock 19go) este efecto ha si 

do explicado como debido a una err6n~a interpretaci6n de los re­

sultados experimentales debida al montaje del dispositiva experi­

mental. Nuevas medidas efectuadas en condiciones adecuadas coin­

ciden completamente con los resultados te6ricos. 

l. 5. Efecto de la tensi6n ' superficial sobre las ondas elásticas 

de superficie en cristales cúbicos 

Hasta el momento hemos considerado que las superficies que 

estudiábamos eran superficies libres. 

Todo ello está de acuerdo con la te6ria estandard de la e­

lasticidad y ha sido estudiado de diversas formas. Ahora bien, es 

sabido que el hecho de cr~ar una superficie en un s6lido introdu­

ce nuevos efectos, que no se ajustan a la forma de las condicio­

nes de contorno para una superficie libre·. Uno de tales efectos 

es la existencia de una tensi6n mecánica (stress) (Vermaak et a·1 

1969) .• Esto resulta particularmente interesante en el caso de me 

d~os anis6tropos, pues la ;uni6n de nisotropía y tensi6n mecánica 

puede dar lugar a nuevos fen6menos no considerados hasta ahora. 

La evidencia experimental sobre esta materia no es aún del 

todo lo abundante que sería de desear, pero permite especular a­

cerca de los efectos de esta propiedad superficial. 

Hasta el presente se han analizado tan s6lo medios is6tro­

pos, y es por ello interesante considerar su posible efecto so­

bre medios anis6tropos. Merced a la f6rmula de Laplace se obtie­

ne: 
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=-·3~+~= 
3 xf 3 x2 2 

( 1. 11) 

siendo t 33 i a comoonente normal del tensor de tensiones y'?:' la 

t ensión. 

Los deta lles Dara la inclusión formal de la tensión su 

perficial en e l formalismo SGFM pueden verse en García Moliner 

(1 9 77). 

Para ilustrar los efectos de la tensión mecánica sobre 

las prooiedades dinámicas de superficie vamos a considerar el ca 

so de l W. Este material es oarticularmente interesante pues ore­

senta una tensión superficial (surface tensión) muv alta. La evi 

dencia e xperimental es sobre y y no sobre 
T ' 

pero nada hace 

sospechar que el orden de ambas magnitudes sea radicalmente dife 

rente . Además algunos cálculos modelo en la línea de los realiza 

dos por Price y Hirth (1976) corroboran la ' anterior hipótesis. 

Tomaremos T = 4500 dinas!cm, que es un valor comGn para el W 

a temperatura ambiente. Los cálculos a realizar son ahora exclu­

sivamente nGmericos v por ello pasaremos a discutir los resulta­

dos. 

Las ondas de superficie son dispersivas de manera aná­

l oga a lo predicho oara medios isótropos (Murdoch 1976, García 

Moliner 1977, Ve lasco y García Moliner 1979 b). 

Asimismo hemos encontrado que la relación de disper­

sión para la onda de superficie presenta un corte. Estos dos 

e fec tos pueden resumirse en las expresiones siguientes: 

w = R (K) K 

R<R(K)<T 

donde R es la veloc idad de la onda de Ra y leigh en la dirección 

corre spondiente v T es la velocidad de la onda transversal más 

lenta en dicha d irección. 
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Hemos obtenido los siguientes valores para los K de corte : 

4. 36x10 8 -1 dirección [10 O}, K, = cm ce 

3. 12x10 8 -1 . 
dirección (110], Kcc = cm 

Entre estos dos valores extremos se producen los cortes en las 

distintas direcciones de propagación e n la superficie - (001). 

La interpretación física de estos resultado s es bas ­

tante clara. Al añadir la condición sobre las tensiones normales 

estamos añadiendo una -fuerza restauradora extra que tiende a apl~ 

nar los rizos superficiales, endureciendo por tanto las frecuen­

cias de superficie. 

Res ulta claro que los efectos introducidos al consi ­

derar la tensión superficial podrían tener su mayor influencia s~ 

bre las propiedades termodinámicas, ya que si Kcc es más pequeño 

que el K de corte asociado a un modelo Debye o a la primera zona 

de Brillouin, puede haber efectos apreciables. Los resultados que 

hemos obtenido para el W tienen val ores muy próximo s a l os K que 

_corresponden al valor máximo en un mode l o Debye para este mate­

rial o a l a primera zona de Brillouin. Parece por tanto que este 

caso está en el límite ma rginal y el efecto sobre las propiedades 

termodinámicas sería poco importante. 

El hecho de que ahora las ondas de superficie sean 

dispersivas provoca variaciones en la velocidad de dichas ondas . 
. 5 -1 . Para longitudes de onda tales que K~10 cm (accesibles por espec-

troscopía Brillouin) nuestros cálculos indican que 

llR 
R < o.1% 

por lo cual estos efectos no pueden ser detectados con la tecnolo 

gía actualmente existente . Las técnicas de ultrasonido son aplic~ 

bles para K más pequeños, con lo cual llR/R ' es aún más pequeño y 

escapa a la detécción experimental. Hemos estudiado asími smo los 

casos de los materiales Au y Ag utilizando l os datos de Vermaak y 

Kuhlmann- Wilsdorf (1969 ) y Wasserman y Vermaak (1970), re spectiv ~ 

mente, para T pero las concl usiones alcanzadas - son ese n cia l mente 

las mismas que las ya presentadas para el W, por l o que no di s cu-
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~ir emo s e stos casos. 

Hemos visto por tanto que los efectos de la tensión me­

cánica pueden producir en principio consecuencias no triviales. 

No obs t ante, y dado el actual eséado del conocimiento y la tecn~ 

l ogía en este campo, tales consecuencias escapan a la detección 

experimental. 

1.7. Ondas de interfase entre cristales cúbicos 

Mientras las interfases entre medios elásticos isótro­

pos (Stoneley 1924, García Moliner 1977) y entre cristales hexa­

gonales (Djafari-Rouhani y Dobrzynski 1976, Velasco y García Mo­

liner 1979a) han sido estudiadas con suficiente detalle, se con~ 

ce comparativamente poco respecto a los efectos de anisotropía 

cristalina cuando la interfase está formada por cristales cúbi­

cos. Un cálculo numérico fue realizado por Lim y Musgrave (1970) 

para una interfase entre Cu y otros cristales hipotéticos, que 

se suponía poseían las mismas propiedades elásticas que el Cu, 

exceptuando el valor de c44 . 

A continuación citamos los resultados que hemos obteni­

do con nuestro método al estudiar interfases reales. 

Para las interfases epitaxiales (001) Si/Ni y W/Cu, no 

es posible la propagación de ondas de interfase. La interfase 

(OOr) W/ Al (epitaxial o no) es extremadamente apta para la pro­

pagación de una onda Stoneley. 

Todos los datos elásticos para los cálculos han sido 

tomados de Kittel (1971). Finalmente haremos algunos comentarios. 

sobre las ondas de interfase que hemos obtenido. 

En primer lugar las ondas de interfase se atenúan en 

ambos sentidos alejándose de la interfase. En el caso de una di­

rección de propagación general la onda de interfase no es pura­

mente trans versal ni puramente longitudinal. Para direcciones de 

alta simetría tales como las direcciones (100) y [110] la on~ 

da de interfase está contenida en el plano sagital, formado por 

la normal a la interfase y la dirección de propagación. 
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CAPITULO 2. EFECTOS DE LAS PROPIEDADES DE LA SUPE RFI CI E SO BRE 

LAS ONDAS DE SUPERFICIE 

2.1. Introducción 

En el Capítulo 1 hemos estudiado las propiedades diná­

micas y te'.l'.'modinámicas P.e superficie en los cristales cúbicos. 

Este estudio resulta interesante porque permite conocer los e- _ 

fectos de la anisotropía sobre sobre las propiedades físicas 

arriba mencionadas. No obstante, aparte de los fenómenos asoci~ 

dos con la superficie libre de un s ·ólido, existen otras propie­

dades interesantes que están relacionadas con la interfase en­

tre dos medios (sól,idos o fluidos) distintos. 

Existen diferencias importantes entre ambos casos, pues 

en la superficie de un sólido existe siempre una onda de super­

ficie que se propaga (Farnell 1970, Velasco y García-Moliner, 

19 80), mientras que existen muy pocas interfases entre sólidos 

en las que pueda propagarse una onda localizada ( Scholte, 1947). 

Esto puede comprenderse d'r manera intuitiva ya que los átomos 

en la superficie tienen menos vecinos en la dirección perpendi­

cular a la superficie, lo que hace que las fuerzas sobre e llos 

sean menores y sus frecuencias de vibración tiendan a ablandar­

se, y existan modos de superficie¡ por debajo de los umbrales de 

volumen. En cambio en la interfase existen interacciones entre 

los átomos de ambos materiales que tienden a endurecer las f re­

cuencias de vibración de los átomos de la interfase y esto ex­

plica la mayor dificultad para que pueda propagarse un modo l o­

calizado en la interfase, cuya frecuencia habría de estar por 

debajo del umbral de volumen. 

Pero asímismo existen otros tipos de problemas de inte­

rés, en los que se ven envueltas varias interfases. Este e s el 

caso de los medios estratificados cuyo estudio presenta un n o t~ 

ble interés en sismología (Ewing et al. 1957). En el caso más 
. . 

general de varias interfases no es posible obtener relac i o nes 

de dispersión analíticas para las ondas localizadas , aunque s e 
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ha ga la aproximación de considerar los medi os isótropos. 

Aparte del interés de la sismología en estos estudios, 

exi s ten numerosos casos de gran importancia para el conocimiento 

fundamental y aplicado. Así, por ejemplo, un "sandwich" de tres 

me dios e lásticos distintos A/B/C/ podría constituir una guía de 

onda . El caso particular A/B/A, siendo el espesor h del medio B 

pequeño, permite considerar el defecto plano y estudiar la exis­

tencia de modos localizados en este caso. Si considerarnos el ca­

so de un estrato de espesor finito, sobre un sustrato semi-infi­

nito, se obtienen ya notables diferencias frente al caso de la 

superficie libre, tales corno la posible existencia de un modo Lo­

ve (modo transversal paralelo a la superficie) y el hecho de que 

la onda de superficie se hace dispersiva. Si el espesor del es­

trato es pequeño se pueden realizar ciertas aproximaciones que 

permiten obtener una expresión más sencilla para la relación de 

dispersión. Este caso ha permitido idear una aproximación denomi­

nada de membrana equivalente (Velasco y García-Moliner 1979b), 

que permite incorporar los cambios introducidos por la presencia 

del estrato, ~orno modificaciones de las condiciones de contorno, 

para la superficie libre. Resulta claro que este punto de vista 

suministra un punto de partida excelente para considerar efectos 

tales corno los cambios en las constantes de interacción en las 

proximidades de la superficie, o las modificaciones debidas a 

la presencia de un adsorbato. Estos efectos no· pueden ser evalu~ 

dos actualmente a partir de modelos microscópicos y su inclusión 

en estudio de dinámica de redes vía modelos de constantes de fuer 

zas se ha limitado a consideraciones puramente numéricas, y sin 

considerar ni siquiera su influencia sobre el límite de onda lar 

ga. Esto permitirá al menos un estudio cualitativo de los efec­

t os de estos cambios sobre las propiedades dinámicas de superfi 

cie , lo cual contribuiría notablemente a entender estos efectos. 
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2.2 Capa delgada sobre un sustrato semi-infinito 

Consideraremos ahora una capa delgada sobre un sus t ra­

to semi-infinito. Supondremos que ambos medios s on i sótro pos pa­

ra simplificar los cálculos, aunque esta hipótesis no c ambia la 

naturaleza general de los resultado obtenidos. 

!I . En el caso más general de un estrato de espesor h arbi-

trario no es posible obtener una relación de dispersión para 

los modos localizados en forma analítica (Ewing et al. 1957, Ve­

lasco y García Moliner 1979b); es por tanto necesario estudiar 

numéricamente el determinante secular. 

No obstante , este problema es más interesante para l a 

sismología que para intentar comprender los efectos debidos a 

que las propiedades de la superficie difieran de las de volumen. 

Resulta claro que para intentar estudiar estos efectos hemos de 

centrarnos en el caso de un estrato con espesor h pequeño. 

En este caso se pueden hacer ciertas aproximaciones 

que permiten simpli ficar grandemente el problema. Tierste n (1 969 ) 

es tudió este caso utilizando numerosas aproximaciones emp leadas 

en la teoría de láminas delgadas, llegando al final a es cribir 

los nuevos efectos como modificaciones en las condici o ne s de co n­

torno. Este tratamiento, aunque elegante, resulta complicado e n 

muchos puntos. Las aproximaciones constituidas por los mode l os de 

membrana (Murdoch 1976) y de membrana equivalente ( Velasco y Gar­

cía Moliner 1979b) permiten introducir directamente estos efecto s 

como modificaciones en las condiciones de contorno. Las e xpres i o ­

nes así obtenidas coinciden forma l mente con las deducidas po r 

Tiersten (1969), aunque es preciso hacer una equivalencia entre 

l os coeficientes de la membrana y los coeficientes deducidos p o r 

Tiersten, lo cual da origen a unas relaciones que a primera vis ta 

son algo sorprendentes. Parece por tanto necesario estudiar de 

forma más completa este caso para aclarar las anal ogías y discre ­

pancias entre las diferentes aproximaciones antes de p a sar a di s ­

cutir l os resultados. 

Fundación Juan March (Madrid)



26 

Co nsideremos un medio isótropo A semi-infinito que se 

exti end.;, hd s ta x
3 

= O, c uy a densidad es p y s us módulos de Lamé 

A y µ , y q ue sobre él existe otro medio isótropo B con una su­

per f icie l ibre e n x 3 = -h (por tanto de espesor h) cuya densidad 

y módulos de Lamé son p 1
, A' y µ 1 respectivamente. Los modos lo­

calizados en es te caso están sujetos a las siguientes condiciones 

de contorno 

(i = 1,2,3) (2.1a) 

(2 . 1b) 

(i = 1 , 2,3) 

(2.1c) 

Estas condiciones indican que los desplazamientos han de ser con­

tinuos en la interfase x 3 = O, así como las tensiones normales a 

la misma, y que la superficie exterior x 3 = -h es una superficie 

libre . 

Si el espesor h es pequeño podemos desarrollar ( 2 .. 1c) 

en serie de Taylor hasta primer orden en h y se obtiene: 

(2.2a) 

( 2 . 2b) 

Para simplificar el cálculo en los razonamientos que siguen supog 

dremos que la dirección de propagación es la x
1

. Esto no afecta 

a los resultados que se obtienen, pero permite reducir el número 

de términos que aparecen en las expresiones . 

Si tenemos en cuenta las ecuaciones del movimiento 

( 2 . 3) 
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(siendo f la fuerza exterior) y las condiciones de co nt orno en 

"3=º 

(2.4a) 

(2.4b) 

se puede, tras un cálculo laborioso pero directo, llegar a obte­

ner las siguientes condici.ones de contorno: 

(2.Sb) 

(2.Sc) 

Analicemos ahora las aproximaciones antes citadas. Tiersten(1969) 

considera sólo el modo sagital por lo que sus condiciones de con 

torno son las siguientes: 
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En la aproximaci ón del modelo de membrana equivalente (Velasco y 

Ga r c ía-Mo liner 19 79b) se considera el siguiente ten6o~ de ten6lo-

ne6 6upe~6l c.la.l ( o<, (}1 o :::: .J., .t. ) : 

f)U.1- (fJtl.rx. + t'JU¡J)] ~{X) 
~&J°(X3) =8fl-1.J<.s) S~f. -w<r +j'-.s ~ ~ 3 '/ (2.7) 

siendo I'.s = ). s-1- .t. ft .s 
Si se considera que hay un exceso superficial de masa 

y teniendo en cuenta el anterior tensor de tensiones super­

fi cial, se obtienen las siguientes condiciones de contorno: 

(2.8a) 

(2.8b) 

[A l)g~: +().+irJ~:Jx1=;-t1 wl.[u3]><1=º. 
(2.8c) 

El modelo de membrana equivalente y la aproximación de Tiersten 

coinciden idénticamente si se efectúa la siguiente identificación 

(2.9a) 

(2.9b) 

.tA/:' 
A s :: h ).' +-.t..¡k-' I 

(2. 9c ) 

con lo cual se obtiene 

I's h f ft-1 Ll I +fl') 
¡ 
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Esta identificación a primera vista tan extraña no lo es tanto s i 

se tiene en cuenta que la velocidad de las ondas longitudina l es 

para una lámina delgada es 

(_L. = ( 2 .10) 

Ahora es más fácil entender el sentido físico de las magnitudes 

involucradas en esta aproximación. 

No obstante es fácil comprobar que las ecs. (2.5) in­

cluyen más términos que los contenidos en las expresiones (2.6,8) 

Analicemos brevemente su significado. El modelo de membrana equi­

velente puede obtenerse a partir de las ecs. (2.5) mediante el 

siguiente proceso límite: 

(' I h. l> 

/"' h ::: j<-s 

L¿-. Ah-
h.-'> () 

o 

o 

o 

(2.11a) 

( 2. 11b) 

( 2 .11c) 

(2.11d) 

( 2 .11e) 

(2.11f) 

Este paso al límite se puede justificar de manera bastante intui-

tiva gracias al siguiente razonamiento: La región en la que había 

material B va siendo comprimida paulatinamente hacia la superfi­

cie , y sustituida por material volúmico de tipo A. Re -

sulta claro que en este proceso las propiedades elásticas del me 

dio B adquieren valores distintos a los de volumen y al final 

las únicas magnitudes que tienen sentido físico con las expresa-
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das por las ecs . ( 2 .11). 

Esto nos permite distinguir cuál es la diferencia en­

tre la aproximación re f lejada en las ecs. (2.5) y el modelo de 

membrana equivalente. Re almente las ecs. ( 2 . 5) permiten estudiar 

e l caso de un es tr.ato sobre un medio semi-infinito cuando se ve - ' 

rifica la condición hK << 1, siendo K el vector de onda del mo­

do de s uper fic ie. Se puede ver asimismo analiz ando con detalle 

las ecs . ( 2 . 5 ) que l os términos no incluidos en las ecs. (2.8) 

dan origen a términos de orden (h K) 2 , por lo que su influencia 

es muy pequeña . Resulta claro entonces que el modelo de membra­

na equival ente proporciona una e xcelente aproximación para .es­

tudiar l os efectos de láminas de l gadas sobre sustratos semi-in­

fini tos , así como constituye un punto de partida ideal para mo­

de lar de . manera cualitativ a sistemas en l os que las propiedades 

de superf icie difieren de las de vo lumen. 

La ventaja dé este modelo frente a las ecuaciones más 

generales dadas en (2.5) es que permite obtener las modificacio­

nes en las condiciones de contorno de una manera más sencilla, 

l o cual simpli fica asimismo la obtención de la relación de dis­

pe r sión. Los resultados que se obtienen son los siguientes: 

(i) Es posible la asistencia de un modo Love, cuyo 

desplazamiento está dado por 

Ll 

-<f-~~ ) i.(KX - Wi:) 
(o,Ae ,o e 

Qi.-- (kl.- wi..¡·_l"J_)* •~ r-- , y que verifi ca la siguiente relación 

(2 .12 ) 

con 

de dispersión 

( 2 .13 ) 

que, para pequeña se comporta en la forma 

(2.14) 
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con A = (1/- - f!J ( 2 .1 5 ) 

(ii) Se obtiene asímismo un .modo de superficie polari 

zado sagitalmente cuya relación de dispersión está dada por 

+ 

o . (2.16) 

Este modo es disper•sivo con las s.iguientes particularidades: pa­

ra K + O la velocidad de propagación es la de la onda· Ray leigh 

para la superficie libre. · Asímismo esta onda no puede propagar­

se con un K arbitrariamente grande, es decir, e xiste un corte 

superior en la relación de dispersión. 

Hemos obtenido por tanto unas ecuaciones que permiten 

tratar de manera aproximada pero con notable preci s ión el caso 

de un medio semi-infinito cargado por un estrato y clarificado 

el significado físico, así como las ventajas y limitaciones de 

las aproximaciones hasta ahora e.mpleadas. Nuestras ecs. ( 2. 5) 

son las más generales que existen para tratar de manera simpli­

ficada el problema de que las propiedades de la superficie di­

fieran de las de volumen, y han permitido aclarar la razón del 

éxito del modelo de membrana equivalente. 

2. 3. "Sandwich" A/B/C 

Las diferencias que hemos visto entre las distintas 

aproximaciones empleadas anteriormente pueden resultar más im­

portantes en el caso del "sandwich" A/B/C o del caso particular 

del defecto plano, que como y a hemos dicho anteriormente pueden 

servir para el diseño de guías de onda acústicas. 

Esto sería interesante, pues el estudio del . defect o 
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plano reali zado por Kosevich y Kokhlov (19 68 ) presenta resulta­

dos muy diferentes de los obtenidos con el modelo de membrana 

eq uivalente (Velasco y García-Moliner 1979b ). El trabajo de 

Kosevich y Kokhlov resulta muy difícil de analizar y además va­

rias de sus integrales han de ser renormalizadas para evitar 

di vergencias. Todo esto hace conveniente el estudiar de nuevo 

este problema para intentar aclarar cuáles son las aproximacio­

nes consideradas en cada caso, antes de pasar a estudiar casos 

concretos. 

El punto de partida es análogo al considerado anterioE 

mente para el caso del estrato. Consideraremos inicialmente el 

caso del "sandwich" A/B/C y posteriormente estudiaremos el caso 

particular del defecto plano. 

Suponemos ahora que tenemos un "sandwich" A/B/C con 

el medio A (densidad p y módulos de Lamé Á y µ) extendiéndose 

desde x 3 = 00 hasta x 3 = O, el medio B ( p 1
, Á 1 

, µ 1
) extendiéndose 

desde x 3 = O hasta x 3 = - h, y el medio C ( p", Á11
, µ") se extiende 

desde x
3 

= -h hast~ x
3 

= ....m. Los modos localizados de este sis­

tema obedecen a las siguientes condiciones de contorno (i=1,2,3) 

(2.14-a) 

[ 43]x
1 

:::.o :: [ T~".1 J X3= o 

(2.14-b) 

[U}¡ Jxl =-k ::: [ ll"¡] X3 =-h.. 

( 2 .14-c) 

(2.14-d) 

Este sistema de ecuaciones resulta imposible de resolver analí-
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ticamente si el espesor h es arbitrario . Si el espesor h es pe ­

queño se pueden hacer di versas aproximaciones que reducen la co~ 

plejidad del anterior sistema de ecuaciones. Si tenemos en cuen­

ta que el espesor de la lámina es pequeño, las ecuaciones ( 2 . 14) 

pueden desarrollarse en la siguiente forma: 

(2.15a) 

[ 'r'· 1 - 'J · X~=o 
(2.15b) 

( 2 .15c) 

(2.1 5d) 

Con lo caal ·se llega a las siguientes ecuaciones: 

h [ gu'¡J 
7JX;° X3=() 

( 2 .1 5a) 

( 2 .16b ) 

Como se ve, hemos obtenido una notable simpli f icación 

respecto a las ecuaciones de partida. En términos de fun c i o nes 

de Green estas ecuaciones se expresan de la siguiente fo rma: 

( 2 .17a) 
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(2.17b) 

(2.17c) 

jt [ ~ 3 ~tj {x'31 X~) +i }(. 6"3j {X1/Xj) ] xi= + 0 

-!-'' [ÍX; G-li{><1/ x;) +i K G- 3; {X31X!)]x1 ::-li.-o -

::kt-L~ ~:j(x 11 x;)+i K $X'j c;;j (X31Xi)]x
3

=- 0 ; 
(2.17d) 

[ tJ r;.¿j {><3 1xn] _ - 11-''[-Íx1 ~;~·t/1/x;ij = 
jt °W; )(3-+ D X1 ::-4-o 

=: /._ f'' [ ~~,_ c;;j (X11 x;) Jx;::-o J (2.17e) 

[u< A &-tj (X11 x~) + (>.+;,¡t) /xJ G1j (X11 Kj) J x1=+º -

-[i t<X' G-;j (XJ 1 X~) + ().''+lf'~Íx 3 '~j {X11Xi)¡
1
=-k-;- <2.17f) 

-~rik~'-i-~~·j{X1/xi)+[X+~J~~~ ~:j{t<1/XD]x -- ) . 
- [ vX3 "'1 1 - 0 

con j = 1, 2,3 . 

Las funciones <le Green que aquí se consideran pueden 

obtenerse mediante el método de Maradudin y Mills (1976) o el de 

García Mo liner ( 19 77). En las ecuaciones anteriore·s hemos supues­

t o que la onda se p ropaga en la dirección x, lo cual nos permite 
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simplificar las expresiones sin pérdida de generalidad. En es t e 

caso las ecuaciones (2.17b) y (2.17e) se desacoplan de las re s ­

tantes y dan origen a un modo con polarización t rans versal, aná­

logo al modo Love considerado en §2.2. Las restante s ecuaciones 

corresponden a un modo _ con polarización sagital. 

Utilizando las ecuaciones del movimiento (2.3) y las y 

las condiciones de continuidad ( 2. 4) , tras un cálculo directo pe ­

ro laborioso, se obtienen, de manera análoga a como v imos en 

§2.2, las siguientes relaciones de dispersión: 

a) Para el modo transvers~l, similar al modo Lo ve 

(2.18) 

b) Para el modo contenido en el plano sagital la rela-

ción de dispersión se obtiene a partir del tleterminante secular 

~1 A1.i A13 4H 

AJ.t A.i1. 4.1.l 4H 
o (2.19) 

431. AJ.t An AH 

Avt A1t.z. Á1g .41(1( 

siendo 

Au 1 + k ~ ,; + h 11 !f.i-
(2.20a) 

k.z. :t+h 1' i 
h. f!:__ + 11-' !/¡_ ( 2 .2 0b ) 

Ao =- A-1~ =-i ( 2 . 20c ) 
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~~ = -i. i k')! - ~ {f-k "'-;..t
1
w ~ ~~ - lk h~!/--t­

A~ i.::: t'k [- 1!1.1/f!rL -~ ~/(1--f'4J~~ -li.11- ~] 

(2.20d; 

(2.20e) 

(2.20f) 

(2.20g) 

(2.20h) 

(2.20i) 

(2.2oj) 

(2.20k) 

(2.201) 

(2.20m) 

(2.20n) 
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if-'' K 
l<l. +- ¡.; 2. 

I< t. 
I 

(2.200) 

con J)l=- /t -11-'; J'.-1=~-X. 

Estas relaciones de dispersión no admiten solución 

analítica y han de ser estudiadas numéricamente. Sin embargo, 

nuestro método supone una gran simplificación del problema 

general ya que en el caso . del modo trans versal reducimos el 

problema de un determinante (4x4) a un determinante ( 2x2 ) que 

permite obtener la ecuación (2.18) que resulta mucho más fá­

cil de estudiar. Asímismo en el caso del modo sagital reduci­

mos el problema de un determinante (8x8) a un ·determinante 

(4x4) con la consiguiente reducción de tiempo y ganancia de 

precision en el proceso de cálculo numérico. 

En el caso particular del defecto ' plano, que corres ­

ponde al esquema A/B/A, se producen notables simpli fi cacione~ 

con respecto al caso que hemos estudiado anteriormente y que 

permiten llegar a la obtención de soluciones analíticas. 

Así, para el modo transversal la ec.(2.18) se redu-

ce a 

(2.21) 

que admite una solución de . la forma 

/ 
(2.22) 

siendo 

A ( 2 . 23 ) 
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Para el modo cont e nido en el p lano s agital es in­

mediato ob t ener a partir ne las ecs . (2.20) los nue vos elementos 

Ai j ( i , j = 1 , 2 , 3 ,4). En este c as o se obtiene un modo localizado, 

por debajo del umb ra.l transversal de volumen, cuya relación de 

dispersión está dada por la ec. (2.22), siendo ahora 

A= 
( 2. 24) 

En el caso particular p' = p, que fué el estudiado por Kosevich 

y Khokhlov (1968), se obtiene 

A (2.25) 

que coincide con el ~esultado por ellos obtenido, pero sin las 

ambiguedades inherentes a su planteamiento. 

En el caso de un espesor h arbitrario, es preciso 

realizar un estudio numérico del determinante secular. Hemos . con­

siderado los dos tipos de sistemas Ni-Al (sin onda de Ston~ley 

en la interfase) y W-Al (con onda de Stoneley). Se han considera­

do entonces los siguientes sistemas: 

Al - Ni - Al 

W - Al - W 

Ni - Al - Ni 

Al - W - Al, 

y en todos ellos se han encontrado modos localizados. Se ve por 

tanto ,que estos sistemas posibilitan la existencia de guías de 

onda, como y a se había apuntado anteriormente, incluso utilizan­

do materiales para los cuales no se p uede propagar una onda en 

su i nterf ase. 

2.4 . Conclusiones 
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Nuestro estudio nos ha permitido clari f icar las 

diversas aproximaciones normalmente utilizadas para estudiar : 

a) un estrato sobre un sustrato semi-infinito; b) una lámina de 

espes.or arbitrario (pero finito) entre dos medios semi-inf initos 

y el caso particular del defecto plano. 

Para el caso de espesor pequeño, hemos obtenido 

los resultados más generales posibles hasta el momento . 

Hemos visto asímismo que el modelo de membrana 

equivalente proporciona un buen modelo de partida para estudiar 

de manera cuali ta ti va los efectos .asociados a que las propieda­

des de la superficie difieran de las de volumen. Dicho' mo de l o 

serviría también para comprobar el límite de onda larga de mo­

delos de dinámica de redes en los que se incluyen cambios en las 

constantes de interacción de las capas de superficie. Este es un 

hecho habitualmente ignorado en estos estudios y que no pue de 

abordarse con los planteamientos clásicos de la teoría de la 

elasticidad. Nuestro estudio abre la posibilidad de realizar una 

investigación al menos de tipo cualitativo sobre estos a spectos . 

El método aquí expuesto es fácilmente generaliza­

ble a otras simetrías. El caso más sencillo es el de un estrato 

de pequeño espesor de un medio isótropo depositado sobre la su­

perficie (0001) de un cristal hexagonal semi-infinito. La rela­

ción de dispersión que se obtiene en este caso es muy compli cada 

y ' habría de - evaluarse numéricamente. Las conclusiones que se ob­

tienen, no obstante, son análogas a las discutidas en §2. 2. 

Actualmente se realizan experimentos (Pouliquen 

et al. 1980) para determinar las variaciones en . la frecuencia 

de las ondas Raylei_gh debidas a la adsorción. Este nue vo método 

resulta ser sensible hasta la centésima de monocapa. Dicho méto­

do puede proporcionar por tanto un . test para las predicciones 

teóricas . 

Hemos demostrado asímismo que el caso del defe c t o 
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plano es tudiado por Kosev ich y Khokhlov (1968) corresponde al ca 

so de espesor pequeño para el medio B. Nuestros resultados se 

aplican a casos más generales que los estudiados por dichos au­

t ores , y asímismo nuestrolmétodo elimina las ambiguedades y di­

ficultades de interpretación inherentes a su planteamiento. Los 

resultados obtenidos con el modelo de membrana equivalente se 

r ecuperan mediante el proceso límite indicado en las ecs. (2.11), 

Se ve por tanto que ambas aproximaciones correspond~n a casos d~ 

ferentes, por lo cual no es sorprendente que los resultados ob­

tenidos por ambos métodos sean diferentes. Esta situación no re­

sultaba clara anteriormente (Velasco y García Moliner 1979b). 

Como ya hemos discutido con anterioridad, estos 

sistemas presentan interés debido a su posible utilización en el 

diseño de guías de ondas acústicas. Estos dispositivos podrían 

r e alizarse uniendo el mismo material con diferentes tipos de 

colas (Poliquen, 1979). 
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o 15 9 30 45 

LEYENDAS DE LAS .FIGURAS 

Fig.1.- Velocidad de las ondas de superficie en función de la 

dirección de propagación para la superficie (001) del 

Cu. T1 y T2 : umbrales transversales de volumen. Las ci­

fras dan las diversas contribuciones .al - cambio total en 

· la densidad de modos (para~ fijo) debido a la superfi­

cie. El símbolo ~a representa una resonancia muy aguda, 

casi una función a. El segmento grueso indica de manera 

aproximada . el r.ango de frecuencias Cw = CK) sobre el 

cual se acumula la intensidad espectral medida por la 

cifra adyacente. 
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2 3 4 5 

-1/4 

6 
w 

s Fig.2.- ll N .C.i:_,w) frente a w (medida en unidades arbitrarias en 

las cuales K = 1) para dos direcciones en la superficie 

( 00 1) del Cu: (a) direcci6rt l100I; (b) direcci6n 11101. 
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1 o .... 

t 

,, 
5 -

Q 1--~~~·L-~~~·U& ...... ~t_.~·-----=:::s:::=__;:..,._.L.'~~-'L 
1 2 3 4 5 6 

-5 .... 

-114 -1¡4 -1;4 

-10 ._ Wr1 

Fig . 3 .- Como e n la Fig. 2 pero para cuatro direcciones distintas 

de p r o pagac i ón: (a) 6 = 25° ; (b) 6 = 30 ° ; (c} 6 = 35° ; 

( d ) 6 = 4 0° . 
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Fig.4 .- Contribución a la sección eficaz diferencial de "scatte­

ring" Brillouin medida por g~ 3 para cuatro direcciones 

diferentes de K en la superficie (001) del Si: (a) 

a = 2 7º; (b) a = 2aó; (c) a = 30º; (d) a = 35º. 
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Si 

5.8 

5.6 

5.4 

5.0 

4.8 

4.6.._ ......... ~......___.~ ........ ~-- ......... ~----~-
o 1 5 3 o 45 

Fig.5.- Velocidades de las ondas de superficie en funci6n de la 

direcci6n de propagaci6n para la superficie (001) del 

Si. Las curvas te6ricas se han obtenido a partir de la 

posici6n del pico dominante como se ve en la Fig.4. 

Cruces: datos de "scattering" Brillouin (Sandercock 1978) 

Círculos y cuadrados: datos obtenidos mediante "scatte­

ring" de ultrasonidos (Pratt y Lim 1969). La lí-
nea vertical indica la direcci6n aproximada donde una de las ra-

mas debería cesar mientras la otra comenzaría a dominar. 
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