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1. Introduccibn

Ciertas aleaciones constituidas por dos especies at8mi-
cas (A y B) pueden presentarse en un estado de equilibrio termo
dinfmico espacialmente homogéneo a temperaturas suficientemente
altas (por ejemplo, una aleacibn fundida de aluminio y cinc);
el sistema estd constituido entonces por una fase termodinémica
finica. Si enfriamos repentinamente la mezcla por debajo de su
"curva de coexistencia" (Fig.l), quedard en un estado todavia
espacialmente homogéneo pero (generalmente) inestable. Este es-~
tado a baja temperatura es inestable pu2sto que el estado de
equilibrio a esa temperatura requiere la coexistencia de dos fa
ses termodindmicas: una rica en 4tomos A y la otra rica en &to-
mos B. Se plantea as{ el problema de determinar las propiedades
de la evolucibn temporal del sistema desde el instante en que
se ha producido el enfriamiento (cuando la mezcla se encuentra
en un estado que no es de equilibrio) hasta que se alcanza el
nuevo estado de equilibrié o cualquier otro estado estacionario
o casi estacionario. En definitiva, hemos planteado un problema
tf{pico en la dinfmica de transiciones de fase.

Interesa el estudio de este tipo de problemas desde dos
puntos de vista. Por una parte, el problema ha atraido durante
los filtimos aflos la atencibn del ffsico tebrico que se encuen-
tra con un fenbmeno esencialmente no lineal que involucra con-
ceptos de la mecénica estadistica del equilibrio (transiciones
de fase) y de la meclnica estadistica de los procesos irreversi
bles (teorfa cinética)., Dada la dificultad de estos temas, uno
se encuentra en el campo de juego gran cantidad de problemas
fundamentales sin resolver, circunstancia que estimula al ffsi-
co tebrico que, ademés, es consciente de la importancia précti-
ca de estos estudios. Desde este segundo punto de 7ista, el es-

tudio de la dinémica de transiciones de fase es interesante pa-



ra resolver una gran variedad de problemas, no sblo en fisica y
en qufmica sino también en otros cempos como la metalurgia, bio
logfa, meteorologfa e, incluso, las ciencias sociales. Por lo
que respecta al problema particular enunciado en el primer p&-
rrafo, es claro que las propiedades ffsicas del sistema final
(aleacibn metélica, por ejemplo) quedardn fuertemente determina
das por las caracterf{sticas de los procesos que se desarrollen
durante la evolucidn temporal, de donde se sigue la importancia
préctica de realizar estudios y predicciones detallados. (Recor
demos, por ejemplo, que la fama del acero de las espadas de To-

lado ha de atribuirse a las caracter{sticas especiales del répi

[

o snfrizmiento a que eran sometidas en aguas del Tajo. Ese pro-
ceso de enfriamiento influye decisivamente en propiedades del
acero tales como elasticidad, dureza, conductividad eléctrica y
térmica, etc. etc.).

Es evidente que (como en otras muchas ocasiones), a pe-
sar de la aparente diferencia en objetivos y espiritu, los dos
puntos de vista anteriores dependen f{ntimamente el uno del otro.
Los problemas idealizados de los tebricos, aunque generalmente
lejos de las aplicaciones prficticas de los ingenieros, a menudo
se originan en ellas. Por otra parte, la teoria generszl es un
prerrequisito para poder entender y llegar a desarrollar zéto-
dos apropiados de chlculo. (Otro ejemplo importante de una si-
tuacién similar es la interrelacibn existente entre 1la teoria
el transports de neutrones y la tecnologia de reactores).

Dentro de esta filosoffa, es objetivo principal de es-
t2 memoria el divulgar el problema antes enunciado, informar
acerca de algunos resultados recientes que tienen un interés
muy directo en metalurgia y en la fisica de materiales, y, en
definitiva, interesar por esta 4rea de la dinfmica de transicig

nes de fase que presenta actualmente gran actividad tebrica y



ha estimulado gran nfimero de experimentos de microscopfa elec-
trbnica y de difraccibn de rayos X y neutrones. Trataremos tam-
bién de mostrar la utilidad de una poderosa herramienta en el

estudio tebrico de estos problemas: la simulacibn en una compu-
tadora del comportamiento de modelos idealizados utilizando las

llamadas técnicas Monte Carlo.

2. Descripcibn cualitativa

Consideremos la situacién ssquematizeda en Fig., 1, esto
es, una aleacibn binaria A-B inicialmente fundida a gran tempe-
ratura T’ (en un estado espacialmente homogéneo de equilibrio
térmico: una fase termodinfmica estable) es enfriada repentina~-
mente por debajo de cierta temperatura critica Tc . Inmediata-
mente después.del enfriamiento, si &ste es instanténeo, el sis-
tema conservard una composicibn homogénea correspondiente a una
fraccibén media & de 4tomos A pero, si es cA(T)< 4 cB(T),
la nue;; situacibn serf generalmente inestable y el equilibrio
termodinfmico requiere la coexistencia de dos fases de composi-
ciones respectivas cA(T) s cB(T) . En estas condiciones, cier
tas mezclas atbmicas (Al-2Zn, Cu-Ti, Ni-Si, Au-Pt, etc.) sufren

un proceso de geparacibn de fases (una fase rica en 4tomos A

v otra rica en ftomos B ) mientras el sistema trata de encon-
trar su nuevo estado de equilibrio a la temperatura de enfria-
miento T ., Por el contrario, otras mezclas atbmicas (Au-Cd,
Mg-Cd, Cu-Zn, Au-Cu, etc.) favorecen un ordenamiento alternante
de sus 4tomos (por ejemplo: ...A-B-A-B-A..., en una dimensibn)

ue conduce a la formacibn de "super-redecs” (para cada una de
q D

las especies atbémicas) que se entrecruzan, a veces complicada-

mente, pare formar la estructura del material a bajas temperatu
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ras (T<Tc) .

El primero de estos procesos se manifiesta en una gran
variedad de sistemas, aparte de manifestarse en las aleaciones
mencionadas. Por ejemplo, se realiza un proceso similar en el
caso de ciertas mezclas 1fquidas binarias; en &stas, sin embar-
go, pueden aparecer efectos hidrodinfmicos que no éon considera
dos en lo sucesivo. Un proceso formalmente similar es el de la
difusibn de spin en sustancias ferromagnéticas (transicibn d=»
un estado ﬁaramagnético a un estado ferromagnético); en este ca
so, los conceptos de concentracién, composicién y potencial guf
mico en la mezcla metflica se corresponden respectivamente con
los de densidad de spin, magnetizacibén y campo magnético en la
sustancia magnética, en la que la temperatura critica corresoon
diente serf la de Curie. Nbtese, sin embargo, que mientras la
composicibén media de la mezcla ha de conservarse durante su evo
lucibn, la magnetizacibn total seri generalmente variable. La
condensacién de gotitas de lfquido en un vapor sobresaturado es
también similar en muchos aspectos al proceso que presenta, por
ejemplo, 1la aleacibén AL-Zn. En algunos casos haremos mencién en
lo que sigue a estos fenbmenos paralelos. Por lo que respecta a
la formacibén de super-redes se trata, en cierto sentido, del fe
nbmeno opuesto (paralelo al de las transiciomes 1fquido-sblido
y paramagnetismo-antiferromagnetismo); aunque el tratamiento de
estos ﬁrocesos no es muy distinto del que seguiremos aquf, no
haremos mencién explfcita a ellos en lo sucesivo.

En 1la Fig. 1 se ha represéntado esquemdticamente una
seccibn temperatura-composicifn del diagrama de las fases de
una aleacibn binaria ideal. Se ha distinguido en esa figura 1la

curva de coexistencia (que encierra los estados de equilibrio

que corresponden a una separacién de fases) y la curva "spino-

dal". De acuerdo con la teorfa clfsica de estos procesos (sec-



¢ibn 3) si el enfriamiento nos ha conducido a un estado dentro
de 12 curva "spinodal" o limite de metaestabilidad, el sistema
serf inestable respecto de fluctuaciones dé&biles en la composi-

¢ibn local de la mezcla; se llama descomposicibn "spinodal” al

mecanismo que ocasiona el crecimiento de esas fluctuaciones has
ta formar zonas en las que coexistan las dos fases. Por el con-
trario, los estados entre las curvas de coexistencia y spinodal
son estables frente a fluctuaciones d&biles, pero inestables
frente a fluctuaciones fuertes y localizadas tales como la for-
macibn de pequefios nficleos (con un cierto tamafio critico) de 1la
nueva fase (de &tomos A, por ejemplo). En cualquiera de los dos
casos, seguird un crecimiento y agrupamiento de los "grénulos"
iniciales (ricos en Atomos A) que se difundirin por la matriz
(rica en 4tomos B) y, eventualmente, coagularén para formar gri
nulos mayores.

Estos procesos son controlados por dos factores: el tram
porte de materia y energia hacia o desde la superficie de sepa-
racibn de las fases en la que estd teniendo lugar la transicibn
(por ejemplo, el conjunto de las superficies de todas lss goti-
tas de 1fquido en el fenbémeno de la condensacibn), y la energia
de esa misma superficie. La importancia relativa de estos dos
factores depende de la etzpa en la que nos encontremos, de mane
ra que es conﬁeniente distinguir tres regimenes que llamaremos
nucleacibn, creciemiento y agrupamiento. No siempre se presen-
tan los tres en un proceso dado, pero si lo hacen es siempre en
ese orden . Vamos a tratar ds caracterizar cualitativamente es-
tos regimenes.

La nucleacibn es el estado inicial en el qua se formzn
los primeros nficleos de la nueva fase. En esta etapa predomina
la energfa superficial. De hecho, puesto gque =stos nficleos son

de tamafio muy pequeifio, su relacibn &rea/volumen es grande y la



energfa superficial es una parte importante de la energfa to-
tal. Por otra parte (dado que la energia superficial es positi-
va) la existencia de un pequefio nficleo supone mis energfa (1li-
bre) que si no existiera, de manera que los nficleos con tamafio
inferior a cier%g tamafio critico tenderdn a desaparecer. En con
secuencia, es necesario vencer una barrera de energia: la nieva
fase no progresarid hasta que se pressnte al menos un nficleo de
tamafio supercritico. Este nficleo supercritico pued: formarse

en la superficie irregular de un cuerpo extrafio (particula de

polvo, recipiente), en cuyo caso se habla de nucleacifn inhozo-

génea o hetérogénea, o en el mismo seno de la fase primitiva,
constituyendo la nucleacifn homogénea.

Esta etapa es a veces extraordinariamente lenta en cuyo
caso se dice que la fase primitiva es metaestable, como en un
vapor sobreenfriado o, presumiblemente, en el caso dz la alea-
ci6n binaria cuando es muy pequefia la proporcibn de 4tomos A.
Otras veces es una etapa muy répida, e incluso puede no presen-
tarse porque el sistema contiene desde el principio una canti-
dad suficiente de la nueva fase; enseguida comentaremos sobre
esta posibilidad. Vemos pues que es importante determinar la ra
pidez con que se forman estos primeros nficleos para saber cbmo
v cuando comienza la transformacién y, en particular, si nos en
contramos en un estado metaestable; este problema cuantitativo
se aborda en la seccibn 5.

Una vez que el sistema contiene una cantidad notable de
la nueva fase, la transicibén entra en la etapa de crecimiento
en la que los nficleos crecen hasta alcanzaf un tamafio macroscd-
pico. La energia superficial pasa a tener un papel secundario y
las caracter{sticas del proceso vienen condicionadas por la ra-
pidez con que se proporciona o extrae materia y energf{a de 1la

superficie de separacibn de las dos fases. Este transporte de



energia y materia requiere generalmente gradientes de temperatu
ra y potencial quimico que, por tanto, tendrén una influencia
decisiva en que la transformacién progrese de una forma u otra.
Este es un hecho bien conocido por los que se dedican 8l creci-
niento de cristales puesto que, segin se controlen o favorezcan
estos gradientes, se obtendrd un cristal bien formado (por su-
perficies planas) o una estructura mis irregular ("dendritas").
Estos procesos se describen con cierto detalle en Penrose (1978)
por ejemplo.

La etapa de crecimiento termina pricticamente cuando el
sistema alcanza unz temperatura y un potencial quimico constan-
tes; el sistema contiene entonces una cantidad de 1z nusva fase
que es casi igual a la correspondiente al estado final de equi-
librio. La etapa de crecimiento también puede ser muy répida o
muy lenta, dependiendo de las caracteristicas del sistema y de
su estado. Es notable el hecho de que en el caso de la descompo
sicién spinodal en una éleacién met4lica enfriada (por ejemplo,
Al -Zn con parecidas concentraciones de las dos especies atbmi-
ces, enfriada por debajo de unos 370°C) no son précticamente ob
servables las etapas de nuclezcibn y crecimiento. Salvo en el
caso en que una de las dos especies predomine fuertemente en la
composicidn, se observa rdpidamente la formacidn de dos regio-
nes, no necesariamente conectadas, con una forma muy complicada,
que contienen las dos fases en una cantidad préxima a 1la del es
tado final.

Lz evolucidn posterior depende por completo de las con-
diciones en que se encuentre el sistema. Por ejemplo, si se es-
tablece un nuevo gradiente de temperatura puede conseguirse que
continfie el crecimiento controladc por transporte. Pero si el
sistema se mantiene aislado, entrarf en una nueva etapa, agrupa

miento, en la que vuelve a ser importante la energia superfi-



cial. Esta etapa consiste en un proceso, muy lento, en el que
los nficleos, que ya son de tamafic macroscdpico, van cambiando
de forma y coagulan unos con otros con objeto de reducir la
energfa de la superficie de separacibn entre las dos fases (pro
pofcional a su 4rea) y conseguir asf{ un estado en el que esa
energia sea la minima posible. En el caso de la descomposicibn
spinodal también se observa esta misma tendencia, y las regio-
nes mencionadas cambian de forma con objeto de reducir el 4rea
de la superficie de separacibn. Por supuesto, a lo largo de es-~
te proceso serd necesario mover materia de un lugar a otro, de
forma que el transporte (por ejemplo, interdifusién de las dos

especies atbmicas) también jugard un papel importante.

3, Teorfas clésicas

La mayor parte de la descripcibn cualitativa anterior
s8lo se consigue a partir de resultados recientes que se descri
ben més adelante. Estos estdn a veces en contradiccibn con las
teorfas clésicas para este tipo de procesos, teorias que, sin
embargo, constituyen un primer tratamiento que ha guiado los es

tudios experimentales hasta hace pocos afios.

3.1. Anflisis exverimental

Los anflisis experimentales mis directos consisten en
observar finas muestras "congel:das" del material mediante mi-
croscopia electrbnica y determinar propiedades de la distribu-
cibn de los tamafios de los nficleos, por ejemplo el tamafio medio
de &stos, R, ¥y su evolucibn con el tiempo.'Este tipo de estu-~-
dios, sin embargo, acostumbra a ser bastante impreciso. Puede
verse, por ejemplo, el trabajo de Speich y Oriani (1965) cuyos
datos son consistentes con un comportamiento temporal de la for

a . . .
ma R~t" , que sugieren algunas teorias, pero no permiten deci
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dir entre a = ¥3 y a = Y5 (Marro 1975).

Con mayor frecuencia, han venido realizéndose experimen
tos de dispersién de rayos X y neutrones. En el caso de una alea
¢ibn binaria, las longitudes de scattering asociadas con las dos
especies atbmicas suelen diferir suficientemente como para per-

mitir medir experimentalmente el factor o funcifn de estructura

S(kx,t) , proporcional a la intensidad difundida en direccibn

k¥ . Se define
S5(k,t) = Z ei§'£<[c(»1_~',t)—6] [c(£'+£,t)—6]> , (1
r

donde c(r,t) es la fraccibn de &tomos A .en la posicibén r
en el instante t . El1 pardntesis angular en (1) indica un pro-
medio sobre r’ en el sistema macroscdpico; se tiene que T =
<f c(r,t) :>' es constante duranté la evolucibdn temporal.

Cuando se realizan estos experimentos de scattering sue
le suponerse, explicita o implicitamente, que la anchura angu-
lar del anillo de difraccibn observado es una medida del reci-
proco del radio medio de los nficleos y que el 4ngulo correspon-
diente a la méxima intensidad difundida es una medida del reci-
proco de la distancia media entre nficleos (Gerold 1967); de he-
cho; pueden establscerse relaciones de este tipo usando argumen
tos dimensionales (Binder and Stauffer 1974). Suele admitirse
también que una mayor riqueza de la fase minoritaria (en &tomos

A , por ejemplo) se traduce en miximos més altos de la intensi
dad difundida. Estas interpretaciones de los experimentos de
scattering proporcionan una descripcibn muy Gtil de la dinémica
de la transicibn de fase, descripcién que puede, en principio,
relacionarse y compararse con los estudios mediante microscopia
electrbnica.

Otras técnicas usadas en el estudio de aleaciones en-
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friadas incluyen medidas magné&ticas (Butler and Thomas 1970) y
de la resistividad el8ctrica (Richter et al. 1974) que, aungue
presentan ciertas ventajas, sblo proporcionen informacibn muy
indirecta de diffcil interpretacibn y, en consecuencia, no nos
referimos a ellas.

En todo caso, hemos de esperar que cualquier tipo de ex
perimento sobre una sustancia real involucre diferentes proce-
sos competitivos que hardn dificil su interpretacién tebrica.
Por ejemplo, si el enfriamiento se realiza hasta un punto en
las proximidades de la temperatura critica, el fenbmeno de las
fluctuaciones criticas puede competir, e incluso oscurecer, los
fenbmenos descritos en la seccibn 2. También, seghn sean las ca
racteristicas de la muestra utilizada, la difusibn de los 4to-
mos puede realizarse a través de sus dislocaciones, o a través
de la superficie de los nQi¢leos, o mediante otros procesos; o
bien pueden producirse distorsiones elfsticas, etc. en la mues-
tra que afectarin notablemente la evolucién temporal. Estos he-
chos, unidos a otras complicaciones y limitaciones en la reali-
zacibn de los experimentos reales, han sido causa de la gran im
portancia que han tenido en este campo los "experimentos” numéri
cos realizados con computadoras sobre modelos sencillos ideali-

zados, tal como se establece mis adelante.

3.2. Tarr{a lineal (Cahn-Hilliard)

El concepto de lfmite de metaestabilidad (o curva "spi-

nodal") nace en los trabajos de Gibbs y van der Waals. Suele su
ponerse generalmente que corresponde, en una seccién temperatu-
ra-composicién del diegrama de las fases (Fig. 1), a una linea

caracterizada por la condicibn (aaf/aca)T’P = o , donde f es

cierta densidad de energfa libre (de Gibbs) y c¢ es 1la composi
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cibn del sistema. Inicialmente se referfa a soluciones fluidas,
pero ha sido generalizado a sistemas s8lidos como parte de una
teorfa fenomenoldgica muy sencilla (Eillert 1961, Cahn 1968, Hi
lliard 1970).

La teoria parte de 1la hipbtesis de que el sistema puede

describirse mediante una energfa libre (funcional) de la forma

F{c} - [dg [f(c) +§ K (Yc)‘?] 2)

donde el gradisnte de energfa ocasiona la necesaria tensibn su-
perficial. Se espera que laz densidad de snergia libre f pre-
sente dos minimos a temperaturas inferiores a Tc correspondien
tes a las dos fases estables (Fig. 1); suponiendo simetria alre
dedor de T = o , la teoria de Cahn y Hilliard sugiere

4 (3)

f=-%£ + [re
con X y {> positives. Por lo que respecta a la evolucibén dinfmi-
ca, la teorfa supone gue el proceso est4 completamente goberna-

do por difusibn de forma que puede escribirse la ecuacibn de

continuidad:
Qe . _g.; - ny2|{2L _ gy? o )
At - - ¢

Aguf M representa una movilidad feromenol8gica y se ha tomado
el "potencial quimico local” -8B/ 5c(r) como la fuerza que
ocasiona la interdifusifn de las especies atémicas; j = j(r,t
es la correspondiente densidad de corriente.

Introduciendo las desviaciones € (r,t) = c(z,t)-¢ , que

1la teorfia supone vequefias, y desarrollando f alrededor de ¢C,

se tiene la ecuacibn lineal
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25 2 (')2:) 2}5
2l - My — -KV . (5)
2t [ Pc/e=C ’

En el espacio de Fourier, tomando la funcibn de estructura

L J
S(k,t) proporcional a %(k,t) 5 (k,t) , se sigue

"’ﬂ;‘nﬂ = 2 R@ S (1) (8)
t

donde R(g) es el factor de amplificacibén de la fluctuacién

que viene dado por

2
R(K) = - MK [(%.) +Kk2] 7
. ¢ /e=38

con K y M definidas positivas.
Las soluciones de (6) son proporcionales a exp[2tR(g)]

donde R(X) +tiene la forma esquemética de la Fig. 2, con

=
e/ oz

=C

[ ko = E km . (8)

En definitiva, una vez enfriada la mezcla hompgénea hasta alcan
zar temperaturas inferiores a Tc , esta teorfa lineal predice
fluctuaciones en la composicibn del sistema, simétricas alrede-
dor de la composicidn media, que eventualmente conducirfn en la
"regidn spinodal" a un estado constituido por dos fases. A tra-
vés del microscopio, por ejemplo, deberfia obtservarse pronto un
precipitado de grénulos con dimensiones lineales t{picas propor
cionales a Rm =2N/ km en los que hubieée un exceso de una
de las especies atémicas. Estos grfnulos mantendrian esencial-
mente su tamafio inicial en la primera etapa del proceso (aproxi
macifn lineal) a la vez que irfan haciéndose mds puros en la es

pecie predominante. Los grénulos con dimensiones lineales t{pi-
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cas menores que ')0 =2TM/ k, se disolverf{an répidamente. La
intensidad de scattering desarrollarfz un mdximo bien definido
en k = km que crecerfa exponencialmente con el tiempo sin cam
biar su posicibn. Para k>ky la intensidad de scattering tende
rfa répidamente hacia cero con el tiempo.

Dada la claridad de sus predicciones, esta teorfa bési-
ca ha conducido a la identificacidén experimental de la descompg
sicibn spinodal en algunas aleaciones metfélicas y en otras mez-
clas, y al reconocimiento de la importancia de este proceso en
la evolucibn temporal de una mezcla después de un répido enfria
miento. Algunos estudios de dispersibn de neutrones y rayos X
(por ejemplo, Rundman and Hilliard 1967), sin embargo, pronto
indicaron ciertos desacuerdos sisteméticos con la teorfa. Por
ejemplo (Fig. 3), parecfa observarse un crecimiento de S(km,t)
menor que exponencial y muchas veces km se movia con el tiem~
po hacia los pequefios valores de k . No son de extrafar estas
discrepancias puesto que, aparte de otras limitaciones de la
teorfa, &sta supone una drédstica linealizacibn en un proceso
que ha de caracterizarse por fuertes inhomogeneidades desde los

primeros instantes.

3.3, Nucleacibdn (Lifshitz-Slyozov)

Otras teorfas centran su atencibn directamente en los
procesos cinéticos que ocasionan el crecimisnto de los nficleos
v en la forma de la distribucibn de tamafios de esos nficleos.

En este sentido, siguiendo ideas de Ostwald, Lifshitz y
Slyozov (1961) han desarrollado una teoria de la nucleacibn de
particulas dispersadas en un fluido, teorfa que ha sido aplica-
da tambidn al caso de aleaciones (Oriani 1964, Ardell 1969). En
este caso también se supone que el proceso es gobernado por di-

fusibn, llegando a determinarse la ley
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R -R2 - rt (9)

donde R es el radio medio de los nficleos en el instante ¢t ,
R, = R(t=0) y ® es proporcional a la constante de difusién y
al recfproco de la temperatura. Por otra parte, Wagner (1961)

ha determinado
T, (10)

donde ¥' es proporcional a ¥ , suponiendo un predominio en el
proceso de la tensibn superficial. Las ideas de estos autores

han sido desarrolladas recientemente (Penrose et al., 1978) a 1la
vista de los resultados de los experimentos numéricos, tal como

se comenta en la seccibn 5.3.

3.4, Estados metaestables

Hemos sefialado antés (seccibén 2) que, en ciertas condi-
ciones, resulta extraordinariamente diffcil la formacién en el
sistema de los primeros nficleos de la nueva fase. E1 tratamien-
to mis sencillo de estos estados metaestables es el de las fami

liares teorfas de campo medio: la teorfa de van der Waals y Max

well para la condensacibdn, la de Weiss para el ferromagnetismo,
la de Bragg-Williams para aleaciones, etc. Estas energfas condu
cen a una densidad de energfa libre (por particula) ques tiene
la forma no-convexa de la Fig. 1-b (a2ungue no necesariamente si
métrica). Por ejemplo, en la teorfa de van der Waals se tiene

£f=-kyT In (5-b) - (11)

oo

donde <€ representa ahora el volumen por particula, kg es la
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constante de Boltzmann, T es la temperatura, a es un pardme-
tro fenomenolédgico que representa la intensidad de las fuerzas
atractivas entre las moléculas, ¥y b es un parémetro fenomeno-
18gico que da cuenta del alcance de las fuerzas repulsivas..Pe-
ro los estados en el arco 1-2-3~4 no son verdaderos estados de
equilbrio termodinimico, y Maxwell propuso reemplazarlos por la
tangente comfin 1-4 que representan estados en los que coexisten
en equilibrio las fases vapor y sblida.

De los estados que se desechan por este procedimiento
"ad hoc", los correspondientes al arco 2-3 tienen compresibili-
dad negativa, luego se trata de los estados mecénicamente ines-
tables a los que nos hemos referido antes. Por el contrario,
los estados 1-2 (1fquido a presibn inferior a la normal) y 3-4
(vapor a presién superior a la normal) son estables frente a pe
queflas fluctuaciones, aunque grandes perturbaciones (e.g.: for-
macibn de nficleos) pueden deshacer esta estabilidad; por esta
razbn, Maxwell propuso interpretarlos como estados metaestables.

En definitiva, uno puede calcular funciones £(%) a par
tir de teorfas aproximadas, como las de campo medio, o bien a
partir de datos experimentales como hacen los metalfirgicos. Tam
bién se han desarrollado teorias més rigurosas para el célculo
de estas funciones a partir de principios microsclpicos, usando
los métodos de la Mecénica Estadfstica (Langer 1967, Newman y
Shulman 1977, Penrore y Lebowitz 1971, Cassandro y Olivieri
1977). A pesar del gran inter&s de estos desarrollos, no resuel
ven por completo nuestros problemas; por ejemplo, estas teorfas
proporcionan propiedades del equilibrio, que no son las finicas
que interesan puesto que la metaestabilidad es fundamentalmente
un fenbmeno dinémico (aunque se nos presente en la prictica co-
mo estético). De hecho, los estados metaestables debfan de apa-

recer como un subproducto en la teorfs de nucleacibn, por ejem-~
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plo como estados en los que la nucleacidn fuese extraordinaria-

mente lenta.

4, Experimentos numéricos

Aunque las teorfas consideradas hasta ahora proporcio-
nan una gran intuicidn sobre los fenbmenos de interés, se ha he
cho evidente en las secciones anteriores la necesidad de nuevos
desarrollos que aumenten nuestro conocimiento. Es clare, por
ejemplo, que esas teorfas no nos indican cufles son los proce-
sos fi{sicos microscdpicos que tienen lugar en esos fendmenos. A
este respecto podemos notar que las teorfas clésicas no permi-
ten decidir entre los dos procesos bésicos que han sido discuti
dos en la teorfa (o determinar la relativa importancia de cada
uno de ellos): los nflicleos més grandes forman grénulos mayores
por adicién de 4Atomos individuales provenientes de nficleos més
pequefios que acaban disolviéndose ("maduracibn” de Ostwald), o
bien se produce la difusibn efectiva y la coagulacibn de los ni
cleos iniciales ("coagulacién" de Smoluchowski).

Por el momento, tampoco es posible identificar los dis-
tintos procesos fisicos partiendo finicamente de los anflisis ex
perimentales en sustancias reales, como consecuencia de las di-
ficultades sefialadas en la seccibn 3.1.

' En consecuencia, nos encontramos con un ejemplo tipico
de situacibn en la que, presumiblemente, pueden obtenerse bene~
ficios notables si se realiza la simulacidn en computadoras de
(1a evolucibn temporal de) modelos sencillos. Por supuesto, los
modelos utilizados han de suponer una simplificaci6n enorme de
las caracterfsticas que presentan los materiales reales. Cree~
mos, sin embargo, que el modelo usado por nosotros (seccién 4.1)
contiene las caracteristicas ffsicas esenciales que se presen-

tan en una sustancia real enfriada repentinamente; de hecho, ob
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tenemos resultados muy similares a los experimentales. Si se a-
cepta este hecho, se sigue que cualquier teoria que pretenda des
cribir estos fenbmenos en sistemas reales ha de ser capaz tam-
bién de describir cuantitativamente el comportamiento de nues-
tro modelo. Asf, el modelo es Gitil como "test" de teorias. Y lo
que es mis importante, dada la flexibilidad del modelo, éste pue
de usarse en algunos casos para identificar los procesos fisi-
cos que tienen lugar en el fenbmeno y han de incorporarse en una
buena teoria. En las secciones posteriores, después de descri-
bir el modelo, daremos algunos ejemplos de estos dos aspectos de

de su utilidad.

4.1, Modelo de aleacibn binaria

Supongamos una red regular (clbica simple en los sucesi
vo) cada uno de cuyos nudos puede estar ocupado por un &tomo A
o bien por un &tomo B. Esta situacidn puede reflejarse introdu-
ciendo variables de ocupacibn c; = c(gi) que pueden tomar va-
lores +1(-1) segfin haya un 4tomo A(B) en la posicibén T
I; Tecorre los N=L3 nudos de la regidn cfibica (se supone

que la constante de la red es la unidad). La parte configuracio

nal de la energia del sistema viene entonces dada por
1
U= =3 ez e (zy (12)

donde la prima indica que el modelo (y, por tanto, la suma (12))
s8lo considera interacciones entre los vecinos mds prbximos (por
ejemplo, cada nudo en la red cfibica simple tiene seis vecinos
prdéximos). E1 modelo presenta asi un isomorfismo perfecto con
los familiares modelos de Ising con spin Y2 (en el que el spin
de cada nudo puede ser "positivo" o "negativo") y del gas reti-

cular (en el que cada nudo puede estar ocupado o libre de un
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ftomo o molécula). Se suponen ademfs condiciones limites perif-
dicas en (12), de forma que fAtomos en las superficies lfmites
opuestas del sistema se consideran vecinos préximos, con objeto
de minimizar los efectos superficiales. E1 caso J>0 , la si-
tuacidn considerada aquf, corresponde al acoplamiento "ferromag
nético“ en el que el estado de equilibrio del sistema a bajas
temperaturas es de segregacidn en dos fases, una rica en 4tomos

A y otra rica en ftomos B ; J<O corresponderfa a una in-
teraccibn antiferromagnética.

Un hamiltoniano basado finicamente en {12) no puede ori-
ginar una dinémica del sistema; 21 hamiltoniano total czonten-
drfa ademés términos de energfa cinética que dependerian de 1la
configuracibn del sistema, esto es, del conjunto de variables

c = {ci, 1 =100, N} , causando la evolucidn temporal de ¢.
No es 'flcil determinar los términos de energfa cinética a par-
tir de los principios bésicos de la mecénica pero, puesto que
se espera una evolucibén de ¢ mucho mis lenta que la evolucibdn
de las fluctuaciones t&rmicas de la red (vibraciones de la red,
fonones), pueden considerarse estas ftltimas como un bafio térmi-
co que provoca intercambios al azar entre 4tomos vecinos prbxi-
mos. Es decir, el bafio térmico proporciona la energfa necesaria
para que los Atomos puedan vencer las barreras de potencial lo-
calizadas en los nudos de la red. Puesto que los "efectos de me
moria" sbélo son importantes en la escals temporal para la evolu
cibn de las vibraciones de la red, pueden ignorarse por lo que
respecta a la evolucién de ¢ y describirse &sta en términos
de una ecuacibn nsestra markoviana (tfpica de un proceso aleatp
rio) para la probabilidad P(g,t) (Marro 1975, Binder et al.
1979):

a‘iv- P(g,t) = 2 [W(g’eg) P(c’t) - W(c=c”) P(c,t)] (13
c! = -
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donde se ha introducido 1la probabilidad de transicibn W(c-c’)=
= wij que establece 12 probabilidad de quz el sistema realice
una transicibn del estado g a un nuevo estado ¢” que se di-
ferencia del anterior por el intercambio de cierto ¢y con un
vecino cy - El segundo término en la derecha de (13) describe
la disminucibén en la probabilidad de la configuracibén ¢ como
consecuencia de todos los posibles procesos de intercambio; el
primer término describe las reacciones inversas, que incremen~
tan la probabilidad de observar el estado ¢ .
El estado de equilibrio del modelo es conocido (en cier
ta medida, Stanley 1971) sabiéndose que a la temperatura T tie

ne una distribucibn de probabilidad
Po(e) = exp (-U/kgD) / 2 exp (-0/kgl) (1%)

que, por tanto, ha de ser una solucibn sstacionaria de (13). Es
to se verifica automfticamente imponiendo la condicibn (suficien

te, pero no necesaria) de "balance detallado”:

W(g=>c?) P (c) = W(c"=c) P {c") . (15)
(Cuando, como en el modelo considerado aqui, todas las configu-
raciones ¢ son accesibles a partir de cualquier estado ini-
cial, se tiendea la distribucibn del equilibrio para t-»m®, in
cluso en el caso de un sistema infinito; Holley 1974). Por su~
puesto, (15) no determina unf{vocamente W , pero una eleccibn

sencilla consistente con esa condicibn es

wij = o exp (-AUiJ./kBT) / [l+exp (-AUi,j/kBT)] (186)

donde Z&U,_ es el cambio en la energfa del sistema que resulta
ij
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rfa del intercambio. Aqui A—l » que determina la unidad de tiem
Po, se supone independiente de ¢ y ¢° y de la temperatura. En
principio, { podrfa calcularse considerando el proceso de difu
8ibn (activado térmicamente) de un 4tomo A en una red de 4to-
mos B ¥y viceversa. En la préictica, cuando se compare el com-
portamiento del modelo con experimentos en sistemas reales, ha-
brd de tomarse of dependiente de la temperatura puesto que la
intensidad del bafio térmico fonbnico disminuye con la temperatu
ra; en todo caso &sto sblo supone un cambio en la escala tempo~
ral (Marro et al.1980).

El comportamiento de las magnitudes de interfs mientras
el sistema evoluciona hacia su estado de equilibrio {que s8lo

se alcanza para t->® ) se obtendrd a partir de promedios de

la forma

) = Z Blg,t) Q (&) ; a7

c

esta es, por ejemplo, la forma en que puede obtenerse una exprg
8ibn tebrica para la evolucibn de la funcibn de estructura, tal

como se hace en la seccibn 5.2.

4,2, Simulacibén numérica

En la simulacibn numérica, que ha de realizarse en una
computadora de rapidez y capacidad apropiadas (de “.:cho se ha
usado una CDC6600 y los programas principales han sido escri-
tos en Fortran FIN), se elige un sistema de tamafio N y se uti
lizan técnicas Monte Carlo (Binder 1978) para realizar explici-
tamente el proceso de Markov descrito por las ecuaciones (13) y
(16). Se comienza generando una configuracibn de partida, So s
generalmente aleatoria para simular una temperatura muy alta

(T*»m® ), y se seleccionan, también al azar, las coordenadas de
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dos nudos vecinos préximos en la red (i,j) cuyo intercambio
va a considerarse. Entonces se calcula, usando (12), el cambio
que producirfa el intercambio en la energfa del sistema, cambio
que en la prictica sélo depende de los diez nudos que rodean la
pareja (i,j) , y la probabilidad (16) tomando &« = 1 . E1 valor
de wij se compara con una fraccién aleatoria,}' , elegida ca-
da vez en el intervalo (0,1) con probabilidad uniforme. E1 in-
tercambio s8lo se realiza si wij>'$ ; en otro caso se retiene
la configuracibn de partida. Este proceso se repite un gran nfl-
mero de veces, simulando un proceso =stocdstico en el que la uni
dad natural de tiempo es el "nflmero de intentos de intercambio
por nudo de la red". (En la préctica, para ahorrar tiempo de c4l
culo, se evitan las parejas de &tomos iguales y se hace una cla
sificacibén "a priori" de los 4tomos de acuerdo con su probabili
dad de intercambio; la variable temporal se calcula entonces de
forma estocdstica y se re-escala adecuadamente, Marro 1975).
Al cabo de un nfimero adecuado de unidades de tiempo ('pa

sos Monte Carlo"), se guarda la configuracibn correspondiente
g(t) , 0 bien se calculan directamente los valores de las fun-
ciones de interés en ese estado, Q {g(t)] . El valor esperado
de una funcién cualquiera en el instante t se obtiene tomando
el promedio sobre una colectividad con el estado inicial ¢,
distribuido de acuerdo con la probabilidad P(go , 0) . Esto
quiere decir que podemos obtener (17) promediando sobre "muchas”
evoluciones independientes de nuestro modelo. Esperamos, sin em
bargo, que en el caso de funciones "extensivas" (como la ener-
gla y una funcibn de estructura "suavizada") el nfimero de evolu
ciones independientes ha de disminuir al aumentar el tamafio del
sistema (cada evolucibn de un sistema macroscépico, "infinito",
debia de producir resultados t{picos). La eleccibn del tamafio

N en las simulaciones supone un compromiso entre el desco de
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hacer el sistema tan grande como sea posible, de modo que imite
un sistema macroscépico, el de reducir el nfimero de evoluciones
independientes necesarias y el de mantener el tiempo de cilculo
dentro de limites aceptables. Los resultados obtenidos por nosg
tros se refieren a N = 27000 , en cuyo caso corresponden a un
promedio de ocho evoluciomes independientes, y N = 125000 , que
corresponden a un promedio de una, dos o tres evoluciones inde-
pendientes, segfin los casos.

Las condiciones limites peribdicas evitan los problemas
debidos a "superficies libres" , como antes se indic§, pero, por
supuesto, no eliminan posibles efectos de tamafio finito en los
resultados. Pueden obtenerse estimaciones muy aceptables para
las propiedades del equilibrio de sistemas infinitos realizando
simulaciones Monte Carlo en sistemas finitos con valores de N
como los mencionados, si se exceptua una pequefia regibn = (2%)
alrededor de T, (Birder 1972, Marro 1975). (En la prictica, la
vecindad de Tc es también diffcilmente accesible como conse~
cuencia del caracterfstico "retardamiento critico" que implica~
ria el consumo de grandes cantidades de tiempo real de cilculo).
Pero al estudiar la dinfmica de una separacibn de fases hay que
tener en cuenta que pueden aparecer problemas de tamafio finito
inclugo lejos de Tc . Por ejemplo, el estado final es de equi-
librio entre dos fases dg manera que se tendrd una contribucibn
proveniente de la separacifn entre &stas, contribucibn que es de
la forma YN‘Vd con d la dimensibn del sistema y Y un coefi-
ciente que puede ser grande (Rao et al. 1976).

El tamafio finito del sistema también afecta la preci-
s5ibn estadi{sticaz; por ejemplo, como consecuencia de que las fluc
tuaciones estadisticas en la energfa del sistemas tiemen un or-
y2

den de magnitud relativo . Ademfs, la ccenfiguracién de par

tida 38 puede no ser tipice de la temperatura T’. En los ca-



24

sos estudiados se ha determinado que la precisibn relativa me-
dia es mejor del 1% en el caso de la energfa y del 20% en el de
la funcibn de estructura.

Una de las magnitudes de interfs en el problema es la
funcibn de estructura, transformada Fourier de la funcibn de co
rrelacién G(z,t) , dada su proporcionalidad con la intensidad
difundida en un experimento de scattering y la cantidad de in--
formacibn que puede obtenerse a partir de ella (secciém 3.1).

Se define en el modelo

G(z,t) =L Z [0(£i,t) c(r;+r,t) - Ea] , (18)
om
donde T Y r; Tecorren los 'N nudos de la red y se tiene
T = 2¢-1 con ¢ la fraccibn de 4tomos A en el sistema. En
consecuencia, para obtener la fincibn de estructura S(g,t) a

partir de (17), hemos de tomar allf

Q) = 2 exp(ik.r) 6(z,t) (19)

by

donde k recorre la primera zona de Brillouin. En la préctica
es k= (2mW/L)M donde M= (M, ko, u,) con My =

= 0,1y0004I-1 (% = x,7,2). Notemos de pasada que el tamafio fi-
nito del sistema es también causa de que sblo puedan calcularse
valores discretos de S(k,t) . De acuerdo con nuestra definicibn

tenemos la "regla de suma"
w3 s, - (1) (20)
k
y se ha tomado

8(k = o,t) =0 , S(k #0,0) =1 (21)
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con objeto de comparar entre s{ més apropiadamente los casos de
distintas densidades ¢ - Se consigue un tratamiento m4s senci
1llo de los resultados, y se mejora la precisidn estadfstica,

trabajando con "promedios" circulares de S(k,t) definidos
A N
s(k,t) = Z S(k,t) /Zl sy k=(@n/MH (22)

donde las sumas se refieren a cortezas esf8ricas tales que
M & (z/2m) ] gl(}l +1 , M =0,1,2,... En los clculos se han to-
mado como valores méximos/i= 10 (L=30) y/( = 14(L=50) ; cada
corteza contiene 1,6,13,19,39,55,72,91,114,169,178,210,253,
306,346,.... valores diferentes de k respectivamente. Los re-~
sultados que se presentan mis adelante se refieren a esta fun~
cibn (22) que en ocasiones es necesario todavia normalizar ade-
cuadamente (Marro et al. 1979,1980) si se quiere relacionar con
estudios experimentales o tebricos.

La energfa del sistema, tal como viene definide en (12)
y las caracteri{sticas de su.evoluci6n temporal hacia el valor
del equilibrio presentan un evidente interfs tebrico. Sin embar
go, no existen mediciones experimentales directas de esta magni
tud en sistemas reales y omitiremos aqui su anilisis(puede ver-
ge Marro et al. 1975 y Sur et al. 1977). Por el contrario, mu-
chos experimentos reales consisten en una observacibn directa
mediante microscopf{a electrfnica de los nficleos o grinulos de
la nueva fase que se desarrollen en el sistema, incluyendo medi
ciones de la distribucién de sus tamafios, etc. Con objeto de po
der contactar con estos experimentos y con las teorfas sobre el
crecimiento de estos grénulos, y con objeto de llegar a enten~
der los procesos ffsicos bésicos que se desarrollan en estos fg
némenos (seccién 5), es conveniente introducir en el modelo 1la

definicibn de un "zrupo" de 4tomos ("cluster"), Llamaremos grupo
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(¢,%x) 2 un conjunto de & &tomos A , cada uno de los cuales
tiene al menos un dtomo 4 como vecino préximo y &ste tambisn
pertenece al grupo; & se refiere simbblicamente a otras propig
dades del grupo (energfa superficial, etc.). Pueden definirse
entonces magnitudes como la concentracibn de grupos con tamaiio

L,

- - o
R(e) = NTD N (e, (23)
<
q
donde Nl (t) es el nlmero total de grupos (I,X) en el sistema

en =21 instante t , el tamafio medio

ey = 2 0s, |2 ﬁ'a(t)]' - (1)
>t >t

donde [c es una separacién entre grupos "pequefios” y "grandes”

(que suele elegirse arbitrariamente, pero podria hacerse coinci

dir con 21 1limite de resolucibdn en un experimento de microsco-

pfa electrbnica), etc. Parece entonces razonable identificar los

grupos "grandes" con los grinulos de la teorfa de nucleacibdn

(Sur et al. 1977, Penrose et al. 1978).

4,3, Algunos resultados y comparacidn con experimentos reales

Vamos a describir ahora algunos de los resultados més
representativos que se han obtenido recientemente en las simula
ciones numéricas descritas en las secciones anteriores, tratan-
do de relacionarlos con resultados obtenidos en experimentos rea
lizados por otros autores sobre materiales reales. En la seccibn
5 se describe la forma en que estos resulados han contribuido
al desarrollo de teorfas para los fenSmenos involucrados.

Se han realizado "experimentos" numéricos correspondien

tes a enfriamientos simulados del sistema hasta alcanzar distin
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tas temperaturas finales : T = 0.6 Tc, 0.7 Tc , 0.8 Tc Yy
0.9’1‘c . En alguna ocasibn la temperatura final era superior a
Tc (T = 1.1Tc, 1.5Tc) pero en estos casos no hay separacibn de
fases (el estado de equilibrio es de una sola fase) y no nos re
feriremos a ellos (Marro 19795). Se han considerado también sis-~
temas con distintas composiciones relativas: ? = 0.5 (50% de
ftomos A), 0.2, 0.1, 0.075, 0.05, 0.035, 0.02 y 0.C146, En to-
dos los casos a que nos referimos es T'= w, y cada uno de los
experimentos corresponde a valores dsdos de la temreratura y la
densidad, T,? ), que vienen representados por un punto (estado
inicial de la evolucibn dirfmica) en el diagrama de la Fig. la.
Las Figs. 4 y 5 presentan la evolucibn temporzl de
S(k,t) en un ceso ti{pico. En la Fig. 4, en la que se presenta
la evolucibn de S(k,t) con el tiempo (para distintos valores
de k ) durante los primeros instantes del fendmeno de separa-
cibn de fases, no se aprecia evidencia alguna del crecimiento
exponencial que predice 1la teorfa clisica de Cahn-Hilliard
(véase seccibn 3.2). Por el contrario, el crecimien-
to de S resulta ser menor que lineal para cualquier pareja de
valores (T 59 ). S8lo las versiones més recientes de la teorisa
para S(k,t) (secciones 5.2 y 5.3), fuertemente influenciadas
por las observaciones "experimentales" que aquf describimos, llg
gan & ser consistentes con éstas. Tampoco se presenta crecimien
to exponencial en la mayorfa de las observaciones que se refie-
ren a aleaciones reales (e.g. Wong and Knobler 1977). Sin embar
go una simulacibn numérica de la descompisicidn spinodal en un
fluido Lennard-Jones (Mruzik et al. 1978) ha mostrado ur creci-
miento exponencial de S(k,t) durante los primeros instantes de
la evolucibn. E1l mismo resultzdo parece haberse ottenido er al-
guna observacidn aislada referida a mezclas lfquidas, circuns-

tancia que indica el interés que tendrfa la reslizacibdn de nue-
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vas experienciss para tratar de determinar la influencia de los
potenciales intermoleculares y de la estructura del material en
el fenbmeno.

Se observa también en la Fig. 4 que las curvas alcanzan
un méximo para luego decrecer con el tiempo, ccmportamiento que
todavia es mis pronunciado si se consideran las etapas més tar-
dfas del proceso. Puede entenderse este comportamiento teniendo
en cuenta (Fig. 5) que el méximo de S(k,t) , en funcibn de k,
se mueve hacia los valores pequefios e k% cuando transcurre el
tiempo, un hecho que también estd en contradiccibén con las teo-
r{as convencionales, A este respecto es notable la gran simili-
tud que existe entre la Fig. 5, obtenida en una simulacién numg
rica, y la Fig. 3, obtenida en un experimento de scattering so-
bre una muestra de Af-Zn; veremos enseguida que esta similitud
va més alls de la simple observacibn.

Todas estas observaciones se repiten précticamente a
otras temperaturas y densidades (e.g. Marro et al. 1975, Sur et
al, 1977). La finica diferencia cualitativa consiste en que al
disminuir el valor de © o aumentar el valor de T , de forma
que el estado inicial (T,g) caiga en las proximidades de 1la
curva de coexistencia, se observa que S(k,t) en funcién de +
no decrece con el tiempo una vez que ha alcanzado su méximo. Es
to se traduce (Fig. €) en que S(k,t) en funcibén de k tiende
a presentar una envoltura comlin a todas 'cs curvas, un hecho que
(segfin algunas teorfas) podrfa ser indicativo-de que el estado
(T,g ) es metaestable o cuasi-metaestable. El anflisis de esta
envoltura comfin muestra que la "cola" de S(k,t) puede repre-
sentarse aproximadamente mediante una funcién de Ornstein-Zerni

ke:

Sk, t) ~ o (k% + ex)7L k> (8) (25)
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TEMPERATURE= .88 T, '

30X30x30. C

.80 9.30 19.80 29.70 39.60 49,50

TIME

Fig, 4 . Evoulcibn temporal inicial de S(k,t)
en runcibn del tiempo para distintos valores

de k en el caso de un modelo 30x30x30 con

¢ = 0.5 (50% de &tomos A ) enfriado a la tem
peratura T = 0.59 T, . Al final de cada 1{nea
se muestra el correspondiente valor de/&=30k/2ﬂ.
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donde ¢, ¥ ¢, son pricticamente independientes del tiempo 7
km(t) representa la posicibn del mfximo de S(k,t) en el ins
tante t .

Para obtener una caracterizacibém cuantitativa de la evo
lucibn temporal de S(k,t) , hemos analizasdo el comportamiento

con el tiempo del momento

-1

L= Z k . S(Ck,t) Z S(k,t) (26)
K K

k

donde las sumas estédn extendidas a todos los valores de k gue
podemos medir en la simulacibén (esto es, k = (2T1/IL) M donde
)A = 1,2,...,14, generalmente). Suponemos entonces un comporta
miento asintético de la forma (seccibn 5.1)

"

I a
k~t, sy s sk XE), D~ (27)

donde k;l(t) representa el valor (discreto) de k para el
que S(k,t) es mfximo en el instante + . Los valores més ca-
racter{sticos de a’ (para diferentes T y L1 ) se encuentran
en el rango 0.19-0.35, los mayores valores corresponden a los
puntos més préximos a la curva de coexistencia, y aj’=~0.7-1.2.
(Hay que notar, sin embargo, que la hip8tesis Sma-ta", al con
trario que la otra en (27), no parece muy afortunada a pesar de
poder justificarse tebri:amente; seccibn 5.1.). De acuerdo con
estos valores, parece ser que los rdpidos (a’= ¥3) mecanismos
de evaporacibn y condensacibén de grénulos que involucran la teo
r{a de Lifshitz~Slyozov y similares (secciones 3.3 y 5.3) son
predominantes en las proximidades de 1la curva de coexistencia
(con tal de que no lleguemos hasta un posible estado metaesta-
ble, i.e. ? 2 0.05 como veremos luego) mientras que rsrs mayo-

res densidades, ?25 0.2 , son relevantzs los zecanisnos nfs len
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tos (a’= ¥6) de difusibén de grénulos y acomodacién de sus su-
perficies (seccibén 5.1.). Estudiando la dependencia con el tiem
po de a’ y a’’ (y 1la de la energfa) parece poder concluirse
también (Binder et al. 1979) que inicialmente predomina el meca
nismo propuesto por Binder y Stauffer, a’= Y6 , para con el tiem
po acabar predominando el de Lifshitz-Slyozov, a’= ¥3 . Los va-
lores anteriores también coinciden aceptablemente con un modelo
proruesto recientemente por Binder y $tros (1978).

Con objeto de hacer comparaciones con experimentos rea-
les es necesario establecer alguna relacibrn (al menoé aproxima-
da) entre las unidades de nuestro modzlo y las correspondientes
en sistemas reales. En &ste ltimo caso. la energia necesaria
para el intercambio de &tomos, que ocurren principalmente a tra
vés de vacantes, la proporciona el sistema de fonones. Esto ha-
ce que « en (16) dependa fuertemente de la temperatura, por
ejemplo & = )% exp(- ¢/kBT) donde &g es una frecuencia b4si
cay ¢ la barrera de potencial que tienen que vencer los étomés
(que suponemos independiente de la configuracién del sistema).
Por ctra parte, la expresién (16) para la probabilidad muestra
que cuando el intercambio no produce cambio en la energfa del
sistema (ZXUij = 0) 1la frecuencia de saltos serd Y2 X(T) , lue
g0 Q'l(T) = 602/ 12 DO(T) donde a, es el espaciado de la
red y DO(T) es la constante de difusibn, a la temperatura T,
de un 4tomo A en un cristal de 4tomos B . El espaciado de la
red, &, , es nuestra unidad de longitud (i.e., k = ZTy&/ L ao)
que podemos tomar (Marro 1975) a, = 3 X . Es interesante notar
entonces que en el experimento de Rundman y Hilliard (1967) en
Fig. 3 se +tiene ax0.2 ya’’a 0.7 , muy prbximos a
los valores encontrados en la simulacibn numérica. Otros valo-
res caracter{sticos de la aleacién Afl-Zn son Tc = 351.5° ¢

£ 0,39 v P = 1.3eV (Gerold 1967, Guyot 1979). Se tiene en
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tonces que & -1(T) varia desde el valor 1073 segundos a2 T =

= 0.8 Tc hasta 50 segundos a T = 0.6 Tc . Multiplicando es-
tos valores por el nfimero méximo de pasos Monte Carlo que se
realizaron en nuestros "experimentos" numéricos, resulta que és
tos son equivalentes a experimentos reales en los que se siguie
se la evolucibn del sistema hasta un méximo de algunas horas,
luego nos encontramos en el régimen temporal adecuado para com-
paraciones. En consecuencia, resulta confortable el comprobar
(Marro et al. 1980) que la mayorfa de las observaciones que se
refieren a la mezcla Al-Zn conducen a valores en los rangos
0.1<a’< 0.3, 0.8<a’’¢ 3 , que son consistentes con los valg
res obtenidos por nosotros. Por supuesto, estas coincidencias
parecen reforzar la validez del modelo propuesto en las seccio-
nes 4.1 y 4.2.

ILa literatura especializada presenta también algunos des
acuerdos entre experimentos reales y numéricos. Parece sin em-
bargo que estos desacuerdos pueden ser explicados satisfactoria
mente (Marro et al. 1980) si se tienen en cuenta los hechos si-

'

guientes: (a) Los exponentes a’° y a”’ no son independientes del
tiempo, ¥ & es muy sensible a la temperatura de forma que es
posible que un experimento numérico dado no corresponda al mis-
mo intervalo temporal que el experimento real con el que Quiera
compararse. (b) El enfrismiento del sistems nunca es repentino
en el caso de un experimento real, y la rapidez del proceso de
enfriamiento parece afectar seriamente la evolucibn posterior.
(¢) En un experimento real pueden presentarse un buen nfimero de
procesos competitivos que oscurezcan la descomposicibn spinodal.
Se ha estudiado también el comportamiento de los grupos
de &tomos A durante la relajacibén del sistema. Este estudio
sblo tiene sentido en el caso de bajas densidades pues en otro

caso se presentan problemas de "percolacidn" que aquif no vamos
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3 considerar puesto que no parecen tener relevancia directa en
el caso de las aleaciones de interfs (puede verse Sur et al.
1976). Es intersante notar, sin embargo, que estos fenbmenos de
"percolacibn" (que fueron observados, por ejemplo, para §= 0.2
7 0.5) no parecen afectar, al menos esencialmente, el comporta-
miento temporal de S(k,t), U(t), etc.

Una vez enfriado, el sistema evoluciona con bastante ra
pidez a un estado en el qus casi todos los A4tomos A pertens-
cen 2 unos pocos grupos de "gran" tamafio., La Fig. 7 presenta una
secuencia de configuraciones del sistema en un caso tipico, mien
tras que 1la Fig. 8 es una secuencia de histogramas gque nos dan
idea acerca de la forma de la distribucibn de tamafios de los gru
pos en otro caso caracterfstico. Las propiedades de estas dis-
tribuciones nl(t) han sido estudiadas con detalle, pero este
aspécto serd considerado en la seccibn 5.3. S6lo mencionamos ahg
ra que el tamafio medio definido en (24) se comporta linealmente

en el tiempo con gran aproximacidn,

Lo = a, + t/z (27)
en las etapas tardfas del proceso (tipicamente +t 3 1000) en tan
to en cuanto no se presenten fenbmenos de "percolacibn". Este
comportamiento esté de acuerdo con.las teorfas tipo Lifshitz-
Slyozov y, aproximadamente, con algunos experimentos reales
(e.g. Laslaz and Guyot 1977). El parémetro a, en (27) var{a en
el rango 7-22 para diferentes densidades a2 T = 0,59 Tc , mien-
tras que los tiempos de relajacibn - pueden aproximarse por la
férmula
)-1.67

T x 0.255 (p- ¢4 » T=0.59 T, (28)
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Fi%. 7. Sucesibn de configuraciones correspondientes

a distintos instantes en la evolucién de un modelo
30x%0x30 en el caso T = 0.59 T¢c y ¢ = 0.20. Cada uno
de los gri&ficos presenta la distribucién de grupos en
ese ingtante y el estado configuracional de cuatro sec
ciones equidistantes en el sistema. En cada una de es
tas secciones se han utilizado cuatro simbolos: ® de-
nota un 4tomo A "interior" (rodeado por &tomos A co
mo vecinos préximos), # denota un &tomo A exterior,

7/ denota un 4tomo B interior y la ausencia de simbolo
denota un 4tomo B exterior. El gréfico (a) corresponde
a t=0, esto es, se trata de la configuracién aleatoria
(T’= ® ) inicial., Los grificos (b) y (c) corresponden
respectivamente a t = 250 y t = 3897 . Se observa cb-
mo con el transcurso del tiempo los grupos de &tomos

A van hacibndose mayores y mis compactos (la forma-
cibén del grupo de %618 particulas en (b) es atipica y
accidental, separédndose. inmediatamente en varios gru-
pos de unas 500 particulas). En cada gréfico se mues~
tra también el nlmero de intercambios entre 4tomos que
se habfan realizado hasta ese momento (N) y la energia
total del sistema (U) medida como el nfmero total de
ligaduras A-B dividido por el de nudos en la red
(27000) .
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Fig. 8 . Histogramas correspondientes a la evolu-~
ci%n Temporal de la distribucién de grupos, m,
(en los gréficos "CL"), en funcibn del tamafio en
el caso de un sistema 50x50x50 con = 0,075 en-
friado a la temperatura T = 0.59 T¢’'. El1 gr&fico
(a) corresponde 2 t = 86 , (b) es para t = 1780
y (¢) para t = 5410 .
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donde ?S = 0.0146 representa la densidad en la misma curva de
coexistencia. |

Se ha escrito la ecuacibn (28) en el supuesto de que no
existiese un 1l{mite de metaestabilidad en el modelo, hipbtesis
que hoy dia no estd confirmada. Por otra parte, no resulta f4-
¢il dar una explicacibn tebrica al exponente 1.67 en (28) que se
sigue de nuestros datos. Por el contrario, es posibie Justificar
usando sencillos argumentos (Marro et al. 1980) una dependencia
del tipo'tw(?-f5'2/3 ; el mejor acuerdo entre esta ecuacibn
y nuestros valores “experimentales” de C(g) se obtiene enton-

ces para
g' = 0.038 & 0.007 , T =0.59 T, (29)

que, en consecuencia, podrfa interpretarse como el 1fmite de me
taestabilidad (o curva "spinodal") de nuestro modelo a esa tem-
peratura, Es interesante notar que el valor (29), cuya obteﬁcién
estd muy lejos de ser rigurosa ni definitva, es consistente con
otros estudios independientes del lfmite de metaestabilidad ba-
sados en el andlisis de la evolucibn temporal de la funcién de
estructura y de 1la distribucidn de nficleos (Marro et al. 1975,
1979, 1980, Penrose et al. 1973, etc. ; véase seccibn 5.3). En
todo caso el valor (29) hay que tomarlo indicativo puesto que la
transicibn entre estados inestables y metaestables parece reali
zarse de forma muy gradual y nunca se ha detectado una transi-
cién abrupta como la que predicen las teorfas clésicas o la fér
mula TX(§- f')—z/a.

Al comparar nuestros resultados con experimentos y estu
dios tedricos hemos de recordar que estos filtimos se refieren a
sistemas de tamafio macroscépico (N—>m® ) de forma que k se

transforma en una variable contfnua y S(k,t) en una funcibn
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contfnua de k . En este limite la suma en (20) se transforma
en la integral

’

X
(2m?)"1 K% Sy(k,t) dk = 1 -2

(30)
° (w3 nK D= @m?

donde SM(k,t) es la funcibn de estructura "macroscbpica" con

promedio circular. Esta es la funcién sobre la que querfamos ob

tener informacibn a partir de las simulaciones numéricas, y la

razbn por la que se han calculado los momentos

k (t) = :ﬁ;f k™ S(k,t) :g%% S(x,t) , n=1,2. (31)
= -
con M. = 10(1=30) o bien /&f = 14(L=50). Se observa entonces
(Marro et al. 1979, 1980) que el cociente ka/kf es esencial-
mente independiente de t , lo que sugiere que nuestra S(k,t)
con argumento discreto k podria estar relacionada con una "fun

cibn de escala" de forma que
S5(k,t) = b(t) F(x/E(t) ) (32)

donde F(x) es una funcién contfnua que describe la SM(k,t) ma
croscbépica. En consecuencia, si la funcibn SM ha de tener pro
piedades de escala, ha de tenerse SM(k,t) = K'B(t) P(k/K(t) ).
Nbtese que se llega 2 una expresibn similar, SM(k,t)=R3§(k R),
suponiendo que el difmetro R de los grénulos es la finica lon-
gitud de escala en el problema (e.g. Furukawa 1979). En estcs

supuestos, podemos calcular la funcibédn F(x) a partir de la si
mulacibén numérica, y comprobar la hipbtesis de escala (32), defi

niendo una funcibn de dos variables

P(/k, (8)38) = kP (£)S(k t///:Z; K250k, )2 k7 (D30,8) , (33)
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y comprobando si F(x;t) = F(x) , independiente de t . Como
muestra la Fig. 9 en un caso t{pico, este parece ser el caso si
se excluyen los datos correspondientes a la evolucibdn mis tem-
prana (e.g. t <1000 en un experimento que se realizd hasta t=
= 7000), al menos para fia 0.05 3y T < Tc (Marro et al.1980).
Hasta el momento no ha podido comprobarse si esta propiedad se
presenta también en materiales reales, pero es clara la impor-

tancia que presenta su anflisis experimental y tebrico.

5. Teorfas semifenomenoldgicas

Los experimentos numéricos descritos en las secciones
anteriores han impulsado una serie de desarrollos tebricos "se-
mifenomenolbgicos" (que incorporan la informacifn obtenida en
esas simulaciones) que han supuesto también un claro avance en
la interpretacibdn de los experimentos sobre sustancias reales

¥y en nuestro conocimiento de los procesos involucrados.

5.1. Desarrollos de Binder y Stauffer

El trabajo de Binder y Stauffer (1974), que supone el
proceso ffsico gobernado por la difusifn de grandes grénulos ri
cos en una de las especies (i.e., "grupos" de &tomos A )condu-
ce a predicciones muy definidas acerca de los parémetros més ca
racter{sticos del fenSbmeno.

Sea un "grupo" en el sistema con volumen Vp que, a ba
jas temepraturas, serd proporcional al "tamafio" ! . De acuerdo
con la cinética del modelo (seccibn 4.1) se verificarén inter-
cambios aleatorios entre partfculas A de la superficie del
grupo y partfculas B de los alrededores. Si el grupo es sufi-
cientemente compacto, la frecuencia de estos intercambios puede
VE/B

tomarse proporcional a y suponer que dos intercambios de

signo opuesto moverfin el centro de masas del grupo en una canti



20.000

.591

1000.
3593.

ou

Il :
T +

25‘.5‘. »
B 434,001

3.50 4.00

3.00

v

ag'me naé'qtz_rtvsanu giwse 1 8- 19
2.50

2.00

-

K/K1

0e* 91 1% 31
1M/ )4

Fig. . Gréfico (generado con la computadora)
de Ia funcién F xg (eje vertical) en funcibn

de s k/k1 en el caso de un sistema 30x30x30
con ? = 0.20 enfriado a = 0.59 T¢ . Cada

uno de los nfimeros (entre O y 9) corresponde a
un valor distinto de t , todos ellos en el ran
go 1000$t$3593 . En consecuencia, la figura™
nos proporciona la forma de lz funcibén F xg;u

independiente del tiempo en el rango 1ndlcado.



45

dad proporcional a VVL . Esto sugiere una difusibn aleatoria,
con un coeficiente de la forma D, A—(VVL)Z . W?/B V[u/B,
durante la cual el grupo puede crecer por absorcibn de otros
grupos. Puede suponerse entonces que un grupo que recorra la dis
tancia media entre grupos (~ VLV3 ) en el tiempo At crece-
ré AV, ~7V, , de manera que VL2/3~ DAt ¥ (dVL/ dt) ~
v, b, v2/3 ~ v~1 . Asi, el volumen crece
L "Lt L
2
v~ g2, rxT, . (34)

Razonamientos dimensionales similares conducen con facili
dad (Binder y Stauffer 1974, Marro 1975) a predicciones acerca
del comportamiento de la energfa del sistema en tres circunstan

cias diferenciadas (T<< Tc s T 2T T >Tc) ¥, lo que es ois

¢ 9
importante aquf, acerca de la evolucibn temporal de la funcibn
de estructura si se hacen hipbtesis acerca de la forma general
de esta funcibn. As{ se obtiene que, designando por kéd‘(t) la
longitud media caracteristica de los clusters (presumiblemente

km(t) designar{a entonces la posicibn del méximo de S(k,t),

se tiene
Sy (8) , B~k ()72, T<T,

(35)
km(t)~t'a ,a'=v6 , T&LT,

5.2. Anflisis de Langer y colaboradores

El trabajo de Langer y colaboradores (Langer 1973 , Lan
gar et al. 1975), que también estd basado en buena medida en los
resultados de los experimentos numéricos, supone una generaliza

cibn y hace riguroso el descrito en la seccibn 3.2. Descansa
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también en una energfa libre funcional de la forma (2), pero
constituye una formulacién mucho m&s elaborada del fendmeno ba-~
sada en la importancia de las fluctuaciones térmicas y de los
efectos no-lineales. Las fluctuaciones se tienen en cuenta supo
niendo que los movimientos atémicos son consecuencia de la in-
teraccibn con el sistema de fonones (vibraciones de la red) del
material, en el mismo sentido que el modelo ds los experimentos
numéricos.

EZn definitiva, se supone que el sistema evoluciona de
acuerdo con una ecuacibdn maestra de la forma (13). Definiendo
la distribucién funcional g{c} en el espacio de funciones

¢ (r) donde r se refiere a una pequefla regibn en el sistema,

la teorfa transforma aquella ecuacidn maestra en el 1fmite con-

tf{nuo a
;f{d ) 2 [%F Sf
= . . - o o 4 1 T 43
ot ‘Sdg dc v dc g B Je ()

Por contraccibn de esta ecuacibn, se puede llegar a una expre-

sibén de la forma
2%&1 = - oM [K °S(k,t) + _Q(k,t)-kBT] . (37)
t
usando la misma notacibdn que en la seccibn 3.2, con

® n
ﬂ(k,t) = Z —_1_' (Q_f) Sn(kyt) ’ (38)
Cc

) {n-1)! 2t

donde Sn representa la transformada de Fourier de una funcibn
de correlacién de orden =n , S, = s(k,t).

La ecuacién (37) no es cerrada, de manera que es necesa
rio introducir aproximaciones en ella si qulere utilizarse en

un célculo concreto. De hecho, diferentes aproximaciones acerca
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de 12 funcibn (1 conducen a las distintas teorias conocidas. Por
ejemplo, si se toma {) = [’?2f(6)/’362] S(kx,t) se obtiene 1a
ecuacidn de Cook (1970) que tiene esencialmente el mismo compor
tamiento que la ecuacién lineal de Cahn y Hilliard. Langer et
al. (1975) toman en sus cdlculos L1 = A(t) S(k,t) , donde A(%t)
depende de f(c) y de S(k,t) en una forma fuertemente no li-
neal (pero es independiente de k), obteniendo un sorprendente
primer acuerdo con los Tresultados de algunos experimentos numé-

ricos en el caso de un 50% de 4tomos A (Marro et al. 1975).

5.3. Hacia una teorfa cindtica

Recientemente se ha venido comprobando gque el acuerdo
entre el anflisis de Langer et al. (1975) y los experimentos nu
méricos y reales no es tan afortunado en el caso de otras compo
siciones (distintas del 50%) que tienen mAs interés préctico.
Adem8s ese anflisis involucra célculos aproximados cuya naturale
za no es ficilmente comprensible. En todo caso, 1la teoria de
Langer y colaboradores estd siendo sujeta a generalizaciones y
mejoras que se muestran muy prometédoras (Kawasaki et al. 1978,
Furukawa 1979, Langer and Schwartz 1980, Marro et al. 1980, etc.)

Otros desarrollos (Binder 1977, Penrose et al. 1978, Ma
rro et al. 1980, Buhagiar and Penrose 1980) derivan de las teo-
rias de nucleacidn comentadas en la seccién 3.3 y tratan de plas
mar cuantitativamente las ideas cualitativas de la seccibn 2.
En definitiva, se sigue el m8todo de Becker y Ddring (1935) que
consiste en aplicar teorfes cinBtica al sistema considerado como
una mezcla de grénulos de Atomos A con diferentes tamaflos. Tra
tamos ahora de describir répidamente estos desarrollos que pue~
den encontrarse con mds detalle en las referencias citadas arri
ba.

Lebowitz y Penrose (1977) han encontrado limites supe-
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rior e inferior rigurosos para la distribucibén del equilibrio
de grénulos o grupos de &tomos A , n, , en el caso de peque-
fias "fugacidades” 2z (i.e., pequeilas densidades de 4tomos A ).

Estos 1l{mites son consistentes con la expresibn
n, A Qt z , {=1,2,.... (39

donde Q! es la "funcibn de particibn" correspondiente a los

grupos de tamafio L , definida

Q, = limite > exp [-E(X)/k5T ] (40)
Lowm® L8

donde E (X) es la energfa del grupo ® , y la suma esté exten-

dida a todos los grupos « de tamafio ! . Esta funcibn puede cal

cularse para pequefios valores de L ¥, por ejemplo, se tiene en

nuestro modelo en el caso T = 0.6 Tc ¥ f = 0.075:
Q,/Q,,, = 0.01053 [1 + 2.8415 (1-2)‘V3] , 3409 (81)

con gran exactitud, férmula que proporciona un método para ex-~
trapolar QL para valores L>10 que son los que m&s interesan
en el estudio de la nucleacibén y la metaestabilidad.

Al estudiar la dinémica de esos grupos puede comenzarse
haciendo la hipbtesis (satisfactoria en la etapa de nucleacibn;
c.f. seccibn 2) de que los finicos procesos gue cambian su tama-
flo son la absorcibn y emisibn de monbmeros (l=1) por grupos de

tamafio arbitrario. Esto es,

—= - I, -3, (=) (42)

donde J representa la rapidez neta con que un grupc de tamaiio
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L se convierte en otro de tamafio l+1. No es 4{ficil conven-

cerse entonces (Penrose et al. 1973) de las relaciones

JL =a, n,n - By,1 Dpel (tz1) (43)
®
n, = ? - L:E; !l nL . (4s)

Estas f8rmulas permiten calcular magnitudss tales como la rapi-
dez de nucleacién si se dispone de expresiones para los coefi-
cientes al v bQ+1 . Por "balance detallado” 7y usando (39)
se tiene inmediatamente b’.+1 = aLQ!/Q‘+1 s ¥ los coeficientes
a) pueden obtenerse considerando la cinética de la interaccibn
entré un grupe ! y un mondmero. Pussto qus, para valores sufi-
cientemente grandes de L (los m&s importantes em nucleaciém),
parece (Rao et al. 1976) que el proceso es controlado por difu-
sibn, no es diffcil llegar a una expresibm a) &.0.65(1.-2)1/3 ,
como se hace en Penrose et al., 1978, apéndice A .

Las estimaciones del orden de magnitud de la rapidez de
nucleacibn usando las ecuaciones anteriores resultan estar de
acuerdo con los experimentos numdricos (seccibn 4.3.). Por ejem
plo, se tiene de (42)-(44), para T = 0,59 T, » que los estados
con g < 0.035 parecen ser metaestables mientras que paraf>0.05
es dudoso que lo sean., Estas estimaciones concuerdan con el va-
lor 729) sugerido para el l{mite de metaestabilidad y contras-
tan con el valor g': 0.223 de las teorfas del campo medio y con
el valor f = 0.174 que sugieren otros anilisis (véase, por
ejemplo, Fig. 1 de Sur et al. 1977).

A partir de la formacibn de los primeros nficleos, y has
ta que &stos llegan a formar grénulos observables, puede supo-
nerse que el proceso 2s controlado por transporte, principalmen

te de materia, que se realiza por difusiba (seccibn 2). Escri-
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biendo (43) en la forma

J, = vym, + 47 D RLZL(nL -n

b 1) o (45)

donde z) = Qt/ Ql+1 ¥y v, = 4"DRL(H1'Z¢) , con D el coe-
ficiente de difusibn para los monbmeros y R, el radio de un
grupo L (supuesto esférico), puede interpretarse el término'% o,
como la rapidez media de crecimiento de los grupos de tamafio (.
El fltimo t&rminc en (45) representarfia entonces las fluctuacig
nes alrededor ds este valor medio, fluctuaciones que pueden des
preciarse para l grande; se tiene asi Jpxv,n, (n;-z,). Usan
do (#1), y definiendo L* como el tamafio de un grupo que se en-

cuentra en equilibrio con una concentracibn n,- de mondmeros,

n;x oz [1 + —:;tVeB—I , A (46)

donde zg es la concentracibn de monbmeros en el "vapor" satu-
rado, se tiene que la rapidez de crecimiento de un grupo de ta-
mafio { viene dada en promedio por
v3
v;——L-=A L -1 (€%))

~
[y
ot
~~

3

donde A es una constante.

Tal como esperidbamos (seccidn 2) (47) predice gue los
grénulos con tamafio superior 2 cierto tamafio critico e* tende-
rén a crecer, mientras que aquéllos con | < E* se contraerén y,
eventualmente, desaparecerfn. Justamente despuds de la etapa d=
nucleacidn es 0> tr de manera que el grédnulo crece. Pero este
crecimiento se hace a expensas de los monbmeros, luego n, dis
minuird y, por tanto (ecuacibn (46)), L* aumentari. En consecuen

cia, un grinulo estid siempre expussto a quedarse por debajo del
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tamafio critico y, asi, a desaparecer con el tiempo.

En lss ltimas etapas del proceso ( { grande) puede in--
terpretarse ¢ como una variable continua. Ademfs, las ecuacio-
nes anteriores pueden simplificarse aceptando la sugerencia
(Lifshitz and Slyozov 1961), confirmada en los experimentos nu-

méricos, de que en esas etapas es
* .
at™/ dt = X = cte. (48)

* .
Puede entonces usarse [ como variable temporal y resolver la

ecuacibn diferencial resultante de (42),

V3
n _ 9 (L -
Ot = ()e ( VC) » v A (t*) 1 ’ (49)

O

por el método de caracteristicas, llegando a

nJ%E. , gl eh - \}J[Lnt*+4>(l/e’3] (50)

donde ¥ es una funcibn arbitraria y ¢ estd definida

x dx
= c = .
A e xS b
o

Ademis, la funcibdn q} puede determinarse exigiendo que el siste
ma estd bien separado en dos fases (por una parte monSmeros que
constituyen la fase "vapor", y por ctra parte la fase "lfquida"
constituida por grénulos intermedios y grandes), que el nfimero
de particulas en estas fases es précticamente constante, y que
la densidad de monémeros es pr&cticamente despreciable. En es-
tas condiciones, que se verifican congran aproximacibn en la 1

tima etaps en el caso de los experirentos num&ricos, se tiene
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Y (x) = cte. o % (52)
de donde

68, %) < cte. exp [-tﬁ(l/é*)]/lk (53)

Hemos resuelto numéricamente estas scuaciores con pari-
metros correspondientes a nuestro modelo, y los resultados han
sido comparados con simulaciones numéricas (para T = 0.59 Tc ,
g = 0,075 ; en la actualidad se estin estudiando otras densida
des), obteniendo un acuerdo notable. Por ejemplo, como comproba
cibn de la teorfa anterior pueden compararse los valores tebri-

cos y observados para @ (x)

x 0.01 0.03 0.05 0.07 0.09 0.11
$(x),teorfa {0.19 | 0.59 | 1.20 | 1.e4 | 2.15 | 2.61

¢ (x) 0.20 0.61 1.07 1.62 2,23 2.57
"experimento"

Por supuesto, existen algunas discrepancias que todavia
han de ser explicadas, y esta teorfs tazn sencilla es suscepti-
ble de mejoras. Por ejemplo, las observaciones experimentales

tomadas en conjunto requieren una funcién V/ de la forma

- -4 -
\Y (X) = co e X cl e x/3 - 02 e 5x/3 , (54)
donde sblo es lfcito quedarse con el primer té&rmino, como se ha
ce en (52), en los filtimos pasos de la etapa de agrupamiento.

Tambiefi, para que converja ls integral correspondiente a la fz-

se 1fquida en la ecuacibn contfinua correspondiente a (44),
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@

ny ¢ - g I nat (55)
[o]

es necesario tener C = A / K = 6.75 en 12 definicibn de ¢.
Por el ccntrario, los experimentos numéricos conducen a Cax=4 ,
sugiriendo que los resultados teéricos anteriores no pueden ex-
trapolarse a | arbitrariamente grande.

Las ideas anteriores tamtién se confirman en el caso de
algunos experimentos de difraccibn de Rayos Xy microscopfa elec-
trénica; por ejemplo en los de Ardell et al. (1969) referidos a
la aleacién Ni-Al , y los de Datta y Soffa (1976) que se refie-
ren a Cu~-Ti, Es notable el hecho de que tomando datos de estos

trabajos también se consigue el mejor acuerdo con Cx~4 ,

6. Conclusibn

Se ha discutido el problema de la formacibén de nficleos
y grinulos de la fase minoritaria cuando se enfrfa répidamente
una mezcla binaria, por ejemplo una aleacibn del tipo AL-Zn .
Se trata de un caso tfpico de transicién de fase en el que inte
resa la relajacibn del sistema desde un estado homogéneo gque no
es de equilibrio (e.g. aleacibn fundida, sustancia ferromagnéti
ca, vapor de agua, .... cuyas temperaturas acaban de ser descen
didas repentinamente).

Existen teorf{as metalfirgicas (fenomenolégicas) y de cam
po medio que presentan serias discrepancias con los experimentos
mis fiables de dispersibn de rayos X y neutrones lentos, (¥
con 1los experimentos de microscopfa electrénica ) . Sin
embargo, no es ficil concluir definitivamente acerca del signi-
ficado de esas discrepancias puesto que los experimentos correg
pondientes son de muy diffcil realizacibn, y suelen presentarse

en los materiales reales efectos competitivos que oscurecen el



fenémeno en estudio.

La situacibn resulta ser extraordinariamente apropiada
para la realizacibén de simulaciones o "experimentos" numéricos
sobre un modelo ideal apropiado utilizando las llamadas técni-
cas Monte Carlo que hacen un uso extensivo de nfimeros (seudo-)
aleatorios. Hemos descrito el modelo y las técnicas utilizadas
para simular su evolucién temporal; modelo y técnicas estén ba
sados en los principios de la F{sica y tratan de reproducir el
comportamiento de un sistema real en el que sblo se verificase
el proceso cuyo estudio interesa. Los resultados que se obtie-
nen en estas simulaciones presentan gran similitud, incluso cuan
titativa (cuando se usan los parimetros apropiados), con algu-
nas observaciones en sistemas reales, En todo caso, las discre-
pancias entre unas y otras han podido ser justificadas. Conclui
mos entonces que el modelo, y la simulacidn de su evolucibn tem
poral, captan las caracterfsticas fisicas esenciales de los pro
cesos que ocurren en una mezcla binaria real cuando es enfria-
da.

Si se admite esta conclusibén, ha de admitirse
que toda teorfa que trate de describir esos procesos reales ha
de ser capaz también de describir cuantitativamente el comporta
miento de nuestro modelo. En conseguencia, el modelo constituye
una comprobacibn excelente de las teorfas, tal como hemos mos-
trado a lo largo “e este trabajo. Mds importante todavia, dada
la flexibilidad del modelo &ste puede usarse para identificar
las etapas ffsicas més importantes del fenbmeno gue han de ser
incorporadas en la teoria. Y, en efecto, hemos mostrado la for-
ma de construir una teorfa semifenomenolbgica, que incorpora
nuestros conocimientos obtenidos a partir de las simulaciones,
Y que constituye un primer paso importante en la formulacibn pre

cisa de estos fenbmenos.
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En definitiva, la realizacibén de simulaciones numéri-
cas ha permitido el desarrollo de los primeros pasos de una
teorfa apropiada que mejora notablesmente las anteriores. Se ha
llegado asi a un mejor conocimiento de los procesos fisicos
mds importantes que tienenlugar después del enfriamiento répi-
do de cierto tipo de aleaciones binarias: A4l-Zn, Cu-Ti, Ni-Si
Au-Pt, Ni-A2 , etc. Este estudio tiene pués trascendencia tam-
bién en la manipulacibén de las propiedades de aleaciones con
importantes aplicaciones en la industria. El nétodo desarrolla
do en este trabajo, en particular la realizacidn de "experimen
tos" numéricos del tipo general descrito, puede conducir a2 pro
gresos similares en otros problemas de la Fisica, teérica o

aplicada, e incluso en otras disciplinas.
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