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l. Introducci6n 

Ciertas aleaciones constituidas por dos especies at6mi

cas (A y B) pueden presentarse en un estado de equilibrio term2 

dinámico espacialmente homogéneo a temperaturas suficientemente 

altas (por ejemplo, una aleaci6n fundida de aluminio y cinc); 

el sistema está constituido entonces por una fase termodinámica 

~nica. Si enfriamos repentinamente la mezcla por debajo de su 

"curva de coexistencia" (Fig.l), quedará en un estado todavía 

espacialmente homogéneo pero (generalmente) inestable. Este es

tado a baja temperatura es inestable puaste que el estado de 

equilibrio a esa temperatura requiere la coexistencia de dos f~ 

ses termodinámicas: una rica en átomos A y la otra rica en áto

mos B. Se plantea así el problema de determinar las propiedades 

de la evoluci6n temporal del sistema desde el instante en que 

se ha producido el enfriamiento (cuando la me~cla se encuentra 

en un estado que .!!2. es de equilibrio) hasta que se alcanza" el 

nuevo estado de equilibrio o cualquier otro estado estacionario 

o casi estacionario. En definitiva, hemos planteado un problema 

típico en la dinámica de transiciones de fase. 

Interesa el estudio de este tipo de problemas desde dos 

puntos de vistá. Por una parte, el problema ha atraído durante 

los ~ltimos años la atenci6n del físico te6rico que se encue~

tra con un fen6meno esencialmente no lineal que involucra con

ceptos de la mecánica estadística del equilibrio (transiciones 

de fase) y de la mecánica estadística de los procesos irreversi 

bles (teoría cinética), Dada la dificultad de estos temas, uno 

se encuentra en el campo de juego gran cantidad de problemas 

fundamentales sin resolver, circunstancia que estimula al físi

co te6rico que, además, es consciente de la impo~tancia prácti

ca de estos estudios. Desde este segundo punto de 'fista , el es

tudio de la dinámica de transiciones de fase es interes a nte pa-
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ra resolver una gran variedad de problemas, no s6lo en física y 

en química sino tambi~n en otros campos como la metalurgia, biQ 

logía, meteorología e, incluso, las ciencias sociales. Por lo 

que respecta al problema particular enunciado en el primer pá

rrafo, es claro que las propiedades físicas del sistema final 

(a l eaci6n metálica, por ejemplo) quedarán fuertemente determin~ 

das por las característi~as de los · procesos que se desarrollen 

durant e la evoluci6n temporal, de donde se sigue la importancia 

prá ctica de realizar estudios y predicciones detallados. (RecoE 

demos, por ejemplo , que la fama del acero de las espadas de To

ledo ha de atribuirse a las características especiales del rápi 

do enfriamiento a que eran sometidas en aguas del Tajo. Ese pr o

ceso de enfriamiento influye decisivamente en propiedades del 

acero tales como elasticidad, dureza, conductividad el~ctrica y 

t~rmica , etc . etc.). 

Es evidente que (como en otras muchas ocasiones), a pe

sar de la aparente diferencia en objetivos y espíritu, los dos 

puntos de vista anteriores dependen íntimamente e l uno del otro~ 

Los problemas idea li zados de los te6r icos, aunque generalmente 

lejos de l as aplicaciones prácticas de los ingeni eros , a menudo 

se originan en ellas . Por otra parte, l a teoría general es un 

prerrequisito para pode r entender y llegar a desarrolla r ~fto 

dos apropiados de cálculo. (Otro ejemplo importante de una si

tuaci6n simila r es la interrela ci6n exis tente entr e l a teoría 

del t r ansporte de neutr ones y l a tecnología de r eactor es). 

Dentro de esta filosofía , es ob j et i vo principal de es

t a memori a e l divulgar el problema antes enunciado, informar 

acerca de algunos resultados recientes que tienen un inter~s 

muy directo en metalurgia y en la física de materiales, y, en 

definit i va , interesar por esta área de la dinámica de transiciQ 

nes de fase que presenta actua l mente gran actividad te6rica y 
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ha estimulado gran número de experimentos de microscopía elec

tr6nica y de difracci6n de rayos X y neutrones. Trataremos tam

bi~n de mostrar la utilidad de una poderosa herramienta en el 

estudio te6rico de estos problemas: la simulaci6n en una compu

tadora del comportamiento de modelos idealizados utilizando las 

llamadas t~cnicas Monte Carlo. 

2. Descr;pci6n cualitativa 

Consideremos la situaci6n esquematizada en ?ig. l, esto 

es, una aleaci6n binaria A- B inicialmente fundida a gran tempe

ratura T' (en un estado espacialmente homog~neo de equilibrio 

t~rmico: una fase termodinámica estable) es enfriada repentina-

mente por debajo de cierta temperatura crítica Te Inmediata-

mente despu~s del enfriamiento, si ~ste es instantáneo, el sis

tema conservará una composici6n homog~nea correspondiente a una 

fracci6n media 
• 

e de átomos A .Pero, si es cA(T)( é"(cB(T), 

la nueva situaci6n será generalmente inestable y el equilibrio 

termodinámico requiere la coexistencia de dos fases de composi

ciones respectivas cA(T) y cB(T) • En estas condiciones, cie~ 

tas mezclas at6micas (Al-Zn, Cu-Ti, Ni-Si, Au-Pt, etc.) sufren 

un proceso de seoaraci6n de fases (una fase rica en átomos A 

y otra rica en átomos B ) mientras el sistema trata de encon-

trar su nuevo estado de equilibrio a la temperatura de enfria

miento T • Por el contrario, otras mezclas at6micas (Au-Cd, 

Mg-Cd, Cu-Zn, Au-Cu, etc.) favorecen un ordenamiento alternante 

de sus átomos (por ejemplo: ••• A-B-A-B-A ••• , en una dimensi6n) 

que conduce a la formaci6n de "super-redes" (para cada una de 

las especies at6micas) que se entrecruzan, a veces complicada

mente, para formar la estructura del material a ba .jas temperat.!:! 
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5 . 

ras (T <.Te) • 

El primero de estos procesos se manifiesta en una gran 

variedad de sistemas, aparte de manifestarse en las aleaciones 

mencionadas. Por ejemplo, se realiza un proceso similar en el 

caso de ciertas mezclas líquidas binarias; en ~stas, sin embar

go, pueden aparecer efectos hidrodinámicos que no son consider~ 

dos en lo sucesivo. Un proceso formalmente similar es el de la 

difusi6n de spin en sustancias ferromagn~ticas (transici6n d 1 

un estado paramagn~tico a un estado ferromagnético); en este e~ 

so, los conceptos de concentra ci6n, composici6n y potencial Q'.li 

mico en la mezcla metálica se corresponden respectivamente con 

los de densidad de spin, magnetizaci6n y campo magnético en la 

sustancia magnética, en la que la temperatura crítica correspo~ 

diente será la de Curie. N6tese, sin embargo, que mientras la 

composici6n media de la mezcla ha de conservarse durante su eVQ 

luci6n, la magnetizaci6n total será generalmente variable. La 

condensaci6n de gotitas de .líquido en un vapor sobresaturado es 

también similar en muchos aspectos al proceso que presenta, por 

ejemplo, la aleaci6n Ae-zn. En algunos casos haremos menci6n en 

lo que sigue a estos fen6menos paralelos. Por lo que respecta a 

la formaci6n de super-redes se trata, en cierto sentido, del f~ 

n6meno opuesto (paralelo al de las transiciones 1Íquido-s6lido 

y paramagnetismo-antiferromagnetismo); aunque el tratamiento de 

estos procesos no es muy distinto del que seguiremos aquí, no 

haremos menci6n explícita a ellos en lo sucesivo. 
1 

En la Fig. 1 se ha representado esquemáticamente una 

sec ci6n temperatura-composici6n del diagrama de las fases de 

una aleaci6n binaria ideal. Se ha distinguido en esa figura la 

cur va de coexistencia (que encierra los estados de equilibrio 

que corr esponden a una separaci6n de fases) y la curva "spino

dal " . De a cuerdo con la teoría clásica de estos procesos (sec-
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ci6n 3) si el enfriamiento nos ha conducido a un estado dentro 

de la curva "spinodal" o límite de metaestabilidad, el sistema 

será inestable respecto de fluctuaciones d~biles en la composi

ci6n local de la mezcla; se llama descomposici6n "spinodal" al 

mecanismo que ocasiona el crecimiento de esas fluctuaciones ha~ 

ta formar zonas en las que coexistan las dos fases. Por el con

trario, los estados entre las curvas de coexistencia y spinodal 

son estables frente a fluctuaciones d~biles, pero inestables 

frente a fluctuaciones fuertes y localizadas tales como la for

maci6n de pequeños núcleos (con un cierto tamaño crítico) de la 

nueva fase (de átomos A, por ejemplo). En cualquiera de los dos 

casos, _seguirá un crecimiento y agrupamiento de los "gránulos" 

iniciales (ricos en átomos A) que se difundirán por la matriz 

(rica en átomos B) y, eventualmente, coagularán para formar gr! 

nulos mayores. 

Estos procesos son controlados por dos factores : eltra!!!. 

porte de materia y energía hacia o desde la superficie de sepa

raci6n de las fases en la que está teniendo lugar la transici6n 

(por ejemplo, el conjunto de las superficies de todas 12s goti

tas de líquido en el fen6meno de la condensaci6n), y la energía 

de esa misma superficie. La importancia relativa de estos dos 

factores depende de la etapa en la que noe encontremos, de man~ 

ra que es conveniente distinguir tres regímenes que llamaremos 

nucleaci6n, creciemiento y agrupamiento. No siempre se presen

tan los tres en un proceso dado, pero si lo hacen es siempre en 

ese orden • Vamos a tratar de caracterizar cualitativamente es

tos regímenes. 

La nucleaci6n es el estado inicial en el qua se forman 

los primeros núcleos de la nueva fase. En esta etapa predomina 

la energía superficial. De hecho, puesto que estos núcleos son 

de tamaño muy pequeño, su relaci6n área/volumen es grande y la 
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energía superficial es una parte importante de la energía to

tal. Por otra parte (dado que la energía superficial es positi

va) la existencia de un pequeño núcleo supo~e más energía (li

bre) que si no existiera, de manera que los núcleos con tamaño 

inferior a cierto tamaño crítico tenderán a desaparecer. En co~ 

secuencia, es necesario vencer una barrera de energía: la n~e v a 

fase no progresará hasta que se presente al menos un núcleo de 

tamaño supercrítico. Este núcleo supercrítico puede formarse 

en la superficie irregular de un cuerpo extraño (partícula de 

polvo, recipiente), en cuyo caso se habla de nucleaci6n inhono

g~nea o het~rog~nea, o en el mismo seno de la fase primitiva, 

constituyendo la nucleaci6n homog~nea. 

Esta etapa es a veces extraordinariamente lenta en cuyo 

caso se dice que la fase primitiva es metaestable, como en un 

vapor sobreenfriado o, presumiblemente, en el caso de la alea

ci6n binaria cuando es muy pequeña la proporci6n de átomos A. 

Otras veces es una etapa muy rápida, e incluso puede no presen

tarse porque el sistema contiene desde el principio una canti

dad suficiente de la nueva fase; enseguida comentaremos sobre 

esta posibilidad. Vemos pues que es importante determinar la r~ 

pidez con que se forman estos primeros núcleos para saber c6mo 

y cuando comienza la transformaci6n y, en particular, si nos eQ 

centramos en un estado metaestable; este problema cuantitativo 

se aborda en la secci6n 5. 

Una vez que el sistema contiene una cantidad notable de 

la nueva fase, la transici6n entra en la etapa de crecimiento 

en la que los núcleos crecen hasta alcanzar un tamaño macrosc6-

pico. La energía superficial pasa a tener un papel secundario y 

las características del proceso vienen condicionadas por la ra

pidez con que se proporciona o extrae materia y energía de la 

superficie de separaci6n de las dos fases. Este transporte de 
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energía y materia requiere generalmente gradientes de temperat~ 

ra y potencial químico que, por tanto, tendrán una influencia 

decisiva en que la transformaci6n progrese de una forma u otra. 

Este es un hecho bien conocido por los que se dedican al creci

miento de cristales puesto que, según se controlen o favorezcan 

estos gradientes, se obtendrá un cristal bien formado (por su

perficies planas) o una estructura más irregular ("dendritas"). 

Estos procesos se describen con cierto detalle en Penrose ( 1973~ 

par e.jemplo. 

La etapa de crecimiento termina prácticamente cuando el 

sistema alcanza una temperatura y un potencial químico constan-

tes; el sistema contiene entonces una cantidad de la nueva fase 

que es casi igual a la correspondiente al estado final de equi

librio. La etapa de crecimiento también puede ser muy rápida o 

muy lenta, dependiendo de las características del sistema y de 

su estado. Es notable el hecho de que en el caso de la descompQ . 
sici6n spinodal en una aleaci6n metálica enfriada (por ejemplo, 

At-Zn con parecidas concentraciones de las dos especies at6mi

cas, enfriada por debajo de unos 370°c) no son prácticamente o~ 

servables las etapas de nucleaci6n y crecimiento. Salvo en el 

caso en que una de las dos especies predomine fuertemente en la 

composici6n, se observa rápidamente la formaci6n de dos regio-

nes, no necesariamente conectadas, con una forma muy complicada, 

que contienen las dos fases en una cantidad pr6xima a l a del e~ 

tado final. 

La evoluci6n posterior depende por completo de las con

diciones en que se encuentre el sistema. Por ejemplo, si se es

tablece un nuevo gradiente de temperatura puede c onseguirse que 

continúe e.l crecimiento controlado por ·transporte. ·Pero si el 

sistema se mantiene ais lado, entrará en una nueva etapa, agrun~ 

mi ento, en la que vuelve a ser importante la energía superfi-
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cial. Esta etapa consiste en un proceso, mu.Y lento, en el que 

los núcleos, que ya son de tamaño macrosc6pico, van cambiando 

de forma y coagulan unos con otros con objeto de reducir la 

energía de la superficie de separaci6n entre las dos fases (prQ 

porcionsl a su ár~a) y conseguir así un estado en el que esa 

energía ses la mínima posible. En el caso de la descomposici6n 

spinodal también se observa esta misms tendencis, y las regio

nes mencionadas cambian de forma con objeto de r educir el área 

de la superficie de separaci6n. Por supuesto, a lo largo de es

te proceso será necesario mover materia de un lugar a otro, de 

forma que el ~ransporte (por ejemplo, interdifusi6n de las dos 

especies at6micas) también jugará un papel importante. 

3. Teorías clásicas 

La mayo~ parte de la descripci6n cualitativa anterior 

s6lo se consigue a partir de resultados recientes que se descri 

ben más adelante. Estos están a veces en contradicción con lss 

teorías clásicas para este tipo de procesos, teorías que, sin 

embargo, constituyen un primer tratamiento que ha g•Jisdo los e.§_ 

tudios experimentales hasta hace pocos años. 

3.1. Análisis eXDerimental 

Los aná l isis experimentales más directos consisten en 

observar finas muestras "congf'~ . : :;das" del material mediante mi

croscopía electr6nica y determinar propiedades de la distribu

ción de los tamaños de los núcleos, por ejemplo el tamaño medio 

de éstos, R, y su evolución con el tiempo. Este tipo de estu-

dios, sin embargo, acostumbra a ser bastante icpreciso. Puede 

verse, por ejemplo, el trabajo de Speich y Orisni (1965) cuyos 

datos son consistentes con un comportamiento temporal de la foE 

ma R .... tª , que sugieren algunas teorías, pero no permi t en deci 
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dir entre a = Y3 y a = V5 (Marro 1975). 

Con mayor frecuencia, han venido realizándose experimeg 

tos de dispersi6n de rayos X y neutrones. En el caso de una ale~ 

ci6n binaria, las longitudes de scattering asociadas con las dos 

especies at6micas suelen diferir suficientemente como para per

mitir medir experiment3lmente el factor o funci6n de estructura 

S(~,t) , proporcional a la intensidad difundida en direcci6n 

ls. • Se define 

S(~,t) (1) 

donde c(E,t) es la fracci6n de átomos A. en la po5ici6n ~ 

en el instante t • El paréntesis angular en (1) indica un pro

medio sobre r' en el sistema macrosc6pico; se tiene que ~ ~ 

<: c(!:, t) ) · es constante durante la evoluci6n t .emporal. 

Cuando se realizan estos experimentos de scattering su~ 

le suponerse, explícita o implícitamente, que la anchura angu

lar del anillo de difracci6n observado es una medida del recí

proco del radio medio de los núcleos y que el ángulo correspon

diente a la máxima intensidad difundida es una medida del recí

proco de la distancia media entre núcleos (Gerold 1967); de he

cho, pueden establecerse relaciones de este tipo usando argumeg 

tos dimensionales (Binder and Stauffer ·1974). Suele admitirse 

también que una mayor riqueza de la fase minoritaria (en átomos 

A , por ejemplo) se trad~ce en máximos más altos de la intensi 

dad difundida. Estas interpretaciones de los experimentos de 

scattering proporcionan una descripci6n muy útil de la dinámica 

de la transici6n de fase, descri~ci6n que puede, en principio, 

relacionarse y compararse con los estudios mediante microscopía 

electr6ni-ca. 

Otras técnicas usadas en el estudio de aleaciones en-
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friadas incluyen medidas magnéticas (Butler and Thomas 1970) y 

de la resistividad eléctrica (Richter et al. 197~) que, aunque 

presentan ciertas ventajas, s6lo proporcionan informaci6n muy 

indirecta de difícil interpretaci6n y, en consecuencia, no nos 

referimos a ellas. 

En todo caso, hemos de esperar que cualquier tipo de e~ 

perimento sobre una sustancia real involucre diferentes proce

sos competitivos que harán difícil su interpretaci6n te6rica. 

Por ejemplo, si el enfriamiento se realiza hasta un punto en 

las proximidades de la temperatura crítica, el fen6meno de las 

fluctuaciones críticas puede competir, e incluso oscurecer, los 

fen6menos descritos en la secci6n 2. También, según sean las c~ 

racterísticas de la muestra utilizada, la difusi6n de los áto

mos puede realizarse a través de sus dislocaciones, o a través 

de la superficie de los núcleos, o mediante otros procesos; o 

bien pueden producirse distorsiones elásticas, etc. en la mues

tra que afectarán notablemente la evoluci6n temporal. Estos he-

ches, unidos a otras complicaciones y limitaciones en la reali

zaci6n de los experimentos reales, han sido causa de la gran i~ 

portancia que han tenido en este campo los "experimentos" numéri 

cos realizados con computadoras sobre modelos sencillos ideali

zados, tal como se establece más adelante. 

3.2. !~~ría lineal (Cahn-Hilliard) 

El concepto de límite de metaestabilidad (o curva "spi

nodal") nace en los trabajos de Gibbs y van der Waals. Suele Sl! 

ponerse generalmente que corresponde, en una sección temperatu

ra-composici6n del diagrama de las fases (Fig. 1), a una línea 

caracterizada por la condici6n (a
2f/dc 2 )T p = o , donde f es 

' 
cierta densidad de energía libre (de Gibbs) y c es la composi 
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ci6n del sistema. Inicialmente se refería a soluciones fluidas·, 

pero ha sido generalizado a sistemas s6lidos como parte de una 

teoría fenomenol6gica muy sencilla (Hillert 1961, Cahn 1968, Hi 

lliard l970). 

La teoría parte de la hip6tesis de que el sistema puede 

describirse mediante una energía libre (funcional) de la forma 

F { e 1 (2) 

donde el gradiente de energía ocasiona la necesaria tensi6n su

perficial . Se espera que la densidad de energía libre f pre-

sen te dos mínimos a temperaturas inferiores a Te correspond:ie,!;! 

tes a las dos fases estables (Fig . 1); suponiendo simetría alr~ 

dedor de e = o 
' 

la teoría de Cahn y Hilliard sugiere 

4-
+ P>c (3) 

con~ y~ positivos . Por lo que respecta a la evoluci6n dinámi

ca, la teoría supone que el proceso está completamente goberna

do por difusión de forma que puede escribirse la ecuación de 

conti:midad: 

-'J. j ( 4-) 

Aquí M representa una movilidad f enomenol6gica y se ha tomado 

el "potencial químico local" - ~F/ ~c(!_') como la fuerza que 

ocasiona la interdifusión de las especies at6micas; j ~ (!_', t) 

es la correspondiente densidad de corriente. 

Introduciendo las desviaciones ;; C-r , t) = c(r , t) -c , que 

la t eoría supone pequeñas, y desarrollando f alrededor de c, 

s e tiene l a ecuación lineal 
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M v2 [ (~) __ K v2 l) 
~ C C=C J 

En el espacio de Fourier, tomando la funci6n de estructura 
if" 

S(~,t) proporcional a ?C!,t) 7 (!,t) , se sigue 

'dS(k,t) 
'O t 

dqnde R(~) es el factor de amplificaci6n de la fluctuaci6n 

que viene dado por 

R (~) - M k2 r (~ 2ª ). - + K k2 J 
L ~e c=c 

con K y M definidas positivas. 

(5) 

(6) 

(7) 

Las soluciones de (6) son proporcionales a exp[2tR(!)] 

donde R(~) tiene la forma esquemática de la Fig. 2, con 

( 8) 

En definitiva, una vez enfriada la mezcla hom?g~nea hasta alca~ 

zar temperaturas inferiores a Te , esta teoría lineal predice 

fluctuaciones en la composici6n del sistema, sim~tricas alrede

dor de la composici6n media, que eventualmente conducirán en la 

"regi6n spinodal" a un estado constituido por dos fases. A tra

v~s del microscopio, por ejemplo, debería observa.rse pronto un 

precipitado de gránulos con dimensiones lineales típicas propo~ 

cionales a A m = 2TI / km en los que hubiese un exceso de una 

de las especies at6micas. Estos gránulos mantendrían esencial

mente su tamaño inicial en la primera etapa del proceso (aproxi 

maci6n lineal) a la vez que irían haci~ndose más puros en la e~ 

pecie predominante. Los gránulos con dimensiones lineales típi-
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cas menores que A
0 

= 2T7/ k
0 

se disolverían rápidamente. La 

intensidad de scattering desarrollaría un máximo bien definido 

en k = km que crecería exponencialmente con el tiempo sin cam 

biar su posici6n. Para k/ k
0 

la intensidad de scattering tend~ 

~ía rápidamente hacia cero con el tiempo. 

Dada la claridad de sus predicciones, esta teoría bási

ca ha conducido a la identificaci6n experimental de la descomp2 

sici6n spinodal en algunas aleaciones metálicas y en otras mez-

clas, y al reconocimiento de la importancia de este proceso en 

la evoluci6n temporal de una mezcla después de un rápido enfri~ 

miento. Algunos estudios de dispersi6n de neutrones y rayos X 

(por ejemplo, Rundman and Hilliard 1967), sin embargo, pronto 

indicaron ciertos desacuerdos sistemáticos con la teoría. Por 

ejemplo (Fig. 3), parecía observarse un crecimiento de S(km,t) 

menor que exponencial y muchas veces km se movía con el tiem-

po hacia los pequeños valores de k ~o son de extrañar estas 

discrepancias puesto que, aparte de otras limitaciones de la 

teoría, ésta supone una drástica linealizaci6n en un proceso 

que ha de caracterizarse por fuertes inhomogeneidades desde los 

primeros instantes. 

3.3. Nucleaci6n (Lifshitz-Slyozov) 

Otras teorías centran su atenci6n directamente en los 

procesos cinéticos que ocasionan el crecimi ·: :-."!:o de los n6.cleos 

y en la forma de la distribuci6n de tamaños de esos n6.cleos. 

En este sentido, siguiendo ideas de Ostwald, Lifshitz y 

Slyozov (1961) han desarrollado una teoría de la nucleaci6n de 

partículas dispersadas en un fluido, teoría que ha sido aplica

da también al caso de aleaciones ( Ori a ~..i 1964, Ar dell 1969). En 

este caso también se supone que el proceso es gobernado por di

fusi6n, llegando a determinarse la ley 
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)t t (9) 

donde R es el radio medio de los núcleos en el instante t , 

R 
o R(t=o) y lt. es proporcional a la constante de difusi6n y 

al recíproco de la temperatura. Por otra parte,"Wagner (1961) 

ha determinado 

R2 - R 2 
o 

l<' t (10) 

donde ~· es proporcional a ~ , suponiendo un predominio en el 

proceso de la tensi6n superficial. Las ideas de estos autores 

han sido desarrolladas recientemente (Penrose et al. 1978) a la 

vista de los resultados de los experimentos numéricos, tal como 

se comenta en la secci6n 5.3. 

3.4. Estados metaestables 

Hemos señalado antes (secci6n 2) que, en ~iertas condi

ciones, resulta extraordinariamente difícil la formaci6n en el 

sistema de los primeros núcleos de la nueva fase. El tratamien

to más sencillo de estos estados metaestables es el de las fami 

liares teorías de campo medio: la teoría de van der Waals y Ma~ 

well para la condensaci6n, la de Weiss para el ferromagnetismo, 

la de Bragg-Williams para aleaciones, etc. Estas energías cond~ 

cen a una densidad de energía libre (por partícula) qu~ tiene 

la forma no-convexa de la Fig. 1-b (aunque no necesariamente si 

métrica). Por ejemplo, en la teoría de van der Waals se tiene 

f -k:g T ~n (c-b) - ~ 
e 

(11) 

donde e representa ahora el volumen por partícula, k5 es la 
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constante de Boltzmann, T es la temperatura, a es un paráme

tro fenomenol6gico que representa la intensidad de las fuerzas 

atractivas entre las moléculas, y b es un parámetro fenomeno-

16gico que da cuenta del alcance de las fuerzas repulsivas. Pe

ro los estados en el arco l-2-3-4 no son verdaderos estados de 

equilbrio termodinámico, y Maxwell propuso reemplazarlos por la 

tangente común 1-4 que representan estados en los que coexisten 

en equilibrio las fases vapor y s6lida. 

De los estados que se desechan por este procedimiento 

"ad hoc", los correspondientes al arco 2-3 tienen compresibili

dad negativa, luego se trata de los estados mecánicamente ines

tables a los que nos hemos referido antes. Por el contrario, 

los estados 1-2 (líquido a presi6n inferior a la normal) y 3-4 

(vapor a presi6n superior a la normal) son estables frente ~ p~ 

queñas fluctuaciones, aunque grandes perturbaciones (e.g.: for

maci6n de núcleos) pueden deshacer esta estabilidad; por esta 

raz6n, Maxwell propuso interpretarlos como estados metaestables. 

En definitiva, uno puede calcular funciones f(c) a pa~ 

tir de teorías aproximadas, como las de campo medio, o bien a 

partir de datos experimentales como hacen los metalúrgicos. Ta~ 

bién se han desarrollado teorías más rigurosas para el cálculo 

de estas funciones a partir de principios microsc6picos, usando 

los métodos de la Mecánica Estadística (Langer 1967, Newman y 

Shulman 1977, Penro~'- y Lebowitz 1971, Cassandro y Olivieri 

1977). A pesar del gran interés de estos desarrollos, no resuel 

ven por completo nuestros problemas; pOr ejemplo, estas teorías 

proporcionan propiedades del equilibrio, que no son las únicas 

que interesan puesto que la metaestabilidad es fundamentalmente 

un fen6meno dinámico (aunque se nos presente en la práctica co

mo estático). De hecho, los estados metaestables debían de apa

recer como un subproducto en la teoría de nucleaci6n, por ejem-
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plo como estados en los que la nucleaci6n fuese extraordinaria

mente lenta. 

4. Experimentos numéricos 

Aunque las teorías consideradas hasta ahora proporcio

nan una gran intuici6n sobre los fen6menos de interés, se ha h~ 

cho evidente en las secciones anteriores la necesidad de nuevos 

desarrollos que aumenten nuestro conocimiento. Es claro-, por 

ejemplo, que esas teorías no nos indican cuáles son los proce

sos físicos microsc6picos que tienen lugar en esos fen6menos. A 

este respecto podemos notar que las teorías clásicas no permi

ten decidir entre los dos procesos básicos que han sido discuti 

dos en la teoría (o determinar la relativa importancia de cada 

uno de ellos): los núcleos más grandes forman gránulos mayores 

por adici6n de átomos individuales provenientes de núcleos más 

pequeños que acaban disolviéndose ( "maduraci6n" de Ostwald), o 

bien se produce la difusi6n efectiva y la coagulaci6n de los nQ 

cleos iniciales ( "coagulaci6n" de Smoluchowski). 

Por el· momento, tampoco es posible identificar los dis

tintos procesos físicos partiendo únicamente de los análisis e~ 

perimentales en sustancias reales, como consecuencia de las di

ficultades señaladas en la secci6n 3.1. 

En consecuencia, nos encontramos con un ejemplo típico 

de situaci6n en la que, presumiblemente, pueden obtenerse bene

ficios notables si se realiza la simulaci6n en computadoras de 

(la evoluci6n temporal de) modelos sencillos. Por supuesto, los 

modelos utilizados han de suponer una simp.lificaci6n enorme de 

las características que presentan los materiales reales. Cree

mos, sin embargo, que el modelo usado por nosotros (secci6n4.l) 

contiene las características físicas esenciales que se presen

tan en una sustancia real enfriada repentinamente; de he cho, OQ 
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tenemos resultados muy similares a los experimentales. Si se a

cepta este hecho, se sigue que cualquier teoría que pretenda de~ 

cribir estos fen6menos en sistemas reales ha de ser capaz tam

bién de describir cuantitativamente el comportamiento de nues

tro modelo. Así, el modelo es útil como "test" de teorías. Y lo 

que es más importante, dada la flexibilidad del modelo, éste pu~ 

de usarse en algunos casos para identificar los procesos físi

cos que tienen lugar en el f en6meno y han de incorporarse en una 

buena teoría. En las secciones posteriores, después de descri-

bir el modelo, daremos algunos ejemplos de estos dos aspectos de 

de su utilidad. 

4.1. Modelo de aleaci6n binaria 

Supongamos una red regular (cúbica simple en los sucesi 

vo) cada uno de cuyos nudos puede estar ocupado por un átomo A 

o bien por un átomo B. Esta situaci6n puede reflejarse introdu

ciendo variables de ocupaci6n ci z c(~i) que pueden tomar va

lores +1(-1) según haya un átomo A(B) en la posici6n Ei 

r. recorre los N=L3 nudos de la regi6n cúbica (se supone 
-]. 

que la constante de la red es la unidad). La parte configuraci2 

nal de la energía del sistema viene entonces dada por 

u 
1 

- J '\ c (r.) c (r.) 
L -1 -J 

(12) 

donde la prima indica que el modelo (y, por tanto, la suma (12)) 

s6lo considera interacciones entre los vecinos más pr6ximos (por 

ejemplo, cada nudo en la red cúbica simple tiene seis vecinos 

pr6ximos), El modelo presenta así un isomorfismo perfecto con 

los familiares modelos de Ising con spin 12 (en el que el spin 

de cada nudo puede ser "positivo" o "negativo") y del gas reti

cular (en el que cada nudo puede estar ocupado o libre de un 
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átomo o molécula). Se suponen además condiciones limites peri6-

dicas en (12), de formo que átomos en las superficies límites 

opuestas del sistema se consideran vecinos pr6ximos, con objeto 

de minimizar los efectos superficiales. El caso J >O , la si

tuaci6n considerada aquí, corresponde al acoplamiento "ferromag: 

nético" en el que el estado de equilibrio del sistema a bajas 

temperaturas es de segregaci6n en dos fases, una rica en átomos 

A y otra rica en átomos B • 
' 

teracci6n antiferromagnética. 

.r<o correspondería a '.lna in-

Un hamiltoniano basado Únicamente en (12 ) no puede ori

ginar una dinámica del sistema; el hamiltonisno total ~onten

dría además términos de energía cinética que dependerían de la 

configuraci6n del sistema, esto es, del conjunto de variables 

1, ... , N} , causando la evoluci6n temporal de ~. 

No es ' fácil determinar los términos de energía cinética a par

tir de los principios básicos de la mecánica pero, puesto que 

se espera una evoluci6n de ~ mucho más lenta que la evoluci6n 

de las fluctuaciones térmicas de la red (vibraciones de la red, 

fonones), pueden considerarse estas Últimas como un baño térmi

co que provoca intercambios al azar entre átomos vecinos pr6xi

mos. Es decir, el baño térmico proporciona la energía necesaria 

para que los átomos puedan vencer las barreras de potencial lo

calizadas en los nudos de la red. Puesto que los "efectos de m~ 

moria" s6lo son importantes en la escala temporal para la evol~ 

ci6n de las vibraciones de la red, pueden ignorarse por lo que 

respecta a la evoluci6n de ~ y describirse ésta en términos 

de una ecuaci6n ~aestra markoviana (típica de un proceso aleatQ 

rio) para la probabilidad P(~,t) (Marro 1975, 3inder et al. 

1979): 

ft P(g,t) 
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donde se ha introducido l a probabilidad de transici6n · 11(~_.~'): 

: Wij que establece la probabilidad de qua el sistema realice 

una transici6n del estado ~ a un nuevo estado ~, que se di-

f erencia del anterior por el intercambio de cierto ci con un 

vecino cj • El segundo término en la derecha de (13) describe 

la disminuci6n en la probabilidad de la configuraci6n ~ como 

consecuencia de todos los posibles procesos de intercambio; el 

primer término describe las reaccio~es inversas, que incremen-

tan la probabilidad de observar el estado ~ 

El estado de equilibrio del modelo es co~ocido (en cie.!:_ 

ta medida, Stanley 1971) sabiéndose que a la temperatura T ti~ 

ne una distribuci6n de probsbilidad 

( 14-) 

que, por tanto, ha de ser una soluci6n estacionari3 de (13). E!!. 

to se verifica automáticamente imponiendo la coniici6n (suficieg 

te, pero no necesaria) de "balance detallado": 

P ( c) 
o - (15) 

(Cuando, como en el modelo considerado aquí, todas las configu

raciones S< son accesibles a partir de cualquier estado ini

cial, se tiende a la distribuci6n del equilibrio para t .... oo , ig 

cluso en el caso de un sistema infinito; Holley 1974). Por su

puesto, (15) no determina unívocamen~e W , pero una elecci6n 

sencilla consistente con esa condici6n es 

w . . 
lJ 

(16) 

donde /1 U . . es el cambio en la energía del sistema que resul t~ 
l J 
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ría del intercambio. Aquí ti--l , que deter;nina la unidad de tie!!! 

pe,, se supone independiente de ~ y ~·y de la te;nperatura. En 

principio, el... podría calcularse considerando el proceso de dif~ 

si6n (activado térmicamente) de un átomo A en una red de áto

mos B y viceversa. En la práctica, cuando se compare el com

portamiento del modelo con experimentos en sistemas reales, ha

brá de tomarse d.. dependiente de la temperatura puesto que la 

intensidad del baño térmico fon6nico disminuye con la temperat~ 

ra; en todo caso ésto s6lo supone un cambio en la escala tempo-

ral (Marro et al.1980). 

El comportamiento de las magnitudes de interés mientras 

el sistema evoluciona hacia su estado de equilibrio (que s6lo 

se alcanza para t - <D ) se obtendrá a partir de promedios de 

la forma 

P(g_,t) Q (2.) (17) 

esta es, por ejemplo, la forma en que puede obtenerse una expr~ 

si6n te6rica para la evoluci6n de la funci6n de estructura, tal 

como se hace en la secci6n 5.2. 

~.2. Simulaci6n numérica 

En la simulaci6n numérica, que ha de realizarse en una 

computadora de rapidez y capacidad apropiadas (de '" .~ .;ho se ha 

usado una CDC6600 y los programas principales han sido escri

tos en Fortran FTN), se elige un sistema de tamaño N y se uti 

lizan técnicas Monte Garlo (Binder 1978) para realizar explíci

tamente el proceso de Markov descrito por las ecuaciones (13) y 

(16). Se comienza generando una configuraci6n de partida, ~o , 

generalmente aleatoria para simular una temperatura muy alta 

(T'-<D ), y se seleccionan, también al azar, las coordenadas de 
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dos nudos vecinos pr6ximos en la red (i,j) cuyo intercambio 

va a considerarse. Entonces se calcula, usando (12), el cambio 

que produciría el intercambio en la energía del sistema, cambio 

que en la práctica s6lo depende de los diez nudos que rodean la 

pareja (i,j) , y la probabilidad (16) tomando ~ = 1 • El valor 

de w . . 
J.J 

se compara con una fracci6n aleatoria, j , elegida ca-

da vez en el intervalo (0,1) con probabilidad uniforme. El in

tercambio s6lo se realiza si Wij~; ; en otro caso se retiene 

la configuraci6n de partida. Este proceso se repite un gran nú

mero de veces, simulando un proceso estocástico en el que la uni 

dad natural de tiempo es el "número de intentos de intercambio 

por nudo de la red". (En la práctica, para ahorrar tiempo de cál 

culo, se evitan las parejas de átomos iguales y se hace una el~ 

sificaci6n "a priori" de los átomos de acuerdo con su probabili 

dad de intercambio¡ la variable temporal se calcula entonces de 

forma estocástica y se re-escala adecuadamente, Marro 1975). 

Al cabo de un número adecuado de unidades de tiempo ( 'p~ 

sos Monte Garlo"), se guarda la configuraci 6n correspondiente 

~ (t ) , o bien se calculan directamente los valores de las fun

ciones de int e r~s en ese estado, Q [ !<.( t ) J . El valor esperado 

de una funci6n cualquiera en el instant e t se obtiene tomando 

el promedio sobre una colectividad con el estado inicial c -o 
distribuido de acuerdo con la probabilidad P(s

0 
, o) • Esto 

quiere decir que podemos obtener (17) promediando sobre "muchas" 

evoluciones independientes de nuestro modelo. Esperamos, sin e~ 

bargo, que en el caso de funciones "extensivas" (como la ener

gía y una funci6n de estructura "suavizada") el número de evol!,! 

cienes independientes ha de disminuir al aumentar el tamaño del 

sistema (cada evoluci6n de un sistema macrosc6pico, "infinito", 

debía de producir resultados típicos). La elecci6n del ta maño 

N en las simulaciones s upone un compromiso entre el deseo de 
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hacer el sistema tan grande como sea posible, de modo que imite 

un sistema macrosc6pico, el de reducir el número de evoluciones 

independientes necesarias y el de mantener el tiempo de cálculo 

dentro de limites aceptables. Los resultados obtenidos por nos2 

tros se refieren a N = 27000 , en cuyo caso corresponden a un 

promedio de ocho evoluciones independientes, y N = 125000 , que 

corresponden a un promedio de una, dos o tres evoluciones inde

pendientes, según los casos. 

Las condiciones límites peri6dicas evitan los problemas 

debidos a "superficies libres" , como antes se indic6, pero, por 

supuesto, no eliminan posibles efectos de tamaño finito en los 

resultados. Pueden obtenerse estimaciones muy aceptables para 

las propiedades del equilibrio de sistemas infinitos realizando 

simulaciones Monte Garlo en sistemas finitos con valores de N 

coco los mencionados, si se exceptua una pequeña regi6n (-2%) 

alrededor de Te (Binder 1972, Marro 1975) • . (En la prfotica, 1a 

vP.cindad de Te es tambi~n difícilmente accesible como conse

cuencia del característico "retardamiento crítico" que _implica

ría el consumo de grandes cantidades de tiempo real de- cálculo). 

Pero al estudiar la dinámica de una separaci6n de fases hay que 

tener en cuenta que pueden aparecer problemas de tamaño finito 

incluso lejos de Te • Por ejemplo, el estado final es de eq_ui

librio entre dos fases de manera que se tendrá una contribuci6n 

proveniente de la separaci~;. entre ~stas, contribuci6n que es de 

la forma '( N-1/d con d la dimensi6ri del sistema, y l' un coefi

ciente que puede ser grande (Rao et al. 1976). 

El tamaño finito del sistema tambi6n afecta la preci

si6n estadística; por ejemplo, como consecuencia de que las flu~ 

tuaciones estadísticas en la energía del sistema tienen un or

den de magnitud relativo N-1/2 . Además, la ccnfiguraci6n de paf. 

ti da e -o puede no ser típica de la temperatura T'. En los ca-
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sos estudiados se ha determinado que la precisi6n relativa me

dia es mejor del 1% en el caso de la energía y del 20% en el de 

la funci6n de estructura. 

Una de las magnitudes de interés en el problema es la 

funci6n de estructura, transformada Fourier de la funci6n de CQ 

rrelaci6n G(E,t) , dada su proporcionalidad con la intensidad 

difundida en un experimento de scattering y la cantidad de in-

forma ci6n que puede obtenerse a partir de ella (secci6n 3.1). 

Se define en el modelo 

r · _l. 

(18) 

donde ~ y Ei recorren los · N nudos de la red y se tiene 

e = 2 J - 1 con ~ la fracci6n de átomos A en el sistema. En 

consecuencia, para obtener la .flmci6n de estructura S(!;, t) a 

partir de (17), hemos de tomar alli 

L exp(if.E) G(!:, t) 

E 

(19) 

donde ~ recorre la primera zona de Brillouin. En la práctica 

es k = (211 /L)~ donde r- = (/Ax• fy• /Az) con )"«. 

O,l, ••• ,L-1 (-<= x,y,z). ~rotemos de pasada que el tamaño fi

nito del sistema es también ca~a de que s6lo puedan calcularse 

valores discretos de S(~,t) • De acuerdo con nuestra definici6n 

tenemos la "regla de suma" 

sq~,t) (20) 

y se ha tomado 

o,t) o S(~ f o, o) 1 (21) 
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con objeto de comparar entre si más apropiadamente los casos de 

distintas densidades ~ • Se consigue un tratamiento más senci 

llo de los resultados, y se mejora la precisi6n estadística, 

trabajando con "promedios" circulares de S(lf,t) definidos 

" " 
S(k,t) [s<~,t)1L:1 k (2TI/L)_r (22) 

donde las sumas se refieren a cortezas esf~ricas tales que 

f k (L/211) 11!;1 <()A +l , f- = 0,1,2, ••• En los cálculos se han to

mado c·omo valores máximos f- = 10 (L=30) y )l = 14-(L=50) ; cada 

corteza contiene 1,6,13,19,39,55,72,91,114-,169,178,210,253, 

306,34-6, •••• valores diferentes de ! respectivamente. Los re

sultados que se presentan más adelante se refieren a esta fun

ci6n (22) que en ocasiones es necesario todavía normalizar ade

cuadamente (Marro et al. 1979,1980) si se quiere relacionar con 

estudios experimentales o te6ricos. 

La energía del sistema, tal como viene definide en (12) 

y las características de su evoluci6n temporal hacia el valor 

del equilibrio presentan un evidente inter~s te6rico. Sin embaE 

go, no existen mediciones experimentales directas de esta magni 

tud en sistemas reales y omitiremos aqui su análisis(puede ver

se Marro et al. 1975 y Sur et al. 1977). Por el contrario, mu

chos experimentos reales consisten en una observaci6n directa 

medj~nte microscopia electr6nica de los n~cleos o gránulos de 

la nueva fase que se desarrollan en el sistema, incluyendo medi 

ciones de la distribuci6~ de sus tamaños, etc. Con objeto de P2 

der contactar con estos experimentos y con· las teorías sobre el 

crecimiento de estos gránulos, y con objeto de llegar a enten

der los procesos físicos básicos que se desarrollan en estos f~ 

n6menos (secci6n 5), es conveniente introducir en el modelo la 

definici6n de un "grupo" de átomos ("cluster"). Llamaremos i;rruoo 
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( t , o< ) a un conjunto de l átomos A , cada uno de los cuales 

tiene al menos un átomo A como vecino pr6ximo y éste también 

pertenece al grupo ; ~ se ref i ere simb6l icamente a otras propi~ 

dades del grupo (energía superficial, etc.). Pueden definirse 

entonces magnitudes como la concentraci6n de grupos con tamaño 

e..' 

ñ t.(t) N- 1 L 
o( 

(t) (23) N !.. 
o( 

donde 
• o( 
1'1 l ( t) es el número tota l de grupos (l , e>i.) en el sis tema 

en el instante t 
' 

el tamaño medio 

I Ct) (24-) 

donde ic es una separación entre grupos "pequeños" y "grandes" 

(que suele elegirse arbitrariamente, pero podría hacerse coinci 

dir con el límite de reso l uci6n en un experimento de micr osco-

pía electr6nica), etc . Parece entonces razonable identificarlos 

grupos "grandes" con los gránulos de la teor ía de nucleaci6n 

(Sur et al . 1977, Penrose et al . 1978). 

4-.3 . Algunos resultados y comoaraci6n con exoerimentos reales 

Vamos a describir ahora algunos de los resultados más 

representativos que se han obtenido recientemente en las simul~ 

ciones numéricas descritas en las secciones anteriores, tratan-

do de relacionarlos con resultados obtenidos en experi mentos re~ 

lizados por otros autores sobre mater iales r eales. En la sección 

5 se descr ibe la forma en que estos r esul ados han contribuido 

al desarrollo de teorías para los fen6menos involucrados . 

Se han realizado "exoeri mentos" numéricos corresoondien 
- 1 - -

tes i enfriamientos simulados de l sistema hasta alcanzar disti~ 
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tas temperaturas finales : T = 0.6 Te, 0.7 Te , 0.8 Te y 

En alguna ocasi6n la temperatura final era superior a 

l.lTc' l.5Tc) pero en estos casos no hay separaci6n de 

fases (el estado de equilibrio es de una sola fase) y no nos r~ 

feriremos a ellos (Marro 1975). Se han considerado también sis

temas con distintas composiciones relativas : f = 0.5 (50% de 

átomos A), 0.2, 0.1, 0.075, 0.05, 0.035, 0.02 y 0.0146. En to-

dos los casos a que nos referimos es T' = CD , y cada uno de los 

experimentos corresponde a va lores dados de la temperatura y la 

densidad, (T, ~ ), que vienen representados por ~m punto (estado 

inicial de la evoluci6n dir.ámica) en el diagrama de la Fig. la. 

Las Figs. 4 y 5 presentan la evoluci6n tempor2l de 

S(k,t) en un caso típico. En la Fig. 4, en la que se preser.ta 

la evoluci6n de S(k,t) con el tiempo (para distintos valores 

de k ) durante los primeros instantes del fen6~eno de separa-

ci6n de fases, no se aprecia evidencia alguna del crecimiento 

exponencial que predice la teoría clásica de Cahn-Hilliard 

(véase secci6n 3.2). Por el contrario, el crecimien

to de S resulta ser menor que lineal para cualquier pareja de 

va lores (T ,~).Sólo las versiones más recientes de la teoría 

para S(k,t) (secciones 5.2 y 5.3), fuertemente influenciadas 

por las observaciones "experimentales" que aquí describimos, 11~ 

gana ser consistentes con éstas. Tampoco se presenta crecimieg 

to exponencial en la mayoría de las observaciones que se refie

ren a aleaciones reales (e .g. Wong and Knobler 1977). Sin emba~ 

go una simulaci6n numérica de l a descompisici6n spinodal en un 

fluido Lennard-Jones (Mruzik et al. 1978 )·ha mostrado ur. creci

~iento exponencial de S(k,t) durante los primeros instantes de 

la evoluci6n. El mismo resultado parece haberse octenido er. al 

guna observaci6n aislada referida a mezclas líquidas, circuns

tancia que indica el interés que tendría la realización de nue-
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-.¡as experienci&s par11 tratar de determinar la irilluencia de los 

potenciales intermoleculares y de la estructura del material en 

el fen6meno. 

Se observa tambi~n en la Fig. ~ que las curvas alcanzan 

un máximo para luego decrecer con el tiempo, ccmportamiento que 

todavía es más pronunciado si se consideran las etapas más tar

días del proceso. Puede entenderse este comportamiento teniendo 

en cuenta (Fig. 5) que el máximo de S(k,t) , en funci6n de k, 

se mueve hacia los valores pequeños de k . cuando transcurre el 

tiempo, un hecho que tambi~n está en contradicci6n con las teo

rías convencionales. A este respecto es notable la gran simili

tud que existe entre la Fig. 51 obtenida en una simulaci6n numi 

rica, y la Fig. 3, obtenida en un experimento de scattering so

bre una muestra de Af-Zn; veremos enseguida que esta similitud 

va más allá de la simple observaci6n. 

Todas estas observaciones se repiten prácticamente a 

otras temperaturas y densidades (e.g. Marro et al. 1975, Sur et 

al. 1977). La única diferencia cualitativa consiste en que al 

disminuir el valor de ~ o aumentar el valor de T , de forma 

que el estado inicial (T,~) caiga en las proximidades de la 

curva de coexistencia, se observa que S(k,t) en funci6n de 

no decrece con el tiempo una vez .que ha alcanzado su máximo. E~ 

to se traduce (Fig. E) en que S(k,t) en funci6n de k tiende 

a presentar una envoltura común a todas ,v a curvas, un hecho que 

(según algunas teorías) podría ser indicativo ·de que el estado 

(T, ~) es metaestable o cuasi-metaestable. El análisis de esta 

envoltura común muestra que la "cola" de S(k,t.) puede repre

sentarse aproximadamente mediante una funci6n de Ornstein-Zerni 

ke; 

(25) 
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TEHPERATURE: .59 T 
' 

-~ 
X• _,.. 
(/) 

o 
"? 
Ul 

?.:a 
u· 

N 

o 
(Y') 

>< 
o 
(Y')º 
Xo o. 
(T') .llQ 9,90 19 .llQ 29.10 39.60 '49.50 

~ • Evoulci6n temporal inicial de S(k,t) 
erl1'1.iiici6n del tiempo para distintos valores 
de k en el caso de un modelo 30x30x30 con 

TIME 

q = 0.5 (50% de átomos A ) enfriado a la te~ 
peratura T = 0.59 Te . Al final de cada línea 
se muestra el correspondiente valor def-=30k/2~. 

• 

•• 

, 

z, 

1, 
11 
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donde c1 y c2 son prácticamente independientes del tiempo y 

km(t) representa la posici6n del máximo de S(k,t) en el in~ 

tante t • 

Para obtener una caracterizaci6n cuantitativa de la ev2 

luci6n temporal de S(k,t) , hemos analizado el comportamiento 

con el tiempo del momento 

k • S(k, t) [ ;¡;: S(k,t)] -l (26) 

k 

donde. las sumas están extendidas a todos los valores de k que 

podemos medir en la simulaci6n (esto es, k = (2 T7/L))t donde 

JA = 1,2, ••• ,1~, generalmente). Suponemos entonces un comport~ 

miento asint6tico de la forma (secci6n 5.1) 

(27) 

donde kmd (t) representa el valor (discreto) de k para el 

que S(k,t) es máximo en el instante t • Los valores más ca

racterísticos de a' (para diferentes T y j ) se encuentran 

en el rango 0.19-0.35, los mayores valores corresponden a los 

puntos más pr6ximos a la curva de coexistencia, y ad'!l::'0.7-1.2. 
a'' (Hay que notar, sin embargo, que la hip6tesis sm ..... t , al cog 

trario que la otra en (27), no parece muy afortunada a pesar de 

poder justificarse te6r~~amente; secci6n 5.1.). De acuerdo con 

estos valores, parece ser que los rápidos (a'= Y3) mecanismos 

de evaporaci6n y condensaci6n de gránulos que involucran la teQ 

ría de Lifshitz-Slyozov y similares (secciones 3.3 y 5.3) son 

predominantes en las proximidades de la curva de coexistencia 

(con tal de que no lleguemos hasta un posible estado metaesta

ble, i.e. ~ 9 0.05 como veremos luego) mientras que ~ara ~aye

res densidades, ~ ~ 0.2 , son relevantes los :r:ecanisoos ~~ 5 l e.:l 
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tos (a'= Y6) de difusi6n de gránulos y acomodaci6n de sus su

perficies (secci6n 5.1.). Estudiando la dependencia con el tie~ 

pode a' y a'' (y la de la energía) parece poder concluirse 

tambi~n (Binder et al. 1979) que inicialmente predomina el mee~ 

nismo propuesto por Binder y Stauffer, a'= Y6 , para con el tie~ 

po acabar predominando el de Lifshitz-Slyozov, a'= Y3 • Los va

lores anteriores también coinciden aceptablemente con un modelo 

pro:¡:uesto recientemente por Binder y otros (1978) . 

Con objeto de hacer comparaciones con experimentos rea

les es necesario establecer alguna relaci6r. (al meno~ aproxima 

da) entre las unidades de nuestro modelo y las correspondientes 

en sistemas reales. En éste último caso. la energía necesaria 

para el intercambio de átomos, que ocurren principalmente a tr~ 

vés de vacantes, la proporciona el sistema de fonones. Esto ha-

ce que o( en (16) dependa fuertemente de la temperatura, por 

ejemplo o(= v
0 

exp(- c/>!k3T) donde V
0 

es una frecuencia bási 

ca y 4> la barrera de potencial que tienen que vencer los átomos 

(que suponemos independiente de la configuraci6n del sistema). 

Por otra parte, la expresi6n (16) para la probabilidad muestra 

que cuando el intercambio no produce cambio en la energía del 

sistema (L\U .. =O) 
1.J 

la frecuencia de saltos será Y2 o((T) , lu~ 

go ot_-1 (T) = a
0

2 / 12 D
0

(T) donde a
0 

es el espaciado de la 

red y D
0

(T) es la constante de difusi6n, a la temperatura T, 

de un átomo A en un cristal de átomos B El espaciado de la 

red, a
0 

, es nuestra unidad de longitud (i.e., k = 2Tif-/ L a
0

) 

o 
que podemos tomar (Marro 1975) a

0 
= 3 A • Es interesante notar 

entonces que en el experimento de Rundman y Hilliard (1967) en 

Fig. 3 se tiene a~ O. 2 y a"~ O. 7 , muy pr6ximos a 

los valores encontrados en la simulaci6n numérica. Otros valo

res característicos de la aleaci6n At-Zn son Te = 351.5° C 

± 0.3ºc y f = l.3eV (Gerold 1967, Guyot 1979). Se tiene eg 
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tonces que ~ -l(T) varía desde el valor 10-3 segundos a T = 

= 0.8 Te hasta 50 segundos a T = 0.6 Te • Multiplicando es

tos valores por el número máximo de pasos Monte Garlo que se 

realizaron en nuestros 11 experimentos 11 numéricos, resulta que é§. 

tos son .equivalentes a experimentos reales en los que se sigui~ 

se la evoluci6n del sistema hasta un máximo de algunas horas, 

luego nos encontramos en el régimen temporal adecuado para com

paraciones. En consecuencia, resulta confortable el comprobar 

(Marro et al. 1980) que la mayoría de las observaciones que se 

refieren a la mezcla Al-Zn conducen a valores en los rangos 

O.l<a'<o.3, 0.8<:'a"c::: 3, que son consistentes con los val2 

res obtenidos por nosotros. Por supuesto, estas coincidencias 

parecen reforzar la validez del modelo propuesto en las seccio

nes 4.1 y 4.2. 

La literatura especializaüa presenta también algunos de~ 

acuerdos entre experimentos reales y numéricos. Parece sin em

bargo que estos desacuerdos pueden ser explicados satisfactori~ 

mente (Marro et al. 1980) si se tienen en cuenta los hechos si

guientes: (a) Los exponentes a' y a'' no son independientes del 

tiempo, y ~ es muy sensible a la temperatura de forma que es 

posible que un experimento numérico dado no corresponda al mis

mo intervalo temporal que el experimento real con el que quiera 

compararse. (b) El enfriamiento del sistema ~ es repentino 

en el caso de un experimento real, y la rapidez del proceso de 

enfriamiento parece afectar seriamente la evoluci6n posterior. 

(e) En un experimento real pueden presentarse un buen número de 

procesos competitivos que oscurezcan la descomposición spinodal. 

Se ha estudiado también el comportamiento de los grupos 

de átomos A durante la relajación del sistema. Este estudio 

s6lo tiene sentido en el caso de bajas densidades pues en otro 

caso· se presentan problemas de 11 percolación 11 que aquí no vamos 
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5 considerar puesto que no parecen tener relevancia directa en 

el caso de las aleaciones de inter&s (puede verse Su~ et al. 

1976). Es intersante notar, sin embargo, que estos fen6menos de 

"percolaci6n" (que fueron observados, por ejemplo, para f = 0.2 

y 0.5) no parecen afectar, al menos esencialmente, el comporta

miento temporal de S(k,t), U(t), etc. 

Una vez enfriado, el sistema evoluciona con ~astante r~ 

pidez a un estado en el que casi todos los átomos A pertene-

cen 3 unos pocos grupos de "gran" tamaño. La Fig. 7 presenta una 

secuencia de configuraciones :l.el sistema en '.m caso típico, mieg 

tras que la Fig. 8 es una secuencia de histogramas que nos dan 

idea acerca de la forma de la distribuci6n :l.e tamaños de los gr~ 

pos en otro caso característico. Las propiedades de estas dis

tribuciones nt(t) han sido estudiadas con detalle, pero este 

aspécto será considerado en la secci6n 5.3. S6lo mencionamos ahQ 

ra que el tamaño medio aefinido en (2~ ) se comporta linealmente 

en el tiempo con gran aproximaci6n, 

lCt) + t / 7:. (27) 

en las etapas tardías del proceso (típica:nente t ~ 1000) en tag 

to en cuanto no se presenten fen6menos de "percolaci6n". Este 

comportamiento está de acuerdo con las teorías tipo Lifshitz-

Slyozov y, aproximadamente, con algunos experimentos reales 

( e.g. Laslaz and Guyot 1977). El parámetro .a 
o en (27) varía en 

el rango 7-22 para diferentes densidades a T = 0.59 ·re , mien

tras que los tie:npos dG relajaci6n "?: pueden aproximarse por la 

f6rmula 

' T (28 ) 
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Fig. 7, Sucesi6n de configuraciones correspondientes 
3"CíI'Stintos instantes en la evoluci6n de un ~odelo 
30x30x30 en el caso T = 0.59 Te y y= 0.20. Cada uno 
de los gráficos presenta la distribuci6n de grupos en 
ese instante y el estado configuracional de cuatro sec 
ciones eauidistantes en el sistema. En cada una de es
tas secciones se han utilizado cuatro simbolos: ~de~ 
nota un átomo A "interior" (rodeado por átomos A co 
mo vecinos pr6ximos), * denota un átomo A exterior, -
/ denota un átomo B interior y la ausencia de símbolo 

denota un áto~o B exterior. El gráfico (a) corresponde 
a t=O, esto es, se trata de la configurac.i6n aleatoria 
(T'= CD) inicial. Los gráficos (b) y (e) corresponden 
respectivamente a t = 250 y t = 3897 • Se observa c6-
mo con el transcurso del tiempo los grupos de átomos 
A van haciéndose mayores y más compactos (la forma

ci6n del grupo de 3618 partículas en (b) es atípica y 
accidental, separándose. inmediatamente en varios gru
pos de unas 500 partículas). En cada gráfico se mues
tra también el número de intercambios entre átomos que 
se habían realizado hasta ese momento (N) y la energía 
total del sistema (U) medida como el número total de 
ligaduras A-B dividido por el de nudos en la red 
(27000) • 
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~ • Histogramas correspondientes a la evolu
Cíó!ltemporal de la distribuci6n de grupos, n, 
(en los gráficos "CL"), en funci6n del tamaño en 
el caso de un sistema 50x50x50 con ~ = 0.075 en
friado a la temperatura T = 0.59 Te • El gráfico 
(a) corresponde a t 86 , (b) es para t = 1780 
y (c) para t = 5410 • 
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donde ~s = 0.01~6 representa la densidad en la misma curva de 

coexistencia. 

Se ha escrito la ecuaci6n (28) en el supuesto de que no 

existiese un límite de metaestabilidad en el modelo, hip6tesis 

que hoy día no está confirma.da. Por otra parte, no resulta fá

cil dar una explicaci6n te6rica al exponente 1.67 en (28) que se 

sigue de nuestros datos. Por el contrario, es posible justificar 

usando sencillos argumentos (Marro et al. 1980) una dependencia 

del tipo -C<(,( f - f')-2/3 ; el mejor acuerdo entre esta ecuaci6n 

y nuestros valores "experimentales" de e (~) se obtiene enton-

ces para 

~· 0.038 ± 0.007 T (29) 

que, en consecuencia , podría interpretarse como el límite de m~ 

taestabilidad (o curva "spinodal") de nuestro modelo a esa tem

peratura. Es interesante notar que el valor (29), cuya obtenci6n 

está muy lejos de ser rigurosa ni definitva, es consistente con 

otros estudios independientes del límite de metaestabilidad ba 

sados en el análisis de la evoluci6n temporal de la funci6n de 

estructura y de la distribuci6n de núcleos (Marro et al . 1975, 

1979, 1980, Penrose et al. 1978, etc. ; v~ase secci6n 5.3). En 

todo caso el valor (29) hay que tomarlo indicativo puesto que la 

transici6n entre estados inestables y metaestables parece reali 

zarse de forma muy gradual y nunca se ha detectado una transi

ci6n abrupta como la que predicen las teorías clásicas o la f6E 

mula r.,(,(~ - f')-2/3. 

Al comparar nuestros ~esultados con experimentos y est~ 

dios te6ricos hemos de recordar que estos últimos se refieren a 

sistemas de tamaño macrosc6pico (N - CD ) de forma que k se 

transforma en una variable continua y S(k,t) en una funci6n 
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contínua de k • En este límite la suma en (20) se transforma 

en la integral 

~ k' 

o 

k2 SM(k,t) dk 1 - c 2 
. 

(1/3)(4-TI k'3)= (2 r7)3 

(30) 

donde SM(k,t) es la funci6n de estructura "macrosc6pica" con 

promedio circular. Esta es la funci6n sobre la que queríamos o~ 

tener informaci6n a partir de las simulaciones num€ricas, y la 

raz6n por la que se han calculado los momentos 

ftf 
kn(t) -¿ kn (h S(k,t ¿_ S(k,t) 

' 
n 1,2 (31) 

fl=l jt=l 

con )A f = 10(L=30) o bien flf = ·14-(L=50). Se observa entonces 

(Marro et al. 1979, 1980) que el cociente 2 
k2/kl es esencial-

mente independiente de t , lo que sugiere que nuestra S(k,t) 

con argumento discreto k podría estar relacionada con una "fug 

ci6n de escala" de forma que 

S(k,t) b(t) F(k/K(t) ) (32) 

donde F(x) es una funci6n contínua que describe la SM(k,t) m~ 

crosc6pica. En consecuencia, si la funci6n SM ha de tener prQ 

piedades de escala, ha de tenerse SM(k,t) C3(t) F(k/K(t) ) . 
N6tese que se llega a una expresi6n similar, 3"' SM(k,t)=R F(k R), 

suponiendo que el diámetro R de los gránulos es la Única lon

gitud de escala en el problema (e.g. Furukawa 1979). En estos 

supuestos, podemos calcular la funci6n F(x) a partir de la si 

mulaci6n num~rica, y comprobar la hip6tesis de escala (32), defi 

niendo una funci6n de dos variables 

rf 

F(k/k1(t)¡t) : k{ (t)S(k,t)/2=_ k2S(k,t): k{ (t)S(k,t) , ( 33) 
. '/ f=l 
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y comprobando si F(x;t) = F(x) , independiente de t • Como 

muestra la Fig. 9 en un caso típico, este parece ser el caso si 

se excluyen los datos correspondientes a la evoluci6n más tem

prana (e.g. t <1000 en un experimento que se realizó hasta t= 

= 7000), al menos para f <i' 0.05 y T < T c (Marro et al.1980). 

Hasta el momento no ha podido comprobarse si esta propiedad se 

presenta tambi~n en materiales reales, pero es clara la impor

tancia que presenta su análisis experimental y te6rico. 

5. Teorías semifenomenol6gicas 

Los experimentos num~ricos descritos en las secciones 

anteriores han impulsado una serie de desarrollos te6ricos "se

mifenomenol6gicos" (que incorporan la inform~ci6n obtenida en 

esas simulaciones) que han supuesto tambi~n un claro avance en 

la interpretaci6n de los experimentos sobre sustancias reales 

y en nuestro conocimiento de los procesos involucrados. 

5.1. Desarrollos de Binder y Stauffer 

El trabajo de Binder y Stauffer (1974), que supone el 

proceso físico gobernado por la difusión de grandes gránulos ri 

cos en una de las especies (i.e . , "grupos" de átomos A )condu

ce a predicciones muy definidas acerca de los parámetros más c~ 

racteristicos del fen6meno. 

Sea un "grupo" en el sistema con volumen Vt que, a b~ 

jas temepraturas, será proporcional al "tamaño" l . De acuerdo 

con la cin~tica del modelo (secci6n 4.1) se verificarán inter

cambios aleatorios entre partículas A de la superficie del 

grupo y partículas B de los alrededores. Si el grupo es sufí-

cientemente compacto, la frecuencia de estos intercambios puede 

tomarse proporcional a v:l3 y suponer que dos intercambios de 

signo opuesto moverán el centro de masas del grupo en una canti 
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Fig. 9 . Gr~fico (~enerado con la computadora) 
~funci6n F(x) (eje vertical) en funci6n 
de x • k/k1 en el caso de un sistema 30x30x30 
con ~ = 0.20 enfriado a T = 0.59 Te • Cada 
uno de los números (entre O y 9) corresponde a 
un valor distinto de t , todos ellos en el ra~ 
go 1000 ~ t" 3593 • En consecuencia, la fi~ra 
nos proporciona la forma de la funci6n F(x), 
independiente del tiempo en el rango indicado. 
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dad proporcional a 1/Vi • Esto sugiere una difusi6n aleatoria, 
2 V 2/3 v-4/3 con un coeficiente de la forma D t. """' (1/V L) . L L ' 

durante la cual el grupo puede crecer por absorci6n de otros 

grupos. Puede suponerse entonces que un grupo que recorra la di~ 

tancia media entre grupos ( ,.,, V L 1/3 ) en el tiempo A t crece

rá 6. V!.""' Vl , de manera que v/13,...,. Di. .ll t y (dVL / dt) "" 

Vl D V - 213 ,.,, V -l • Así, el volumen crece 
t L t 

T« T e (34-) 

Razonamientos dimensionales similares conducen con facili 

dad (Binder y Stauffer 1974, Marro 1975) a predicciones acerca 

del comportamiento de la energía del sistema en tres circunstag 

cías diferenciadas (T<< Te , T ~Te , T >Te) y, lo que es ::iás 

importante aquí, acerca de la evoluci6n temporal de la funci6n 

de estructura si se hacen hip6tesis acerca de la forma general 

de esta funci6n. Así se obtiene que, designando por k;1 (t) la 

longitud media característica de. los clusters (presumiblemente 

km(t) designaría entonces la posici6n del máximo de S(k,t~, 

se tiene 

k (t)""' t-a' 
m a' = 1/6 

5.2. Análisis de Langer y colaboradores 

T<< T e 

T« T e 

(35) 

El trabajo de Langer y colaboradores (Langer 1973 , Lan 

ger et al. 1975), que tambilin está basado en buena ::iedida e!l lo.s 

resultados de los experimentos numliricos, supone una generaliz~ 

ci6n y hace riguroso el descrito en la secci6n 3. 2 . Descansa 
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tambi~n en una energía libre funcional de la forma (2), pero 

constituye una 1ormulaci6n mucho más elaborada del fen6meno ba

sada en la importancia de las fluctuaciones térmicas y de los 

efectos no-lineales. Las fluctuaciones se tienen en cuenta sup.Q. 

niendo que los movimientos at6micos son consecuencia de la in

teracci6n con el sistema de fonones (vibraciones de la red) del 

material, en el mismo sentido que el modelo de los experimentos 

numéricos. 

En definitiva, se supone que el sistema evoluciona de 

acuerdo con una ecuaci6n maestra de la forma (13). Definiendo 

la distribuci6n funcional ~ f c 1 en el espacio de funciones 

c (E) donde E se refiere a una pequeña regi6n en el sistema, 

la teoría transforma aquella ecuaci6n maestra en el límite con

tínuo a 

(36) 

Por contracci6n de esta ecuación, se puede llegar a una expre

sión de la forma 

?s~k 2 t) - 2Mk2 [ K k2S(k,t) + ..íl (k,t)-kBT J 
'O t ' 

(37) 

usando la misma notaci6n que en la secci6n 3 . 2, con 

(]) 

(t f) s (k t) _{2_(k,t) ¿ _1 __ 

(r.-1) ! '() n n ' 
n=2 c c=c 

(38) 

donde Sn representa la transformada de Fourier de una funci6n 

de cor~elaci6n de orden n , s2 ; S(k,t). 

La ecuaci6n (37) no es cerrada, de manera que es neces~ 

~io introducir aproximaciones en ella si quiere utilizarse en 

un cálculo concreto. De hecho, diferentes aproximaciones acerca 
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de la funci6n .í2. conducen a las distintas teorías conocidas. Por 

ejemplo, si se toma ..íl.. = [ ? 2
f(c)/';lc

2 ] S(k,t) se obtiene la 

ecuaci6n de Cook (1970) que tiene esencialmente el mismo compo~ 

tamiento que la ecuaci6n lineal de Cahn y Hilliard. Langer et 

al. (1975) toman en sus cálculos Jl = A(t) S(k,t) , donde A(t) 

depende de f(c) y de S(k,t) en una forma fuertemente no li

neal (pero es independiente de k), obteniendo un sorprendente 

primer acuerdo con los resultados de algunos experimentos numé-

ricos en el caso de un 50% de átomos A ( Marro et al. 1975). 

5.3. Hacia una teoría cinética 

Recientemente se ha venido comprobando que el acuerdo 

entre el análisis de Langer et al. (1975) y los experimentos n~ 

méricos y reales no es tan afortunado en el caso de otras comp2 

siciones (distintas del 50%) que tienen más interés práctico. 

Además ese análisis involucra cálculos aproximados cuya natural.!!_ 

za no es fácilmente comprensible. En todo caso, la teoría de 

Langer y colaboradores está siendo sujeta a generalizaciones y 

mejoras que se muestran muy prometedoras (Kawasaki et al. 1978, 

Furukawa 1979, Langer and Schwartz 1980, Marro et al. 1980, etc.) 

Otros desarrollos (Binder 1977, Penrose et al. 1978, M~ 

rro et al. 1980, Buhagiar and Penrose 1980) derivan de las teo

rías de nucleaci6n comentadas en la secci6n 3.3 y tratan depla~ 

mar cuantitativamente las ir'leas cualitativas de la secci6n 2. 

En definitiva, se sigue el método de Becker y Doring (1935) que 

consiste en aplicar teoría cinética al sistema considerado como 

una mezcla de gránulos de átomos A con diferentes tamaños. Tr~ 

tamos ahora de describir rápidamente estos desarrollos que pue

den encontrarse con más detalle en las referencias citadas arri 

ba. 

Lebowitz y Penrose (1977) han encontrado límites s upe-
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rior ·e inferior rigurosos para la distribuci6n del equilibrio 

de gránulos o grupos de átomos A nt , en el caso de peque-

ñas "fugacidades" z (i.e., pequeñas densidades de átomos A ) • 

Estos límites son consistentes con la expresi6n 

l 1,2, .... (39) 

donde Ql es la "funci6n de partici6n" correspondiente a los 

grupos de tamaño l , definida 

límite '[_ exp [ -E(o( )/kBT J (40) 

L-CD o( 

donde E (p() es la energía del grupo ~ , y la suma está exten

dida a todos los grupos o( de tamaño l . Esta funci6n puede cal 

cularse para pe
1
queños valores de l y, por ejemplo, se tiene en 

nuestro modelo en el caso T = 0.6 Te y ~ = 0.075: 

con gran exactitud, f6rmula que proporciona un m~todo para ex

trapolar Q l para valores l "/' 10 que son los que más interesan 

en el estudio de la nucleaci6n y la metaestabilidad. 

Al estudiar la dinámica de esos grupos puede comenzarse 

haciendo la hip6tesis (satisfactoria en la etapa de nucleaci6n; 

c.f. secci6n 2) de que los Únicos proce~os que cambian su tama

ño son la absorci6n y emisi6n de mon6meros CL=l) por grupos de 

tamaño arbitrario. Esto es, 

J t-1 ( t ~ 2) (42) 

donde Jt representa la rapidez r..eta con que un grupo de tanaño 
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l se convierte en otro de tamaño t +l. No es díficil conven-

cerse entonces (Penrose et al. 1973) ce las relaciones 

( l ~l) (4-3) 

aJ 

~ - ¿ 
l =2 

l ni ( L¡.1!.) 

Estas f6rmulas permiten calcular magnitudes tales como la rapi

dez de nucleación si se dispone de expresiones para los coefi-

cientes al y b~+l • Por "bslance detallado" y :isando (39) 

se tiene inmediatamente bt+l = ªL Q!/Ql+l , y los coeficientes 

ªt pueden obtenerse considerando la cin~tica de la interacci6n 

entre un grupo l y un mon6mero. Puesto qua, para valores sufi

cientemente grandes de t (los más imnortantes en nucleaci6n), 

parece (Rae et al. 1976) que el proceso es controlado por difu

si6n, no es difícil llegar a una expresi6n ªl ~ o.65Cl-2)1/3, 

como se hace en Penrose et al. 1978, ap~ndice A • 

Las estimaciones del orden de magnitud de la rapidez de 

nucleaci6n usando las ecuaciones anteriores resultan estar de 

acuerdo con los experimentos num~ricos (secci6n 4-.3.). Por eje~ 

P.lo, se tiene de (4-2)-(44), para T = 0.59 Te , que los estados 

con ~ <: 0.035 parecen ser metaestables mientras que para f>0.05 

es dudoso que lo sean. Estas estimaciones conc:ierdan con el va-

lor (29) sugerido para el límite de metaestabilidad y contras

tan con el valor~·= 0.223 de las teorías del campo medio y con 

el valor f = 0.174- que sugieren otros análisis (v~ase, por 

ejemplo, Fig. 1 de Sur et al. 1977). 

A partir de la for~aci6n de los primeros núcleos, y ~a~ 

ta qua ~stos llegan a formar gránulos observables, puede supo-

nerse que el proceso es controlado por transporte, principalmeg 

te de materia, que sa realiza por difusi6n (secci6n 2). Escri-
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oiendo (43) en la forma 

(45) 

donde D el coe-

ficiente de difusi6n para los mon6meros y Rt el radio de un 

grupo l (supuesto esférico), puede interpretarse el término V¿nl 

como la rapidez media de crecimiento de los grupos de tamaño l . 

El Óltimo término en (45) representaría entonces las fluctuaciQ 

nes alrededor de este valor medio, fluctuaciones que pueden de~ 

preciarse para grande; se tiene así J¿ ~vLnl (n
1
-z¿). Usa.!! 

do ( 41), y definiendo l"° como el tamaño de un grupo que se en

cuentra en equilibrio con ·.ina concentraci6n n
1 

· de monómeros, 

(46) 

donde zs .es la concentraci6n de mon6meros en el "vapor" satu

rado, se tiene que la rapidez de crecimiento de un grupo de ta

maño l viene dada en promedio por 

V 
l -
~ 
dt 

A [ ( ;.f -l] (47) 

donde A es una constante. 

Tal como esperábamos (secci6n 2) (47) predice que los 

gránulos con tamaño superior a cierto tamaño crítico ~"' tende

rán a crecer, mientras que aquéllos can ~ < e*' se contraerán y, 

eventualmente, desaparecerán. Justamente después de l a etapa de 

nucleaci6n es ~ '7 f r de manera que el gránulo crece. Pero este 

crecimiento se hace a expensas de los mon6meros , luego n1 di~ 

minuirá y, por tanto (ecuaci 6n (46)), l~ aumentará. En consecue.!! 

cia, un gránulo está siempre expuesto a quedarse por debajo del 
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tamaño crítico y, así, a desaparecer con el tiempo. 

En las últimas etapas C.el proceso ( t grande) puede in-

terpretarse t como una variable continua. Adem~s, las ecuacio-

nes anteriores pueden simplificarse a ceptando la sugerencia 

(Lifshitz and Slyozov 1961), confirmada en los experimentos nu-

m6ricos, de que en esas etapa s es 

K cte. (4-8) 

Puede entonces usarse l~ como variable temporal y resolver l a 

ecuaci6n diferencial resultante de (4-2), 

1E._ ro (-ve) ,v A fc.r -1] 
Id t ?t 

(4-9) 

por el m6todo de características, llegando a 

n h gCt, e') r [tn t* + ~ cl;t*)] 
n 

(50) 

donde "/l es una funci6n arbitraria y o/ está definida 

X dx 
~ (x) ) e A / K (51) 

o 

Además, la función o/ puede determinarse exigiendo que el sist~ 

ma está bien separado en dos fases (por una parte mon6meros que 

constituyen la fase "vapor", y por ctra parte la fase "líquida" 

constituida por gránulos intermedios y grandes), que el número 

de partículas en estas fases es práctica.mente constante, y que 

la densidad de mon6merosesprácticament e despreciable. En es-

tas condiciones, que se verifican congt'an aproximaci6n en la úl 
tima etapa en el caso de los experi~entos numéricos, se tiene 
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lf! (x) cte . (52 ) 

de donde 

't' 
g( l ' t ) cte. exp (53) 

Hemos resuelto numéricamente estas ecuacio~es con pará

metros correspondientes a nuestro modelo, y los resultados han 

sido comparados con simulaciones numéricas (para T = 0.59 Te , 

~ = 0.075 ; en la actualidad se están estudiando otras densid~ 

des), obteniendo un acuerdo notable. Por ejemplo, como comprob~ 

ción de la teoría anterior pueden compararse los va lores teóri

cos y observados para <f¡ (x) : 

X 0.01 0.03 0.05 0.07 0.09 0.11 

e/> (x), teoría 0.19 0.59 1.10 1.6'+ 2 .15 2.61 

</> (x) 0.20 0.61 
"experimento" 

1.07 1.62 2.23 2.57 

Por supuesto, existen algunas discrepancias que todavía 

han de ser explicadas, y esta teoría tan sencilla es suscepti

ble de mejoras. Por ejemplo, las observaciones experimentales 

tomadas en conjunto requieren una función I/' de la forma 

\j' (x) e e-'+x/3 
1 

e e-5x/3 
2 (5'+) 

donde sólo es lícito quedarse con el primer término, como se h~ 

ce en (52), en los ~ltimos pasos de la etapa de agrupamiento. 

Tambieñ, para que converja la integral correspondiente a la f=

se líquida en la ecuación continua correspondiente a ('+'+), 
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CD 

l n dl (55) 

o 

es necesario tener C = A / K 6. 75 en la definici6n de cp • 

Por el ccntrario, los experimentos numéricos conducen a C <!:: 4 , 

sugiriendo que los resultados te6ricos anteriores no pueden ex

trapolarse a l arbitrariamente grande. 

Las ideas anteriores tamcién se confirman en el caso de 

algunos experimentos de difracci6n de Rayos X y microscopía elec

tr6nica; por ejemplo en los de Ardell et al. (1969) referidos a 

la aleaci6n Ni-AL , y los de Datta y Soffa (1976) que se refie

ren a Cu-Ti. Es notable el hecho de que tomando datos de estos 

trabajos ·también se consigue el mejor acuerdo con C~4. 

6. Conclusi6n 

Se ha discutido el problema de la formaci6n de núcleos 

y gránulos de la fase minoritaria cuando se enfría rápidamente 

una mezcla binaria, por ejemplo una aleaci6n del tipo At-Zn • 

Se trata de un caso típico de transici6n de fase en el que int~ 

resa la relajaci6n del sistema desde un estado homogéneo que no 

es de equilibrio (e.g. aleaci6n fundida, sustancia ferromagnéti 

ca, vapor de agua, •••• cuyas temperaturas acaban de ser desceg 

didas repentinamente). 

Existen teorías metalúrgicas (fenomenol6gicas) y de ca~ 

po medio que presentan serias discrepancias con los experimentos 

más fiables de dispersión de rayos X y neutrones lentos, y 

con los experimentos de microscopía electr6nica ) • Sin 

embargo, no es fácil concluir definitivamente acerca del signi-

ficado de esas discrepancias puesto que los experimentos corre~ 

pendientes son de muy difícil realizaci6n, y suelen presentarse 

en los materiales reales efectos competitivos que oscurecen el 
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fen6meno en estudio. 

La situación resulta ser extraordinariamente apropiada 

para la realizaci6n de simulaciones o "experimentos" i:rnméricos 

sobre un modelo ideal apropiado utilizando las llamadas técni

cas Monte Carlo que hacen un uso extensivo de números (seudo-) 

aleatorios. Hemos descrito el modelo y las técnicas utilizadas 

para simular su evoluci6n temporal; modelo y técnicas están b~ 

sados en los principios de la Física y tratan de reproducir el 

comportamiento de un sistema real en el que s6lo se verificase 

el proceso cuyo estudio interesa. Los resultados que se obtie

nen en estas simulaciones presentan gran similitud, inclusocuag 

titativa (cuando se usan los parámetros apropiados), con algu

nas observaciones en sistemas reales. En todo caso, las discre

pancias entre unas y otras han podido ser justificadas. Conclui 

mos entonces que el modelo, y la simulaci6n de su evoluci6n te~ 

poral, captan las características físicas esenciales de los pr.Q_ 

cesos que ocurren en una mezcla binaria real cuando es enfria

da. 

Si se admite esta conclusión, ha de admitirse 

que toda teoría que trate de describir esos procesos reales ha 

de ser capaz también de describir cuantitativamente el comport~ 

miento de nuestro modelo. En conse?uencia, el modelo constituye 

una comprobaci6n excelente de las teorías, tal como hemos mos

trado a lo largo ~a este trabajo. Más importante todavía, dada 

la flexibilidad del modelo éste puede usarse para identificar 

las etapas físicas más importantes del fen6meno que han de ser 

incorporadas en la teoría. Y, en efecto, hemos mostrado la for

ma de construir una teoría semifenomenológica, que incorpora 

nuestros conocimientos obtenidos a partir de las simulaciones, 

y que constituye un primer paso importante en la formulaciónpr~ 

cisa de estos fenómenos. 
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En definitiva, la realizaci6n de simulaciones ~uméri

cas ha permitido el desarrollo de los primeros pasos de un3 

teoría apropiada que mejora notablemente las anteriores. Se ha 

llegado así a un mejor conocimiento de los procesos físicos 

más importantes que tienenlugar después del enfriamiento rápi

do de cierto tipo de aleaciones binarias : Al-Zn, Cu-Ti, Ni-Si 

Au-Pt, Ni-Al , etc. Este estudio tiene pués trascendencia tam

bién en la manipulaci6n de las propiedades de aleaciones con 

importantes aplicaciones en la industria. El ~étodo desarroll~ 

do en este trabajo, en particular la realizaci6n de "experimeg 

tos" numéricos del tipo general descrito, puede conducir a pr2 

gresos similares en otros problemas de la Física, te6rica o 

aplicada, e incluso en otras disciplinas. 
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