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Este trabajo consta de dos partes marcadamente dife-
renciadas, a pesar de que ambas se integran en el contex-
to de las teorias de cohomologia generalizadas.

én la primera parte estudio los grupos K de los espa-
cios de Eilenberg-Maclane, generalizando los resultesdos de
Anderson-Hodgkin (1.1) para grupos numerables, utilizando
un "teorema de coeficientes universales" demostrado por
Yosimura (1.9).

La segunda parte trata un problema que emana de la teo-
ria de homotopia de poliedros infinitos. Estudio las apli-
caciones fantasma entre poliedros y expongo condiciones ne-
cesarias y suficientes para su existencia, principalmente
en términos de la sucesidn espectral de Atiyah-Hirzebruch
(2.4), que aplico a distintos casos concretos. Algunos de
los resultados expuestos son generalizados en el Gltimo

apartado usando las técnicas de localizacidn.
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1. TEORIA K DE LOS COMPLEJOS DE EILENBERG-MACLANE

l.1. Algunas definiciones

El grupo unitario infinito U= colim U(n) puede dotar-
se de una estructura de CW-complejo. Por tanto, su espacio
de lazos QU es del tipo de homotopia de un CW-complejo.

El espectro unitario infinito

N ; neZ}

{'U si n es par
u = . .
n |QU si n es impar
SU~—SU la aplicacién adjunta de la
equivalencia homotdpica
g_ = V2 .
n U—Q=U, n impar
SQU—U 1la aplicacidn adjunta de lQU’
n par

nos permite la definicidn de una teoria de cohomologia K*

en la categorfa C_ de los espacios punteados del mismo ti-

¥*

po de homotopia que un CW-complejo. La definicidn es

KM(x) = [x,u 1 XeOb C,

Ademds, siguiendo a G. Whitehead, el espectro anterior

nos permite, también, definir una teoria de homologia E*,
igualmente en C,, de la siguiente manera:
En(X) = n_(XAU) Xedb C,

donde A indica el producto reducido y si §,={E

n; en; ne Z}

es un espectro en C_, nn(f) estd definido como colimite

del siguiente diagrama



D _— —_— ...
n(g’) l( -n+l) ”2( n+2)
e A9 (£ ) -9, E )e—s...
”n+m( m) ”n+m+l( m+l) !
de’ : E)—— SE ) —— E .
donde ® "n+m( nﬂ susp- nn+m+l( m) €n nn+m+l( m+l?

1.2. Exposicidén de resultados

En 1961, M. Atiyah (1.3) obtuvo el siguiente resultado:

1.2.1. Teorema - S5Si G es un grupo finito y el complejo de

Eilenberg-Maclane K(G,1) posee esqueletos finitos, entonces

1im K*(K(G,1)") = A(B),
donde ﬁ(G) indica la completacidn del anillo de representa-

ciones complejas de G.
Ahora podemos, ademds, afirmar que

K*(K(G,1)) = lim K*(K(G,1)™) ;
basta aplicar, por ejemplo, el teorema de Gray (1.5) ( ¢ es
isomorfismo si y sdlo si ﬁ”(X,nn+lB) es finito para todo n)

(véase también el apartado 2.5.). Asi pues, para G finito

~

K*(K(G,1)) = R(G).

En 1968, Anderson y Hodgkin (1.1) se apoyan en el resul-
tado de Atiyah (sdélo para grupos abelianos) y en la sucesidn
espectral de Rothenberg-Steenrod (1.6) y demuestran el si-

guiente resultado:
1.2.2. Jeorema 5i 6 es un grupo numerable, entonces

K*(K(G,n)) = H**(K(GeQ),n)



para n »3 y también para n=2 si G es un grupo de torsidn.
fgpar o pimpar,

(Aqui, FH** = H H
1.2.3. Lorolario Para todo grupo de torsién numereble y
para todo n 22, ﬁ*(K(G,n)) = 0.

En 1973, J.W.Vick (1.7) extiende la forma homolégica
de la sucesidn espectral de Rothenberg-Steenrod a teorias
de homologia multiplicativas arbitrarias, lo que le permite

dualizar los resultados de Anderson-Hodgkin.

Los resultados siguientes, demostrados también indepen-
dientemente, por Z. Yosimura (1.10), eliminan las condicio-
nes de-numerabilidad contenidas en el teorema 1.2.2. y ge-
neralizan, por tanto, los resultados de Anderson-Hodgkin

asi como los de Vick.

1.2.4. Teorema Sea G un grupo abeliano. Se verifica
(i) K*(K(G,n), Zq) =0
(ii) K, (K(G,n)) = H,,(K(G,n)) ® Q

para n »3 y también para n=2 si G es de torsidn.

1.2.5. Teorema Sea G un grupo abeliano. Se verifica
(1) K*(K(G,n); z) =0
(ii) K*(K(G,n)) = Ext (A, (K(G,n)) ® Q@ , Z)

para n 23 y también para n=2 si G es de torsidn.
En particular

1.2.6. Corolario 5i G es un grupo abeliano de torsidén y

n22, se verifica K*(K(G,n)) = O.



1.3. Algunos lemas

Para demostrar los teoremas 1.2.4.y 1.2.5 necesitamos

los siguientes lemas.

1.3.1. Lema (Yosimura (1.9)) Existe una "sucesidn de coe-
ficientes" exacta

00— Ext(Kn_; (X),2) =K (X)—sHom (K, (X),Z)—>0

Demostracidn:
En. primer lugar, un caso particular:
A) S5i H, (W) es un grupo abeliano libre; entonces
K*(W) = Hom (K_(W),Z).
Indiquemos por E; q y Ez’q las sucesiones espectra-
’

les de Atiyah-Hirzebruch asociadas a K, (W) y K*(W) res-

pectivamente. E1 homomorfismo  K*(W)——>Hom (K (W),Z) in-

duce un homomorfismo Ez’q—————;Hom (Er q,Z). Pero, para
’
todo gq par, E2 q = H (W) es un grupo abeliano libre y
P» P

las diferenciales en la sucesidn espectral de Atiyah-Hirze-

bruch aplican E2 en un‘subgrupo de torsién del grupo

P,q
2 . . .
E frel” Asi pues, todas las diferenciales son cero y
p-T,q+r-
EY degenera.
pP»q

Por otra parté H*(W) = Hom (H,(W),Z). Resulta de esto
que EZ’q también degenefa'y, por lo tanto, K*(W) es iso-
morfo a Hom(K*(W),Z).

B) Existe una sucesidn espectral Eg’q asociada a K*(X)
en la que Eg’q = Extp(Kp+q(X),Z).

Para cada CW-complejo X existe un diagrama
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X=X €5 X CsX, X Cs...

[ A

W . e
wo wl w2 3

donde
a) W.—mX. — X, es una cofibracién, para todo i,
i i i+l
b) Hq(wi) es un grupo abeliano libre, para todo i,q,
c) Kq(wi)———>Kq(Xi) es un epimorfismo, para todo 1i,q.
(Véase, por ejemplo, F. Adams, L. N. in Math. 99, Lecture 1)

Consideremos ahora la filtracidn
* = X/X = xD/ch_,xl/XD;,xz/ch_, L XX, X =Uxi

Asociada a esta filtracidn existe una sucesidn espectral de

K*(i/X), en la que

gP O _ Kp+_q+l(x /X )
r p+l p *
w . L 4
Pero, puesto que ﬁ__axp__axp+l es una cofibracidn,
kPPl x) = kP ).

p+l p p
Resulta de lo anterior que E;* es la homologia del complejo

er = (€] 0 Kkx () k=W ) kP W) L
o 1 2

Pero, en virtud de A), K*(Wi) es isomorfo a Hom(K*(wi),Z).

Esto significa que E;* es la homologia del complejo

Co ={C } : D—Hom(K, (W ),Z)—sHom(K, (W ),Z)—...
¥* p ¥* o

*+1
Por otra parte,

K (W) K (W) =K (X) — D

es una resolucidn Z-libre de K (X). Asi pues,

Equ = Hp(Cp) = Extp(Kp+q(X),Z)-
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Estamos, ahora, en condiciones de demostrar el lema:

Consideremos la resolucidn Z-libre de K, (X)

--——+K*+i(Wi)——+...——>K*+1(Wl)——+K*(WD)——$K*(X)——+U

A

*

Para todo p-1 # 0 se obtiene

IR

-1
ExtP(K  (X),2) = ExtP™(a  ,2) = 0O,
p+q

p+q
ya que A_ es un subgrupo del grupo abeliano K*(WD).
Asi pues,
Eg’q =0 para todo p # 0,1,
E%’q - Hom(Kq(X),Z),
E2’q = Ext(Kq_l(X),Z),

de lo cual resulta el lema. 1.3.1.

1.3.2. Lema Sea h una teorfa de homologia reducida de-
finida en C, a través de un espectro £ , y sea {Xi} un

sistema directo de CW-complejos. Se verifica entonces

~

h (colim X.) 2 colim h (X.).
n i n i

Demostracidn:

Ya que x_conmuta con los colimites, se tiene
n

h (colim X.) = n (colim X. A€ ) = 5 (colim(X.AE&) =
n i n i n i

colim 5 (X. A &) = colim h (X.).
n i n i

r

1

1.3.3. Lema (i) Rn(x,m/z) colim Rn(x,zq)
(11) K_(x,Q) = A, (X) ® Q.

Antes de demostrar el lema, permitaseme un pequefo in-
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~

ciso sobre la definicidn de K, ( ,Zq), K.(,Q) y K, (,0/2).

*

El CW-complejo punteado M = SliLCSl = Cq, donde g in-
dica al mismo tiempo la muitiplicacién por q, s un espa-
cio de Moore (Zq,l) y también un espacio de co-Moore
(z ,2), para todo ge€N.

A 5i ordenamos el conjunto N por divisibilidad, dotamos
a N de una estructura de sistema directo. Asi pues, tenemos
sendos sistemas directos {Sl, £ =r} ,{Mq,gq =T = rUCl}.

g,T q,T

P
ongamos 1

5 = colim {S } ,

M

1

coiim M .
(M)
Resulta, asi, que
S es un espacio de Moore (Q,1),
M es un espacio de Moore (Q/Z,1).

Entonces se definen

K (X,Z ) =K _(XaAM)
_n q ~n+l q

K (X,Q) =K (XAS)

.n _n+l

K (X,Q/Z)= K (X AM)
n n+l

Las teorias de homologia que asi se obtienen son evi-

dentemente aditivas.

Demostracidén del lema 1.3.3.:

Sollm Kn+l(X/\Mq) = Kn+l(ccllm(X/\Mq))=
K

XAM) = Kn(x,m/Z).

(i) colim K (X,Z )
n"'q

1§

n+l(

(ii) Aplicando el teorema de Dold y el lema 1.3.2.
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1.3.4. Lema E*(x,zq) =0 siy sélosiK,_(X,z ) =0.
I q

Demostracidn:

~ ~ 1 ~
K'(x,z ) = R"™(XAM ) = Ext(R _(XAM ),Z) =
q q n+l q

= Ext(Kn+l(X,Zq),Z),

como resulta de aplicar el lema 1.3.1.

Pero, puesto que En+l(X,Zq) es un grupo abeliano de torsidn,
Kn+l(x’zq) es trivial si y sélo si lo es Ext(Kn+l(X,Zq),Z).
1.3.5. Lema Existe una sucesidn exacta larga

coe— R (X) — R (X,0) — K (X,0/2) —> K _(X) —>...
n n n n+l

Demostracidn:
. . 1 .
Las inclusiones 5 —3yM y las proyecciones M —5
q q
nos proporcionan una cofibracidn

st %35 —5m —35°

2 1 1
es decir, 5 = susp S y M==Cp =5 U¢CS , a mencs de
una equivalencia homotdpica.
La sucesidn del lema estd, entonces, inducida por esta

cofibracidn.

1.4. Demostracidn de los teoremas 1.2.4. v 1.2.5.

Sea G un grupo abeliano arbitrario y n >3, o bien G
un grupo abeliano de torsidn y n2 2.
Sea K(G,n) el complejo de Eilenberg-Maclane standard.

Designemos por {Gi} la familia de los subgrupos de tipo
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finito de G. Entonces {K(Gi,n)}i es un sistema directo de
subcomplejos de K(G,n). Pero, puesto que los funtores de
homotopia conmutan con los colimites, colim K(Gi,n) es
homotdpicamente equivalente a K(G,n).

Por otra parte, puesto que ﬁ*(K(Gi® g,n)) es un mdédulo
sobre Q, ﬁ*(K(Gis Q,n),Zq) es trivial. Asi pues, la suce-
sidn espectral de Atiyah-Hirzebruch de K*(K(Gi® D,n),Zq)
degenera y K*(K(Gi® D,n),Zq) = 0. Pero, en virtud del
teorema de Anderson-Hodgkin, es, entonces

R*(K(Gi,n),zq) = 0.
El lema 1.3.4. implica, entonces, que
R*(K(Gi,n),zq) =0
y, en virtud de 1.3.3.(i)
E*(K(Gi,n),n/z) = 0.
Ahora bien, por 1.3.2., se tiene
K,(K(G,n)) = K _(K(G,n),Q).
El teorema de Dold acaba, entonces, la demostracidn de
1.2.4,
La demostracidén del teorema 1.2.5. resulta a partir

de 1.2.4. y del lema 1.3.1.
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2. LCOHOMOLOGIA DE LOS COMPLEJOS INFINITOS:

APLICACIONES FANTASMA

2.0. Introduccidn

En esta segunda, y principal, parte del trabajo me ocu-
po dels estudio de condiciones necesarias y suficientes para
la existencia de aplicaciones fantasma entre espacios (apli-
caciones que no son nulhomotopas pero si lo son restringidas
a cada esqueleto).

El problema procede ( y tiene sus aplicaciones mis in-
teresantes) del estudio de teorias de cohomologia, pero pue-
de generalizarse (y de hecho asi lo he hecho) a funtores de
homotopia. Las aplicaciones fantasma de un poliedro X en un
espacio B vienen dadas por el ndcleo del epimorfismo

$ :[X,B] —— Lim [X",B]
definido por restriccidn de las aplicaciones de X en B a los
esqueletos X" de X.

Las condiciones cldsicas para la existencia de aplica-
ciones fantasma tienen su raiz en el resultado de J. Milnor
(2.19) que caracteriza el nicleo de § mediante el funtor
primer derivado (por la derecha) del limite del sistema
{[SX”,B]}. (sX" indica la suspensidn de x"). De este resul-
tado se deduce la condicidn establecida por M. Atiyah en
(2.3) utilizando el llamado criterio de Mittag-Leffler.

Aplicando esta condicidén he demostrado gue no existen
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Generalizando el concepto de espacio irreducible dado
por Gray, he visto que la existencia de aplicaciones fantas-
ma de X en B equivale a la irreducibilidad de SX respecto B.

Una serie de lemas y cdlculos puramente algebraicos per=-
miten aplicar el criterio anterior a distintos casos concre-
tos interesantes, en los que el espacio B es siempre de tipo
finito. Asi, por ejemplo, se caracteriza la existencia de
aplicaciones fantasma de un poliedro X en QSn os" y, me-
diante el uso de ciertas operaciones de cohomologia, demues-
tro la existencia de aplicaciones fantasma entre espacios
usuales: CP, 53; K(G,n), U(m); K(G,n), U; K(G,n), BU;...

El dltimo apartado de este trabajo estd dedicado a ge-
neralizar la sucesidn exacta de Milnor de (2.19) de las apli-
caciones fantasma de un poliedro en un H-espacio racional.
Utilizando las técnicas de localizacidén y completacidn pro-
finita y usando algunos resultados de D. Sullivan (2.23)
demuestro que la sucesidn de Milnor se puede generalizar a
todo sistema directo de subpoliedros finitos que recubran

el poliedro.

2.1. Definiciones

Seguiré usando la notacidén ya introducida en la parte 1
de este trabajo y supondré, ademds, que el O-esqueleto de
todo CW-complejo consta del punto base.

Designaré por [X,Y] el conjunto de clases de homotopia
de splicaciones continuas de X en Y que conservan el punto
base, por SX la suspensidén de X y por QX el espacio de la-

zos de X.
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Un funtor contravariante h de la categoria homotdpi-
ca HC_ de CW-complejos conexos con punto base en la de
los conjuntos punteados se dice representable, si existe un

espacio topoldgico punteado B tal que, para todo Xe HC,

se tenga
h(x) = [X,B].

Obsérvese que el espacio B estd determinado a menos de una
equivalencia homotdpica débil.

El teorema de representabilidad de Brown establece que
un funtor h es representable si y sdlo si cumple las tres
condiciones siguientes (2.7):

(a) Axioma de homotopia: Si f,g:X — Y son aplicaciones ho-
motépicas, h(f) = h(g).

(b) Axioma de aditividad (Milnor): Sea X =& Xi (coproducto)
y ji:Xi——éx las inmersiones correspondientes. Entonces, la
aplicacidn entre conjuntos h(X) ——9th(Xi) es una biyeccidn
que conserva el punto base.

(c) Axioma de Mayer-Vietoris: Para todo par de CW-complejos
X,Y consideremos el diagrama inducido por inclusiones

h(XnY)«E h(X)

8] Tv

h(Y) <2~ h(XuY) ;
si xeh(X) e yegh(Y) son tales que a(x) = p(y), enton-
ces existe un zgeh{(XuvY) tal que P(z) =x y &(z) = y.

Sea, ahora, X un CW-complejo conexo con punto base, de
esqueletos Xn, y h un funtor representable h = [ ,B].

Por restriccidn de toda aplicacidn f:X-—B a los esquele-
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tos X' se obtiene una aplicacidn de conjuntos punteados
n
$: h(X)— Lim h(X")

definida por

$OIFY) = (oo, [F/X7],.00)
Resulta de la propiedad de extensidn de homotopias que
es siempre un epimorfismo (véase, por ejemplo, (2.19)).
El ndcleo de § consta, precisamente, de las clases de ho-
motopia de aplicaciones f:X—B que restringidas a cada

esqueleto son nulhomotopas.

2.1.1. Definicidn Una aplicacidn esencial f:X—B se lla-
ma fantasma si fe Ker¢ . Designaré, en adelante, por

Ph(X,B) al conjunto de aplicaciones fantasma de X en B.

Evidentemente, si Ph(X,B) = @ , (es decir, si toda
aplicacién f:X—B que restringida a todo esqueleto x"
de X es nulhomotopa es ella misma nulhomotopa), entonces
¢ es una biyeccidén (y, por tanto, un isomorfismo, si h es

un funtor valuado en la categoria de los grupos).

2.2. La sucesidn de Milnor

El ndcleoc del epimorfismo ¢ del apartado anterior fue

caracterizado por J. Milnor en (2.19) en términos del fun-

tor liml

("primer derivado del funtor limite").
La definicidn siguiente es la que dan Bousfield y Kan

en (2.6):
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2.2.1. Definicidn Sea {Gi,fi} un sistema de grupos, ig N,
y , la operacién de TTGi sobre XGi, dada por

-1
(go,...,gi,...) . (xo,...,xi,...) = (...,gixi(figi+l) yooo)

Entonces, por definicidn

1iml G. = XG, / ~
1 1

donde x ~ y si y sdlo si existe un g=(go,...,gi,...) de
TG, tal que y = g,x. (Obsérvese que lim G, es precisa-
i i

mente el conjunto [g gXGi; g x & = e}

En general, limd Gi es, Unicamente, un conjunto pun-
teado, pero si el sistema {Gi} es de grupos abelianos, en-
tonces liml Gi admite una estructura de grupo abeliano y
coincide con el primer funtor derivado por la derecha del

funtor lim.

2.2.2 Lema Sea * — {G!}——a[G,}——a{G!'}——»* una suce-
— i i i

sidn exacta corta de sistemas(inversos) de grupos; la si-

guiente sucesidn es exacta:

* — 1im G! — 1lim G, — 1im G'' —>1iml G' —1iml G .—>
1 1 1 1 1

—liml G —*
i

2.2.3. JTeorema (Milnor) Sea XE&HC, y B un espacio to-
poldgico punteado. Sea ...X.C X,+lc;... una descomposicién
i i
de X en subcomplejos. Existe, entonces, una sucesidén exac-—

ta de conjuntos punteados

*——)liml[SXi,B] s [X, 5] a>1;Lrn{xi,13]——>*

(Para la demostracidén me remito a (2.19))
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2.2.4. Lorolario Sea XEgHC, y h = [ ,B] un funtor re-
presentable. Entonces Ker ¢ = liml[SXi,B] .

El corolario resulta.del tecrema 2.2.3. al aobservar
. n
que para la descomposicidén de X en sus esqueletos X ,

las aplicaciones ¢ y a coinciden.

2.3. La condicidn de Atiyah

La anulacidn del término liml[SXi,B] que aparece en
el teorema de Milnor 2.2.3. como nfcleo del epimorfismo
puede estudiarse a través de la condicidn que dio M. Atiyah
en (2.3) para la anulacién del 1liml de un sistema de gru-

pos.

2.3.1, Definicidn Se dice que un sistema de grupos {Gi,fi}
verifica la condiciédn de Mittag-lLeffler si, para cada n, la
filtracidn de Gn inducida por las imAgenes de las aplica-
ciones fi es estacionaria; es decir, si, para todo n, exis-
te un m (que depende de n) tal que, para todo k >m,

Im(F 0...0f :G
n"m

—G ) = Im(f 0 ...0°f :G
m+n n n

+n k+n n Gn)'

k+

La siguiente proposicidén, de naturaleza puramente al-
gebarica, es debida a Atiyah y aparece también recogida en

el libro de Bousfield y Kan (2.6).

2.3.2. Proposicidn Sea {Gi}, i &N, un sistema inverso de
grupos gque cumpla la condicidén de Mittag-Leffler. Entonces

liml G, = 0.
i
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La condicidén anterior permite ya demostrar la no exis-
tencia de aplicaciones fantasma de todo CW-complejo puntea-

do conexo en un espacio de Eilenberg-MacLane.

2.3.3. Teoxrema Para todo CW-complejo punteado conexo X,
todo ngN y todo grupo G (abeliano si n>»2), se tiene
Ph(X,K(G,n)) = @ .

Demostracidn:

La cofibracidn Xm+k———;X ——-)X/Xm+k induce una sucesidn

exacta de cohomologia con coeficientes en G.

e H (S (/XM B) s H (5K, 6 ) —s

s /x™ ), 6) ...

sx™K gy

s H"
de la cual se deduce que, para m+k 2n,

MK Gy = W7 (SX,6)

H' (SX
p - n m+k n m
Asi pues, para k »n-m, el sistema {Im(H (5X ) —H (5X ))}
es estacionario y, por tanto, el sistema {[Sxm,K(G,n)]}m
verifica la condicidn de Mittag-lLeffler.

Aplicando sucesivamente los teoremas 2.3.2. y 2.2.3. se ob-

tiene el resultado buscado.

La condicidn suficiente que da el teorema de Atiyah
para la no existencia de aplicaciones fantasma no es evi-
dentemente necesaria. 5in embargo, con ciertaé hipdtesis
adicionales (sugeridas por situaciones topoldgicas) puede
demostrarse que si no se cumple la condicidn de Mittag-

1
Leffler, no puede anularse el lim .
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2.3.4. Proposicidn Sea {G,} un sistema de grupos numerables,
i
tales que, para todo k y n, Im(Gn+k——$Gn) sea un subgrupo
normal en G . Entonces, si {Gi} no cumple la condicidn de
n

Mittag-Leffler, liml G. # 0.
i

Para la demostracién de la proposicidén necesitaremos el

siguiente lema:

2.3.5. Lema Sea G = L/Gi un grupo numerable con Gi nor-

a i G G in-
mal en G para todo i, GiC'Gi—l y i # i _ para una in

-1
finidad de indices i. Entonces existe un elemento (gi) de

T(G_ tal que la ecuacidn g, = X, .X, no admite ningu-
i i i i+l
na solucién (x.,) & T[G..

i i
Demostracidén:
Consideremos la sucesidn exacta de sistemas de grupos

1—s {Gi}——>{5} —(6/6,} — 1

Si el lema no fuera cierto, la aplicacidn de G £ lim G en

lim G/G, seria exhaustiva. Ahora bien, como conjuntos, te-
i

G/G, x G./G,
i i’ i+

n

nemos G/G

41 y, de donde resulta que
i

1
lim G/G. = T[G_/G_ no es numerable. Puesto que G es
i i i+l
numerable, no puede existir ningdn epimorfismo G —1imG/G. .
i
A titulo de justificacidén de las condiciones introdu-

cidas en el sistema de grupos de la proposicidén anterior,

incluyo la siguiente proposicidén de naturaleza topoldgica:

2.3.6. Proposicidn Sea f:X—Y una aplicacidn continua

entre CW-complejos conexos y B un espacio topolégico. En-
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S
tonces Im([SY,B] —> (5)

[sx,B].

[SX B] es un subgrupo normal de

Demostracidén:
Sea Cf el cono de la aplicacién f. Si i:Cf—Cf v5X
indica la inclusidn, la operacidn

[sx,B] x [cf,B] —[cF, ]
define una aplicacidn |

[sx,B] — [Cf, B]

tal que if((a)) = I((a),*) para todo «:5X-—B (agui,
* indica la aplicacidén constante *: Cf—B) .
Pero i-F no es otra que la aplicacidn que aparece en la su~
cesién exacta de Puppe

.f‘
.——efStf,B]—_+(SY,B]-iﬁf*e[SX B ————9[Cf Bl —..

As{ pues, para &, p:5X—sB, i ((&)) =i (()) si y sélo
si (a)(B)"t & Im (5F)*.
Sea ahora (V) g Im (Sf)* y (a)e [SX,B] arbitrario. Enton-
ces () ((a)(?))"Y & Ker i, de donds

(@ (M (@)™ = (@) (@ Ker il = Im (5F)%,

con lo que Im(Sf)* es un subgrupo normal de [SX,B]

2.4. El1 criterio de Gray

En muchas situaciones topoldgicas, el criterio de
Atiyah sobre la no existencia de aplicaciones fantasma es
incdmodo de aplicar y resulta mds (til el siguiente cri-

terio debido a B.I. Gray (2.17).
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2.4.1., Teorema Para todo CW-complejo conexo X y todo espa-
cio topoldgico B, si H'(X, 7., (b)) es finito para todo n,
entonces Ph(X,B) = M.

Demostracidn:

Sea Hn(X, nﬁ+lB) finito para todo n, y consideremos la su—.
cesidn exacta de Dold (2.11)

(n)

+1 (1) oy —on ™ sx) —. ..

vee—H"T(X, 7 B) — h
n+1l

donde h{™M(sx) = Im (Isx"%,B] —lsx"%,8)).
Puesto que X es conexo, h(z)(SX) =0 vy, por tanto, proce-
diendo por induccidén sobre n, podemos afirmar que el grupo
h(n)(SX) es finito, lo que implica que el sistema de gru-
pos [[sxi,B]} cumple la condicidn de Mittag-Leffler. Apli-
cando, entonces, la proposicién 2.3.2. resulta

1iml[sxi,B] = O
lo que implica la no existencia de aplicaciones fantasma de

X en B, en virtud de 2.2.4. y 2.1.1.

El teorema anterior se aplica con especial fortuna para
resolver la siguiente conjetura de Atiyah y Hirzebruch: Sea
U el grupo unitario infinito y BU su espacio clasificante.
En (2.4) Atiyah y Hirzebruch demostraron que, para el espa-
cio clasificante BG de un grupo de Lie conexo y compacto

G, se tenia N N
lim K(BG') = lim [BG ,BU]} = R(G)

el completado del anillo de las representaciones complejas

de G. Ademds, los autores conjeturaron que, para el espacio
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clasificante BG de un grupo de Lie compacto

1im K(BG") = R(BG).
En 1964, D.W. Anderson, en su tesis (2.1), y en 1968, V.M.
Buhstaber y A.S5. Miscenko demostraron la conjetura para
grupos conexos compactos. Ahora, podemos establecer, si-

guiendo a W. Meier

2.4.2, Teorema Sea BG el espacio clasificante de un gru-
po de Lie compacto G. Entonces, lim R(BG”) = K(BG) .
Demostracidn: .

En virtud de un teorema de A. Borel (2.5); el dlgebra
H*(BG,Q) es un &lgebra de polinomios generada por elemen-
tos de dimensidn par. En virtud de un teorema de Hopf so-
bre H-espacios finitos, el-anillo de cohomologia H*(G,Q)

es isomorfo a H*(Snlx5n2x...x5nk,ﬂ), CON  Nyye..yn nd-
meros impares. Puesto que Hp(BG,Z) ® Q= Hp(BG,Q), resulta
que, para todo p impar, HP (BG, Z) ‘es un grupo finito. Pero,
puesto gue ni(BU) es Z o 0 segln gque i sea impar o
par, Hn(BE, oL (BU)) es finito, para todo n. Aplicando

n+l
entonces el teorema 2.4.1., se obtiene

1im [B6",BU] = [8G,BU],

de donde el teorema.

2.5. La sucesidn espectral de Atiyah-Hirzebruch. Un criterio

de convergencia

M. Atiyah y F. Hirzebruch introdujeron en (2.4) una

sucesidn espectral asociada a toda teoria de cohomologia
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generalizada. A. Dold generalizd, en (2.11), esta sucesidn
espectral para funtores de homotopia representables defi-
nidos en la categoria de los CW-complejos conexos puntea-
dos y con valores en la categoria de los grupos. Sea h
un funtor de homotopia representable; para todo X gHC,

pongamos _
pPr? = h(sTPT%P)

para p+q< 0
EP? 9 = h(sPT9xP/xP7Y))  para peqeO .

La sucesidn exacta de Puppe
e —sh(SXPT) S h(sxP) s h (P /XP) s h (P —. L.
induce, entonces, un.par exacto de complejos bigraduados

D ——D

N’

¥y, por tanto, una sucesidn espectral E(h,X) tal que:

a) Eg’q(h,x) = HP(x,hs™ ) prqgel, qe<0O,

Eg’q(h,X) 0 en caso contrario.

b) EP'9(h,x) = zP?9/8P’9  donde
T T T
- -1 -1 -1
227 <t (h PP s m(xP/xPT)
- -1 - -1
B2 = Im (h(SOXPT0/XPTR) ) — n(xP/xPTT))
c) Si h = {hn} es una teoria de cohomologia generalizada,
-1
s = h" y ¥y se tienen inclusiones
-1
e cER"T,X) ¢ EGRTLX) ...

que permiten definir una sucesidn espectral E(h,X) que es

la sucesidén espectral de Atiyah y Hirzebruch ordinaria.
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d) Si X es un CW-complejo de dimensidn finita, la sucesidn
espectral E(h,X) converge finitamente; es decir, para to-

do par (p,q) existe un r dependiente de (p,q) tal que

Ep’q ~ EP’q ~

S5i X no es de dimensidn finita, la sucesidén no converge fi-
nitamente en general. Precisamente; la convergencia de dicha
sucesidn espectral estd intimamente ligada a la existencia
de aplicaciones fantasma del CW-complejo X en el espacio
clasificante B del funtor h.

Para estudiar la conexidén anterior necesito, antes,

una definicidn:

2.5.1. Definicién Un espacio topoldgico se dice numarable

si son numerables todos sus grupos de homotopia.

2.5.2. Lema a) Un CW-complejo es numerable si y sélo si
posee una numerabilidad de celdas.

b) Si Y es un espacio topoldgico numerable y X un CW-comple-
jo punteado conexo y con esqueletos finitos, [Xn,B] es nu-

merable para todo n.,

2.5.3. JTeorema Sea X un CW-complejo con esqueletos finitos
y B un espacio topoldégico numerable; entonces Ph(X,B) = @.
Demostracidn:

Consideremos el diagrama
(Xp+r—l/xp-l)

_—

h(s(XxP7L/xP™T) 5 h(xP/xP™Yy h(xP/xP~T)
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utilizado en la construccidn de Ez’_p , donde la fila ho-

rizontal es un trozo de la sucesidén de Puppe asociada a la

- -1
cofibracién XPTT/XPTT—xP/xPTT 5 xP/xP T
Resulta, entonces,

o, (h(xPTEL Py h(xP/xP 7Yy
EFTTF = =

r Im (h(s(XPL/xPE)) — h(xP/xP™1))

It

Im (h(xPHEL/xP~dy __ h(xP/xP7T))

_ -1, p-1
y, por tants, EP'TP = Im(h(XPTT72/xP™0) — h(xP))
para T 3yp. '

Por otra parte,del diagrama
-1 -1
xp+r /xP~h)

/

h(Xp+r l/xp h(xp+r l)

—— h(xP)
resulta que, para r 2> p,

xp+r—l

Im (h(xPTE 1Py )

Im (hOPTT L /P h(xP) =

xp+r—l

Im (h(XPTT™3/xP)__h( )

de donde, para ry p,

Im (h(Xp+I_l/Xp—l)———>h(Xp+r_l

)

Ep’—p ~

T p+r-1 p+r=1

Im (h(X /xP) —5 h(X ))

grupoe que, siempre para r » p, es isomorfo al cociente

ker (hOXPTT™) s hxP™
Ker (h(Xp+r_l)———>h(Xp)

como se deduce de la sucesidén de Puppe asociada a

xp—l xp+r—l
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El dltimo valor obtenido para

Ei’_p nos permite cons-

truir, finalmente, la sucesidn exacta

xp+r—l xp+r—l

0 — P P—sIm(h( ) —sh(xP)) —>Im(h( y—h(xP™1))

Supongamos, ahora, que Ph(X,B) = f. En virtud de
2.3.4., el sistema {h(x")} ={[xP, B]}={[sxP,B]} verifica
la condicidn de Mittag-Leffler, ya que B es un espacio nu-
merable. Existe, pues, un r tal que es estacionario

_ p
xPHLy S hxP)).

Im (h(

Este razonamiento nos lleva a la cadena de isomorfismos

Py=P ~ P»=P .~
=t = ...
Er 1l para T }rp

Reciprocamente, si la sucesidn espectral converge fi-
s ~P
+1
es un sistema in-

nitamente para el par (p,-p), puesto que, para r >p, Eg
gPs~P {EP,'P}

r ' T r2p
verso. La sucesién exacta antes mencionada puede, entonces,

es un subgrupo de

convertirse en una sucesidn exacta de sistemas inversos

p+r-1

0—{EP P} —(Im(h(x ) —h(xP))} —s

——9{Im(h(Xp+r_l)——9h(Xp_l))}———e 0
l Ep’_p

r
- - 1
- In (hOPTE Ly m(xPY)),  se tiene 1im Gi= 0

Ahora bien, en virtud de 2.3.3., 1lim
-1

= 0. 5i ponemos,

ahora, P
T

’ 1
y, por induccidn sobre p, 1lim P =D para todo p.
T
La proposicidn 2.3.3. nos dice, ahora, que el sistema
{Gp} cumple la condicidén de Mittag-Leffler y, por tanto,
T

{Im (h(xPTT~1

)——9h(Xp))} es estacionario; pero esto implica
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gue el sistema {h(Xp)} cumple Mittag-Leffler y, por tanto,

Ph(X,B) = @. Queda, pues, demostrado el teorema.

2.5.4. Observacién Si el espacio B esté configuardo en un
espectro que defina una teoria de cohomologia generalizada,
el teorema anterior estd implicitamente demostrado ya en los
trabajos de Eckmann-Hilton (2.14) y (2.15) y Eilenberg~Moore
(2.16).

2.6. Espacios irreducibles

El criterio dado en el apartado anterior para.la no
existencia de aplicaciones fantasma presenta el inconvenien-
te de su utilizacidn préctica y para solventarlo es conve-
niente traducir dicho criterio en condiciones mucho mds to-
polégicas. El concepto de espacio irreducible {(una genera-
lizacidn de la definicidén dada por Gray en (2.17)) nos seréd

de gran utilidad.

2.6.1, Definicidn Un CW-complejo X se dice irreducible

respecto de un espacio B, si existe un indice p tal que el
1

sistema {Im([Xp+r/Xp,B]———>[Xp+ /Xp,BJ)}r no es estacio-

nario.

Podemos, ahora, traducir el teorema 2.5.3. en lenguaje

de irreducibilidad.

2.6.2, JTeorema Sea X un CW-complejo con esqueletos finitos
Yy B un espacio topoldgicc numerable. Entonces Ph(X,B) = @

si y sdlo si SX es reducible respecto de B.
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Demostracidn:
Tomemos, como anteriormente, h = [ ,QB) = [SX,B] . E1 teo-
rema resulta entonces, inmediatamente, del teorema 2.5.3
y del hecho que
p+r=1, p-1 p,,p-1
Im (h(X /X J—ah (X" /X ))

EP!"PE
r Im (h(S(XP"2/xP™T))—h(xP/xP71y)

‘es estacionario para «r 3 p.

2.7. La condicidn del rango

La condicidn necesaria y suficiente dada en el apartado
anterior, adquiere toda su significacién al restringirnos a

espacios de tipo finito.

2.7.1. Definicidn Un espacio topoldgico se dice de tipo

finito, si todos sus grupos de homotopia son de tipo finito.

2.7.2. Lema 5i X es un CW-complejo con esqueletos finitos
y B es un espacio topoldgico de tipo finito,
-1 +1
[s(xP/xP™5),B] = [V(sP™)_, 5]
L 1

es un grupo abeliano de tipo finito.

2.7.3. Lema Sea G un grupo abeliano de tipo finito y

ee C Gj+ c G.c ... c G un sistema infinifo de subgrupos
J

1
de G. Las dos condiciones siguientes son equivalentes:

a) El1 sistema anterior no es estacionario,

para todo k.

b) rang N Gj < rang Gk,
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2.7.4. Proposicidn Si 5X es reducible respecto de B,
entornces, para todo p, existe un rp tal que

p+1

([s(x/xP™), 8] —— [VsP™,8])

p+l

- In ([s(xP7Z/xP7Y), Bl —— [VsP™, 5])

para todo r3r .
p
Demostracidn:

El diagrama de cofibraciones

- -1
xP/xPL___y x/xP7 5 x/xP

P, p-1 p+r ,,p-1 p+T ,,p
XT/XT T X7 T /XT T— X7 /X

nos induce un diagrama de sucesiones exactas de Puppe

. s[5 (xPTE/xPh ,B] —s[s(xP/xP71y, 5] —s[xP*T/xP, Bl —..

[ I I

s [5x/xP™h) 8] —— [s(XP/xP™h),B] — [x/xP,B] —...

De este diagrama resulta la proposicidn al observar que de
2.6.2. se deduce que Ph(X,B) = P si y sélo si, para todo
p, Ph(x/xP,B) = g.

Podemos enunciar ahora ya nuestro criterio para la no
existencia de aplicaciones fantasma en términos del rango

de ciertos grupos abelianos.

2.7.5. Teorema Sea X un CW-complejo con esqueletos finitos
y B un espacio topoldgico de tipo finito. Entonces Ph(X,B)

# P siy sdélo si, al menos para un p fijo, se tiene

rang Im( [5X/5XP,B]— [\VsP*L,B]) ¢
¢ rang Im( [SXp+r/SXp,BJ——9[V5p+l,B] ).
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2.8. Aplicaciones

Los resultados de los dos apartados anteriores, permi-
ten demostrar la existencia o no de aplicaciones fantasma
entre diversos espacios interesantes. Para el caso de apli-
caciones en esferas o en lazos infinitos de esferas, se de-
duce directamente, pero para aplicaciones de espacios de
Eilenberg-Maclane en el grupo unitario infinito o en su es-
pacio clasificante, hay que recurrir a ciertas operaciones
de cohomologia.

2.8.1. Proposicidn Si X es un CW-complejo con esqueletos
. . T _N+T

finitos y B = colim Q5 , n # 0,1, entonces Ph(X,B) # @
3 s -

si y solo si

rang Im([S(X/Xn_2

),Bl—>[vs",B]) <

{ rang Im([5(Xn+r-l/Xn—2),B]———ngSH,B]),
para r arbitrario suficientemente grande.
Demostracidén:
Los grupos de homotopia np+l(B) son finites para p# n-1l.
Asi pues, [S(Xp/Xp_l),B] es finito para p# n-1 y, por
tanto, la condicién sobre los rangos expresada en el teore-

ma 2.7.5. puede cumplirse sdlo cuando p= n-1 (ya que en

los otros casos los rangos valen cero).
Andloga demostracidn admite la siguiente

2.8.2. Proposicién La proposicidén 2.8.1. vale substituyendo

colim Q7s"*F por 5n, n# 1, n impar.
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Algo mds complicada es la siguiente proposicidn

2.8.3. Proposicién La proposicidén 2.8.1. sigue siendo va-

lida substituyendo colim Qr5n+r or Sn, ny» 0, n par, y
p p
HEM"2(X)  finito.
Demostracidn:
2n-2 . n ..

Puesto que H (X) es finito y ni(S ) también lo es

ara i) 2n-1, resulta que los grupos Hl(X, 7T, (Sn)) son
P q P

finitos para i) 2n-1. Vamos a ver que de lo anterior se
deduce laz condicidn del rango para i= 2n-2.
Consideremos la sucesidén exacta de (2.11) asociada al fun-

tor h=[ , Sn]:

- 2 - k+1 -
(X2n+r 3)‘—*h(k)(x n+r 3)——$H + (X2n+r 3, - (Sn)

de la que se deduce, por induccién, que

- -3,.2n- 2 - -
X2n+r 3) - Im(h(X2n+? /X n 3)——+h(X n+r 3/X2n 4))

"'_—ah(k+l)

h(2n—3$

es un grupo finito.

Entonces, a_ partir de la expresidn dada para en el

Ep’-p
T
aparatado 2.5., habida cuenta del diagrama

...__ah(X2n+r_3/X2n-3)——9h(X2n+r_3)——9...

I [

- 2n- - -
N h(X2n+r 3/X n 3)___;h(X2n+r 3/X2n 4).__é.-.

resulta que la sucesidn espectral Ez'q(h,X) converge fi-
‘nitamente para el par (2n-2,-(2n-2)), lo cual implica la
condicién del rango para i = 2n-2.

7 4 P 2n-
2.8.4. Observacidn La condicidn de finitud para H : 2(X)

viene impuesta por el hecho de que, para n par, tanto = (Sn)
n
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como (s") son grupas infinitos.

Ton-1
2.8.5. Proposicidn Ph(CP®, 53) A0 .

Demostracidn:

La demostracidn de esta proposicidn se basa en un resultado
de W. Meier que generaliza un método de B.I. Gray para po-
der comprobar si se verifica la condicidén del rango dada en
el teorema 2.7.

El teorema de Meier dice:

2.8.6. Teorema Sea X un CW-complejo con esqueletos finitos
e Y un_espacio de Hopf homotdpicamente asociativo y de tipo
finito. Sea @ :[X/X"L, Y] 3 Hom(H™(Y), " (x/x™ 1)) 1a
aplicacidén natural que a toda clase [f] g [X/Xn_l,Y] le
asocia el elemento Hn(f,na(Y)Q @). Entonces

a) ¢ es un homomorfismo de grupos,

b) rang ¢ = rang i*:[X/Xn-l,Y]___g[Xn/Xn_l,Y] .

Para demostrar la proposicidén 2.8.5. basta, entonces,
comprobar la condicidn del rango a partir de la parte b)
del teorema 2.8.6., demostrando que toda aplicacidén de CP®
en 53 induce en H2( ,Q) la aplicacién nula, lo cual es

P 2
consecuencia de que tal aplicacidn ya es nula en H ( ,Z).

La siguiente proposicién es una generalizacidén de un
resultado obtenido, independientemente, por Anderson y Hodg-
kin y_ por Buhstaber y Miscenko ((2.2) y (2.8) respectiva-

mente.
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2.8.7. Proposicidn Sea G un grupo abeliano infinito de
tipo finito.

a) Si n32 es par, Ph(K(G,n),U(m)) # 8 para m2(n+l)/2
b) Si n32 es impar, Ph(K(G,n),BU(m)) # B mx(n+l)/2
c) Si n33 es par, Ph(K(G,n),U) # &

d) Si n 323 es impar, Ph(K(G,n),BU) # @ .

La demostracidén procede, utilizando los cuadrados de
Steenrod, probando, en primer lugar, la afirmacidn para
G = Z, distinguiendo los casos n par o impar. La demostra-
cidén para G arbitrario es un tipico caso de paso al 1li-

mite.

La siguiente, y Ultima, proposicidn sorprende al com-

pararla con los apartados c) y d) de 2.8.7.

2.8.8. Proposicidn Se verifica:

a) Si G es finito, Ph(K(G,n),U) =@ y Ph(K(G,n),BU) = @,
b) Si G es de tipo finito y n es par, Ph(K(G,n),BU) = @,
c) Si G es de tipo finito y n es impar, Ph(K(G,n),U) = M.
Demostracidn:

Es suficiente aplicar el teorema 2.4.1. y la fdrmula de

Kiinneth usual para cohomologia.

2.8.9. Observacidn Aplicando la sucesidn espectral de
Atiyah-Hirzebruch, puede demostrarse que Ph(K(Z,2),U) = @.
Obsérvese, en cambio, que en virtud de la proposicidn

2.8.7. Ph(K(Z,2),U(m)) # B para m=>(n+l)/2.
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2.9. Localizacidén y aplicaciones fantasma

En este dltimo apartado, que puede considerarse como
un agpéndice, me propongo generalizar la sucesidn exacta de
Milnor (2.19) a todo sistema directo de subcomplejos fini-
tos que recubran un complejo celular.

El teorema fundamental es el siguiente:

2.9.1. Teorema Sea X un CW-complejo y (Xi) _un sistema
directo de subcomplejos finitos que recubran X, Sea B un
espacio de Hopf racional de tipo finito. Entonces, existe

una sucesidn exacta
*—> liml[SXi,B]——a[X,B}-Jga[lim Xi,B]-——a*

Demostracidn:

Usaré la notacidén standard para localizacidn. Bp indica el
localizado de B en p. En particular Ba es la racionaliza-
cidén de B.

Recordemos que un espacio de Hopf racional es un espacio

tal que BD es de Hopf.

Designemos, finalmente, por &: B—-sB 1la completacidn
profinita y por e: B-——)TTBp la aplicacidn inducida por

las localizaciones.

Para demostrar el teorema es suficiente comprobar la exhaus-

1
tividad de ¢ y ver que Ker &, = lim [sxi,B], donde &

* *
es la aplicacién [X,B] —s{X,B] inducida por &.

El isomorfismo anterior se basa esencialmente en los dos
siguientes lemas de W. Meier y D. Sullivan, respectiva-

mente.
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2.9.2. Lema En las condiciones del teorema, si

h es un

funtor homotdpico con coeficientes en Q-espacios vectoria-

les, se tiene h(X) = lim h(X,).
i

2.9.3. Lema En las condiciones del teorema, si

CW-complejo arbitrario, se tiene [X,?J = lim {Xi

Y es un

9.

Obsérvese, finalmente, que la exhaustividad de ¢ ha

sido ya demostrada por J.F. Adams para espacios de Hopf

homotdpicamente asociativos y por A. Deleanu para espacios

de Hopf arbitrarios. La demostracién para un espacio de

Hopf racional es de W. Meier.
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