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Este trabajo consta de dos partes marcadamente dife­

renciadas, a pesar de que ambas se integran en el contex­

to de las teorías de cohomología generalizadas. 

En la primera parte estudio los grupos K de los espa­

cios de Eilenberg-Maclane, generalizando los resultedos de 

Anderson-Hodgkin (1.1) para grupos numerables, utilizando 

un "teorema de coeficientes universales" demostrado por 

Yosimura (1.9). 

La segunda parte trata un problema que emana de la teo-

ría de homotopía de poliedros infinitas. Estudio las apli-

caciones fantasma entre poliedros y expongo condiciones ne­

cesarias y suficientes para su existencia, principalmente 

en términos de la sucesión espectral de Atiyah-Hirzebruch 

(2.4), que aplico a distintos casos concretos. Algunos de 

los resultados expuestos son generalizados en el Último 

apartado usando las técnicas de localización. 
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l. TEORIA K DE LOS COMPLEJOS DE EILENEERG-MACLANE 

1.1. Algunas definiciones 

El grupo unitario infinito U= colim U(n) puede dotar-

se de una estructura de CW-complejo. Por tanto, su espacio 

de lazos .Q U es del tipo de homotopía de un CW-complej o. 

El espectro unitario infinito 

1)_ = \ LJ j E : SLJ --'t LJ 
l n ~ n n+l 

nEZ} 

si n es par 
si n es impar 

SLJ-;SLJ 

S.QU-+ U 

la aplicación adjunta de la 
equivalencia homotópica 
u~D2u, n impar 

la aplicación adjunta de l.QU' 
n par 

nos permite la definición de una teoría de cohomología R• 
en la categoría c. de los espacios punteados del mismo ti-

po de homotopía que un CW-complejo. La definición es 

Kn(X) = [x,u ] X E Ob c. n 

Además, siguiendo a G. Whitehead, el espectro anterior 

nos permite, también, definir una teoría de homología K*, 

igualmente en c., de la siguiente manera: 

K (X) n (X /\U) 
n n 

X E Ob [* 

donde A indica el producto reducido y si [ =lEn; En; n t: Z} 

es un espectro en c., 
del siguiente diagrama 

7C ( t) está definido como colímite 
n 
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D (J"): n (E l)~n2(E 2)--?··· 
n l -n+ -n+ 

••• ---7 n(~ (E ) ~ n ( E ) ~ ••• , 
n+m m n+m+l m+l 

donde' EJ: 7T (E )--4 
n+m m susp . 

n (SE ) ~7T (E ) 
n+m+l m tn n+m+l m+l . 

1.2. Exposición de resultados 

En 1961, M. Atiyah (1.3) obtuvo el siguiente resultado: 

1.2.l. Teorema Si G es un grupo finito y el complejo de 

Eilenberg-Maclane K(G,l) posee esqueletos finitos, entonces 

lim K*(K(G,l)n) : R(G), 

donde R(G) indica la completación del anillo de representa-

ciones complejas de G. 

Ahora podemos, además, afirmar que 

p 
K*(K(G,l)) = lim K*(K(G,l)n) 

basta aplicar, por ejemplo, el teorema de Gray (1.5) ( ~ es 

isomorfismo si y sólo si Hn(X,n 
1

B) es finito para todo n) 
n+ 

(véase también el apartado 2.5.). Así pues, para G finito 

K*(K(G,l)) : R(G). 

En 1968, Andeison y Hodgkin (l.l) se apoyan en el resul-

tado de Atiyah (sólo para grupos abelianos) y en la sucesión 

espectral de Rothenberg-Steenrod (1.6) y demuestran el si-

guiente resultado: 

1.2.2. Teorema Si G es un grupo numerable, entonces 

K*(K(G,n)) ; H**(K(G0Q),n) 
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para n ~3 y también para n=2 si G es un grupo de torsión. 

(A , H** H~par ~ H~impar). qui, ""' 

1.2.3. Corolario Para todo grupo de torsión numerable y 

para todo n~2, K*(K(G,n)) =O. 

En 1973, J.W.Vick (1.7) extiende la forma homológica 

de la sucesión espectral de Rothenberg-Steenrod a teorías 

de homología multiplicativas arbitrarias, lo que le permite 

dualizar los resultados de Anderson-Hodgkin. 

Los resultados siguientes, demostrados también indepen­

dientemente, por Z. Yosimura (l.10), eliminan las condicio-

nes de·numerabilidad contenidas en el teorema 1.2.2. y ge-

neralizan, por tanto, los resultados de Anderson-Hodgkin 

así como los de Vick. 

1.2.4. Teorema Sea G un grupo abeliano. Se verifica 

( i) K*(K(G,n); z ) = o 
q 

(ii) K*(K(G,n)) - H**(K(G,n)) ® Q 

para n "?3 y también para n=2 si G es de torsión. 

l. 2. 5. Teorema Sea G un grupo abeliano. Se verifica 

( i) K*(K(G,n); z ) = o 

(ii) K*(K(G,n)) 
q 

:: Ext (H**(K(G,n)) ® Q , z) 

para n ~3 y también para n=2 si G es de torsión. 

En particular 

1.2.6. Corolario Si G es un grupo abeliano de torsión y 

n~2, se verifica R'*(K(G,n)) =D. 

Fundación Juan March (Madrid)
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1.3. Algunos lemas 

Para demostrar los teoremas 1. 2.4 - Y 1.2.5 necesitamos 

los siguientes lemas. 

1.3.l. Lema (Yosimura (1.9)) Existe una "sucesi6n de coe-

ficientes" exacta 

Demostraci6n: 

En primer lugar, un caso particular: 

A) Si H*(W) es un grupo abeliano libre, entonces 

K*(W) ;; Hom (K*(W),Z ) . 

I d . Er y Ep,q l . t n iquemos por as sucesiones espec ra-
p, q r 

les de Atiyah-Hirzebruch ·asociadas a K*(W) y K*(W) res-

pectivamente. El homomorfismo K * (W)~Hom (K*(W),Z) in­

duce un homomorfismo Ep' q ~ Hom ( Er , Z) • Pero, para 
r p,q 

todo q par, E
2 

H (W) es un grupo abeliano libre y 
p,q p 

las diferenciales en la sucesi6n espectral de Atiyah-Hirze-

bruch aplican 

E2 • 

E
2 

en un subgrupo de torsi6n del grupo 
p,q 

p-r,q+r-1 
Así pues, todas las diferenciales son cero y 

Er degenera. 
p,q 

Por otra parte H*(W) ~ Hom (H*(W),Z). Resulta de esto 

que Ep,q también degenera y, por lo tanto, K*(W) es iso-
r 

morfo a Hom(K*(W),Z). 

B) Existe una sucesi6n espectral 

en la que E
2
p,q = ExtP(K (X),Z). 

p+q 

asociada a K*(X) 

Para cada CW-complejo X existe un diagrama 
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donde 

a) W.~X.-?X. l 
l. l. J.+ 

es una cofibración, para todo i, 

b) H (W.) es un grupo 
q l. 

abeliano libre, para todo i,q, 

c) K (W . )--?K (X.) 
q l. q l. 

es un epimorfismo, para todo i,q. 

(Véase, por ejemplo, F. Adams, L. N. in Math. 99, Lecture l) 

Consideremos ahora la filtración 

* = X/X = X /X ~Xl/X ~X2/X ~ •.• ~X/X, X =UX. 
o o o o l. 

Asociada a esta filtración existe una sucesión espectral de 

K*(X/X), en la que 

Ep,q 
r 

= Kp+q+l(X /X ) • 
p+l p 

Pero, puesto que W ---?X ~X 
1 

es una cofibración, 
p p p+ 

Kp+q+l(X /X ) ~ Kp+q(W ). 
p+l p . p 

Resulta de lo anterior que E** es la homología del complejo 
2 

Pero, en virtud de A), K*(W.) es isomorfo a Hom(K*(W. ),Z). 
l. l. 

Esto significa que E** es la homología del complejo 
2 

C* = (Cp}: O~Hom(K*(W 0 ),Z)~Hom(K*+l(W 1 ),Z)~ •.• 

Por otra parte, 

es una resolución Z-libre de K* (X). Así p.ues, 

E~,q = Hp(Cp) = ExtP(Kp+q(X),Z). 

Fundación Juan March (Madrid)
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Estamos, ahora, en condiciones de demostrar el lema: 

Consideremos la resolución Z-libre de K*(X) 

Para todo p-1 1 O se obtiene 

Extp(K (X),Z) ~ Extp-llA ,Z) O, 
p+q p+q 

ya que A* es un subgrupo del grupo abeliano 

Así pues, 
O para todo 

Hom ( K (X), Z) , 
q 

Ext(K 
1

(X),Z), 
q-

p ¡ 0,1, 

de lo cual resulta el lema. 1.3.l. 

l. 3. 2. Lema Sea h una teoría de homología reducida de-

finida en C* a través de un espectro if , y sea lXi} un 

sistema directo de CW-complejos. Se verifica entonces 

Demostración: 

Ya que n 
n 

h (colim X.) ~ colim h (X . ). 
n 1 n 1 

conmuta con los colímites, se tiene 

h (colim X.) n (colim X." t) = n (colim(X.Acf) 
n 1 n 1 n 1 

l. 3. 3. Lema 

colim n (X.A!) 
n 1 

colim h (X. ) • 
n 1 

(i) K (X,Q/Z) - colim K (X,Zq) 
n n 

(ii) R (X,Q) - R**(X) ® Q. 
n 

Antes de demostrar el lema, permítaseme un peque~o in-

Fundación Juan March (Madrid)
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ciso sobre la definición de K*( ,z ), K*( ,Q) y K*( ,Q/Z). 
q 

El CW-complejo punteado M 
q 

1 1 
s .u.es = Cq, donde q in-

dica al mismo tiempo la multiplicación por q, es un espa-

cio de Moore (Z ,1) y también un espacio de co-Moore 
q 

( Z , 2) , para todo q E N. 
q 

Si ordenamos el conjunto N por divisibilidad, dotamos 

a N de una estructura de sistema directo. Así pues, tenemos 

sendos sistemas directos l s1
, fq =r} ,lM ,gq = r = rvc1J. 

q,r q q,r 
Pongamos 

Resulta, 
, 

asi, 

s 

M 

que 

colim l s1
} 

colim l Mq} 

S es un espacio de Moore (Q,l), 

M es un espacio de Moore (Q/Z,l). 

Entonces se definen 

K (X, Z ) 
n q 

K (X, Q) 
n 

K l(XAM) 
n+ q 

K (X/\S) 
n+l 

K (X, Q/Z) = K 1 (X " M) 
n n+ 

Las teorías de homología que así se obtienen son evi-

dentemente aditivas. 

Demostración del lema 1.3.3.: 

(i) colim K (X,Z ) 
n . q 

colim K 
1

(XAM) = K 
1

(cclim(X"M ))= _ .n+ _ q n+ q 

K . l (X" M) = K (X, Q/Z) . 
n+ n 

(ii) Aplicando el teorema de Dold y el lema 1.3.2. 

Fundación Juan March (Madrid)
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Demostración: 

K* ( X,Z ) 
q 

10 

O si y sólo si K* (X,Z ) 
q 

-n+l -
K (X /\M) = Ext(K (X /\M ),Z) 

q n+l q 

Ext(K 
1

(X,Z ),Z), 
n+ q 

como resulta de aplicar el lema 1.3.l. 

o. 

Pero, puesto que K 
1

(X,Z ) 
n+ q 

es un grupo abeliano de torsión, 

K 
1

( X,Z ) es trivial si y sólo si lo es 
n+ q 

Ext(K 
1

(X, Z ), Z). 
.n+ q 

l. 3. 5. Lema Existe una sucesión exacta larga 

••• ~ K ( X) ---? K ( X' Q) ---? K ( X' Q/Z ) ~ K l (X) ~ ..• 
n n n n+ 

Demostración: 

Las inclusiones 
l 

S ---7·M 
q 

nos proporcionan una cofibración 

2 
y las proyecciones M ~S 

q 

s1 ~S -4M ~s 2 
, 

es decir, s2 = susp s1 y M = C~ l 
S U~CS , a menos de 

una equivalencia homotópica. 

La sucesión del lema está, entonces , inducida por esta 

cofibración. 

1.4. Demostración de los teoremas 1.2.4. y 1.2.5. 

Sea G un grupo abeliano arbitrario y n ~ 3, o bien G 

un grupo abeliano de torsión y n ~ 2 . 

Sea K(G,n) el complejo de Eilenberg-MacLane standard. 

Designemos por {Gi} la familia de los subgrupos de tipo 

Fundación Juan March (Madrid)
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finito de G. Entonces lK(Gi,nl}i es un sistema directo de 

subcomplejos de K(G,n). Pero, puesto que los funtores de 

homotopía conmutan con los colímites, 

homotópicamente equivalente a K(G,n). 

colim K(G.,n) 
l 

es 

Por otra parte, puesto que H*(K(G.® Q,n)) es un módulo 
l 

sobre Q, H*(K(G . ® Q,n),Z) es 
l q 

trivial. Así pues, la suce-

sión espectral de Atiyah-Hirzebruch de K*(K(G . ® Q,n),Z ) 
l q 

degenera y K*(K(G.® Q,n),Z ) = D. 
l q 

Pero, en virtud del 

teorema de Anderson-Hodgkin, es, entonces 

K*(K(G.,n),Z) =D. 
l q 

El lema 1.3.4. implica, entonces, que 

K*(K(G.,n),Z) =O 
l q 

y, en virtud de 1.3.3. (i) 

K * ( K ( G. , n) , Q/Z) O. 
l 

Ahora bien, por 1.3.2., se tiene 

K*(K(G,n)) ~ K*(K(G,n),Q). 

El teorema de Dold acaba, entonces, la demostración de 

1.2.4. 

La demostración del teorema 1.2.5. resulta a partir 

de 1.2.4. y del lema 1.3.l. 

Fundación Juan March (Madrid)
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2. COHOMOLOGIA DE LOS COMPLEJOS INFINITOS: 

APLICACIONES FANTASMA 

2.0. Introducción 

En esta segunda, y principal, parte del trabajo me ocu­

po dels estudio de condiciones necesarias y suficientes para 

la existencia de aplicaciones fantasma entre espacios (apli­

caciones que no son nulhomotopas pero sí lo son restringidas 

a cada esqueleto). 

El problema procede y tiene sus aplicaciones más in-

teresantes) del estudio de teorías de cohomología, pero pue­

de generalizarse (y de hecho así lo he hecho) a funtores de 

homotopía. Las aplicaciones fantasma de un poliedro X en un 

espacio B vienen dadas por el núcleo del epimorfismo 

</J :[X,B] -----.lim [Xn,B) 

definido por restricción de las aplicaciones de X en B a los 

n 
esqueletos X de X. 

Las condiciones clásicas para la existencia de aplica-

ciones fantasma tienen su raiz en el resultado de J. Milnor 

(2.19) que caracteriza el núcleo de <fJ mediante el funtor 

primer derivado (por la derecha) del límite del sistema 

l[sxn,B]}. (SXn indica la suspensión de Xn). De este resul­

tado se deduce la condición establecida por M. Atiyah en 

(2.3) utilizando el llamado criterio de Mittag-Leffler. 

Aplicando esta condición he demostrado que no existen 

Fundación Juan March (Madrid)
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Generalizando el concepto de espacio irreducible dado 

por Gray, he visto que la existencia de aplicaciones fantas­

ma de X en E equivale a la irreducibilidad de SX respecto E. 

Una serie de lemas y cálculos puramente algebraicos per-

miten aplicar el criterio anterior a distintos casos concre-

tos interesantes, en los que el espacio E es siempre de tipo 

finito. Así, por ejemplo, se caracteriza la existencia de 
n n 

aplicaciones fantasma de un poliedro X en QS o 5 y, me-

diante el uso de ciertas operaciones de cohomología, demues-

tro la existencia de aplicaciones fantasma entre espacios 
3 

usuales : CP, 5 ; K(G,n), U(m); K(G,n), U; K(G,n), EU; .•• 

El Último apartado de este trabajo está dedicado a ge­

neralizar la sucesión exacta de Milnor de (2.19) de las apli-

caciones fantasma de un poliedro en un H-espacio racional. 

Utilizando las técnicas de localización y completación pro­

f ini ta y usando algunos resultados de D. Sullivan (2.23) 

demuestro que la sucesión de Milnor se puede generalizar a 

todo sistema directo de subpoliedros finitos que recubran 

el poliedro. 

2.1. Definiciones 

Seguiré usando la notación ya introducida en la parte l 

de este trabajo y supondré, además, que el O-esqueleto de 

todo CW-complejo consta del punto base. 

Designaré por [X,Y] el conjunto de clases de homotopía 

de aplicaciones continuas de X en Y que conservan el punto 

base, por SX la suspensión de X y por i2X el espacio de la­

zos de X. 
Fundación Juan March (Madrid)
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Un funtor contravariante h de la categoría homotópi-

ca HC* de CW-complejos conexos con punto base en la de 

los conjuntos punteados se dice representable, si existe un 

espacio topológico punteado B tal que, para todo Xt HC*' 

se tenga 
h{X) = [X,B]. 

Obsérvese que el espacio B está determinado a menos de una 

equivalencia homotópica débil. 

El teorema de representabilidad de Brown establece que 

un funtor h es representable si y sólo si cumple las tres 

condiciones siguientes (2. 7): 

(a) Axioma de homotopía: Si f,g:X ~y son aplicaciones ho-

motópicas, h(f) = h(g). 

(b) Axioma de aditividad (Milnor): Sea X = Q X (coproducto) 
i 

y j . :X.---4X 
l l 

las inmersiones correspondientes. Entonces, la 

aplicación entre conjuntos h(X) -?lLh(X.) 
l 

es una biyección 

que conserva el punto base. 

(c) Axioma de Mayer-Vietoris: Para t odo par de CW-complejos 

X,Y consideremos el diagram2 inducido por inclusiones 

h(XriY)~ 

!3T 
h(Y)~ 

h(X) 

TY 
h(X u Y) 

si x~h(X) e y~h(Y) son tales que a(x) ¡~(y), enton-

ces existe un z~h(XvY) tal que Y(z) = x y o(z) =y. 

Sea, ahora, X un CW-complejo conexo con punto base, de 

esqueletos Xn, y h un funtor representable h = [ , B]. 

Por restricción de toda aplicación f:X~B a los esquele-
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tos Xn se obtiene una aplicación de conjuntos punteados 

</J: h (X)---:; lim h ( Xn) 

definida por 
</J([f]) = ( ••• ,[f/XnJ, . . . ) 

Resulta de la propiedad de extensión de homotopías que 

es siempre un epimorfismo (véase, por ejemplo, (2.19)). 

El núcleo de </J consta, precisamente, de las clases de ho­

motopía de aplicaciones f: X ~B que restringidas a cada 

esqueleto son nulhomotopas. 

2.1.l. Definición Una aplicación esencial f: X ~ E se lla-

ma fantasma s i f ~ Ker <jJ • Designaré, en adelante, por 

Ph( X,B) al conjunto de aplicaciones fantasma de X en E. 

Evidentemente, si Ph( X,B) = 0 , (es decir, si toda 

aplicación f: X---? B que restringida a todo esqueleto Xn 

de X es nulhomotopa es ella misma nulhomotopa), entonces 

</J es una biyección (y, por tanto, un isomorfismo, si h es 

un funtor valuado en la categoría de los grupos) . 

. , 
sucesion de Milnor 

El núcleo del epimorfismo <jJ del apartado anterior fue 

caracterizado por J. Milnor en (2.19) en términos del fun­

tor lim1 ("primer derivado del funtor límite"). 

La definición siguiente es la que dan Bousfield y Kan 

en ( 2. 6): 
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2. 2 .1. Definición Sea L G i, f i} un sistema de grupos, i e N, 

y * la operación de Tf G. sobre XG., dada por 
1 1 -1 

(g , ... ,g., ... ) * (x , •.. ,x., ... ) = ( ... ,g . x.(f.g. 
1

l , ... ) 
o 1 o 1 1 1 1 1+ 

Entonces, por definición 

lim1 G. = XG. / ~ 
1 1 

donde X ~ y si y sólo si existe un g=(g , ... ,g., ••. ) de 
o 1 

7Í G. tal que 
1 

y = g*x. (Obsérvese que lim Gi es precisa-

mente el conjunto ( g e XG i ; g * e = e} 

En general, liml G. es, Únicamente, un conjunto pun-
1 

teado, pero si el sistema {Gi} es de grupos abelianos, en-

tonces liml G 
i 

admite una estructura de grupo abeliano y 

coincide con el primer funtor derivado por la derecha del 

funtor lim. 

2.2.2 Lema una suce-

sión exacta corta de sistemas(inversos) de grupos; la si-

guiente sucesión es exacta: 

*-? lim G 1 --+lim G. --+ lim G' 1 ~liml G' ~liml G ---7 
i 1 i i i 

~liml G'' ~* 
i 

2.2.3. Teorema (Milnor) Sea X e HC* y B un espacio to-

pológico punteado. Sea ••. X.e X. 
1

c ••• 
1 1+ 

de X en subcomplejos. Existe, entonces, 

ta de conjuntos punteados 

una descomposición 

. , 
una suces1on exac-

* ----Himl [sx., B] ~ [x, B] __ i_Him [x., B] -?* 
1 1 

(Para la demostración me remito a (2.19)) 
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2.2.4. Corolario Sea X ~ HC* y h = ( , B) 

Ker ~ = liml(sX.,B] • 

un funtor re-

presentable. Entonces 
J. 

El corolario resulta . del teorema 2.2.3. al observar 

que para la descomposición de X en sus esqueletos 

las aplicaciones ~ y ~ coinciden. 

2.3. La condición de Atiyah 

La anulación del término lim1 [SX.,B] que aparece en 
J. 

el teorema de Milnor 2.2.3. como núcleo del epimorfismo 

puede estudiarse a través de la condición que dio M. Atiyah 

en (2.3) para la anulación del liml de un sistema de gru-

pos. 

2.3.l. Definición Se dice que un sistema de grupos f G. , f . } 
\ J. J. 

verifica la condición de Mittag-Leffler si, para cada n, la 

filtración de G inducida por las imágenes de las aplica­
n 

ciones 

te un m 

f 
J. 

es estacionaria; es decir, si, para todo n, exis-

(que depende de n) tal que, para todo k? m, 

Im(f o •.. o f :G ~G ) = Im(fk o ..• o f :Gk ~G ). 
m+n n m+n n · +n n +n n 

La siguiente proposición, de naturaleza puramente al­

gebarica, es debida a Atiyah y aparece también recogida en 

el libro de Bousfield y Kan (2.6). 

2.3.2. Proposición Sea t Gi}, i ~ N, un sistema inverso de 

grupos que cumpla la condición de Mittag-Leffler. Entonces 

liml G. = D. 
J. 
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La condición anterior permite ya demostrar la no exis-

tencia de aplicaciones fantasma de todo CW-complejo puntea­

do conexo en un espacio de Eilenberg-MacLane. 

2.3.3. Teorema Para todo CW-complejo punteado conexo X, 

todo n E: N y todo grupo G ( abeliano si n ~ 2), se tiene 

Ph(X,K(G,n)) = 0. 

Demostración: 

La cofibración Xm+k ~x --?X/Xm+k induce una sucesión 

exacta de cohomología con coeficientes en G 
n m+k n n m+k 

... ~ H ( S (X/X ) , G) ~ H { !:j:'._(, G) ~ H ( SX , G) ~ 
n+l m+k 

~ H ( S (X/X ) , G) ~· .• 

de la cual se deduce que, para m+k >,:- n, 

Hn(SXm+k,G) ~ .Hn(SX,G) 

. . n m+k n m } 
Así pues, para k ~n-m, el sistema {Im(H (SX )~H (SX )) 

es estacionario y, por tanto, el sistema f[sxm,K(G,nl]} m 

verifica la condición de Mittag-Leffler. 

Aplicando sucesivamente los teoremas 2.3.2. y 2.2.3. se ob-

tiene el resultado buscado. 

La condición suficiente que da el teorema de Atiyah 

para la no existencia de aplicaciones fantasma no es evi­

dentemente necesaria. Sin embargo, con ciertas hipótesis 

adicionales (sugeridas por situaciones topológicas) puede 

demostrarse que si no se cumple la condición de Mittag-
. l 

Leffler, no puede anularse el lim • 
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2.3.4. Proposición Sea f Gi} un sistema de grupos numerables, 

tales que, para todo k y n, Im(G k--?G ) sea un subgrupo 
n+ n 

normal en G • 
n 

Entonces, 

lim
1 

G. 
l. 

si {Gij no cumple la condición de 

Mittag-Leffler, ~ o. 

Para la demostración de la proposición necesitaremos el 

siguiente lema: 

2. 3. 5. Lema Sea G = UG. un grupo numerable con G. nor-
l. l. 

mal en G para todo i 1 G.c G. 
1 

y Gl.. ~ G. 
1 

para una in-
l. J.- J.-

finidad de índices i. Entonces existe un elemento (g.) de 
l. 

t( G. tal que la ecuación 
-1 

gi = xi.xi+l no admite ningu-
l. 

na solución (x.) ~ T{ G .• 
l. l. 

Demostración: 

Consideremos la sucesión exacta de sistemas de grupos 

1---? {.G.} ~lG} ~ l G/G .} ~ l 
l. l. 

Si el lema no fuera cierto, la aplicación de G ~ lim G en 

lim G/G. sería exhaustiva. Ahora bien, como conjuntos, te­
l. 

nemas G/G. 
1 

- Gi G. x G. /G. , de donde resulta que 
l.+ l. l. i+l 

lim G/G. - r( G. /G. l no es n'Umerable. Puesto que G es 
l. l. l.+ 

numerable, no puede existir ningún epimorfismo G~limG/G . • 
l. 

A título de justificación de las condiciones introdu-

cidas en el sistema de grupos de la proposición anterior, 

incluyo la siguiente proposición de naturaleza topológica: 

2.3.6. Proposición Sea f:X~Y una aplicación continua 

entre CW-complejos conexos y B un espacio topológico. En-
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tonces Im([SY,B) (Sf)*[SX,B)) es un subgrupo normal de 

[sx,B]. 

Demostración: 

Sea Cf el cono de la aplicación f. Si i: Cf ~ Cf v SX 

indica la inclusión, la operación 

I: [sx,B] x [Cf,B] ~(Cf,B] 

define una aplicación 

i f: [s x , B]---? [Cf, B] 

tal que if((a)) = 'I((a),*) para todo <.t:SX-7B (aquí, 

* indica la aplicación constante *! Cf~B) • 

Pero if no es otra que la aplicación que aparece en la su~ 

cesión exacta de Puppe f 
(Sf) * i 

... ~(SCf' B] ~ (SY, B] [sx t B] ----7 [Cf t B] ~ ..• 

a:, f3 :S X ~B, 

Im (Sf)*. 

if((a)) = if(({3)) si y sólo Así pues, para 

si (a) (/3)-l t' 

Sea ahora ( P) ~ Im (Sf)* y (a) e [SX,B] arbitrario. Enton-
-1 f 

(a) ((a) (Y)) e Ker i , de donde ces 

(a}(Y)(a)-l = ((a)(Y) (a)-l 
f 

Ker i Im (Sf)*, 

con lo que Im(Sf)* es un subgrupo normal de lS X,Bj • 

2.4. El criterio de Gray 

En muchas situaciones topológicas, el criterio de 

Atiyah sobre la no existencia de apl icaciones fantasma es 

incómodo de aplicar y resulta más útil el siguiente cri-

terio debido a B.I. Gray (2.17). 
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2.4.1. Teorema Para todo CW-complejo conexo X y todo espa-

SJ_• Hn(X, ~ 
1

(b)) es fiºni"to para todo n ,. , 
n+ 

cio topológico B, 

entonces Ph(X,B) = 0. 

Demostración: 

Sea Hn(X, n B) finito para todo n, y consideremos la su­
n+l 

cesión exacta de Dold (2.11) 

.•. ~Hn+l(X, nn+lB) ~ h(n+l) (SX) ~h(n) (SX~ 

donde h ( n) ( SX) = Im ( [SXn-l, B] ~[sxn- 2 , B] ) • 

Puesto que X es conexo, h(
2

)(SX) =O y, por tanto, proce-

diendo por inducción sobre n, podemos afirmar que el grupo 

h(n)(SX) es finito, lo que implica que el sistema de gru­

pos ~[sxi,BJ} cumple la condición de Mittag-Leffler. Apli­

cando, entonces, la proposición 2.3.2. resulta 

liml[sxi,B] =o 

lo que implica la no existencia de aplicaciones fantasma de 

X en B, en virtud de 2.2.4. y 2.1.l. 

El teorema anterior se aplica con especial fortuna para 

resolver la siguiente conjetura de Atiyah y Hirzebruch: Sea 

U el grupo unitario infinito y BU su espacio clasificante. 

En (2.4) Atiyah y Hirzebruch demostraron que, para el espa-

cio clasificante BG de un grupo de Lie conexo y compacto 

G, se tenía 
~ n [ n ] -lim K(BG ) = lim BG ,BU = R(G) 

el cqmpletado del anillo de las representaciones complejas 

de G. Además, los autores conjeturaron que, para el espacio 
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clasificante BG de un grupo de Lie compacto 

lim K(BGn) = K(BG). 

En 1964, D.W. Anderson, en su tesis (2.1), y en 1968, V.M. 

Buhstaber y A.S. Miscenko demostraron la conjetura para 

grupos conexos compactos. Ahora, podemos establecer, si-

guiendo a W. Meier 

2.4.2. Teorema Sea BG el espacio clasificante de un gru-

pode Lie compacto G. Entonces, lim K(BGn) = K(BG). 

Demostración: 

En virtud de un teorema de A. Borel (2.5), el álgebra 

H*(BG,Q) es un álgebra de polinomios generada por elemen­

tos .de dimensión par. En virtud de un teorema de Hopf so­

bre H-espacios finitos, el · anillo de cohomología H*(G,Q) 

* ( n1 n2 nk ) , es isomorfo a H S xS x •.. xS ,Q , con n
1

, ... ,nk nu-

meras impares. Puesto que Hp(BG,Z) ® Q = Hp(BG,Q), resulta 

que, para todo p impar, Hp(BG,Z) es un grupo finito. Pero, 

puesto que n. (BU) es Z o O según que i sea impar o 
. ]. 

par, Hn(BG, n (BU)) es finito, para todo n. Aplicando 
n+l 

entonces el teorema 2.4.1., se obtiene 

lim (BGn,BU] = [BG,BUJ, 

de donde el teorema. 

2.5. La sucesión espectral de Atiyah-Hirzebruch. Un criterio 

de convergencia 

M. Atiyah y F. Hirzebruch introdujeron en (2.4) una 

sucesión espectral asociada a toda teoría de cohomología 
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. , 
generali z ada. A. Dold generalizó, en ( 2 .11), e s ta sucesion 

espectral para funtores de homotopía represen t ables defi­

nidos en la categoría de los CW-complejos conexos puntea­

dos y con valores en la categoría de lo s grupos. Sea h 

un funtor de homotopía representable; para todo X e HC * 

pongamos 
h( S-p-qXp) para p+q~ O 

h(S-p-q( xP;x P-1 )) para p+q~D 

La sucesión exacta de Puppe 

.•. -4 h ( sx p+l l -4 h ( s x P l -4 h ( x p+l ; x P) -4 h ( x p+l) ~ •.• 

induce, entonces, un par exacto de complejos bigraduados 

y, 

a) 

b) 

D D 

~E~ 

· por tanto, una sucesión espectral E(h, X) 

Ei'q(h, X) Hp( X,h5-q) p+q{:l, q <.o, 

Ei'q(h, X) o en caso contrario. 

Ep'q(h X) zP'q/Bp,q donde 
r ' r r 

Im (h( X p+r-l/ X p-l)~ h( x P;xp-l) 

Im (h( S (Xp-l/Xp-r))--? h( x P;x P-1 )) 

tal que: 

lhn} es una teoría de cohomología generalizada, 
n-1 

h , y se tienen inclusiones 
· n-1 n ... e E(h , X) e E(h ,X) e:. ••• 

que permiten definir una sucesión espectral E(h, X) que es 

la sucesión espectral de Atiyah y Hirzebruch ordinaria. 
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d) Si X es un CW-complejo de dimensión finita, la sucesión 

espectral E(h,X) converge finitamente; es decir, para to­

do par (p,q) existe un r dependiente de (p,q) tal que 

Ep,q : Ep,q -
r r+1 

Si X no es de dimensión finita, la sucesión no converge fi-

nitamente en general. Precisamente, la convergencia de dicha 

sucesión espectral está íntimamente ligada a la existencia 

de aplicaciones fantasma del CW-complejo X en el espacio 

clasificante B del funtor h. 

Para estudiar la conexión anterior necesito, antes, 

una definición: 

2.5.l. Definición Un espacio topológico se dice numarable 

si son numerables todos sus grupos de homotopía. 

2. 5. 2. Lema a) Un CW-complejo es numerable si y sólo si 

posee una numerabilidad de celdas. 

b) Si Y es un espacio topológico numerable y X un CW-comple­

jo punteado conexo y con esqueletos finitos, [Xn,B] es nu­

merable para todo n. 

2.5.3. Teorema Sea X un cw~complejo con esqueletos finitos 

y B un espacio topológico numerable; entonc~s Ph(X,B) = ~. 

Demostración: 

Consideremos el diagrama 

h(Xp+r-l/Xp-1) 

~l~ 
h(S(Xp-l/Xp-ri -----7 h(XP/xp-l) ---)h(XP/xp-r) 
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utilizado en la construcción de Ep,-p , donde la fila ho­
r 

rizontal es un trozo de la sucesión de Puppe asociada a la 

cofibración X p-l /X p-r~ X p/ X p-r-----,) X p /X p-l. 

Resulta, entonces, 

Im ( h ( Xp+r-l / Xp-l) ~ h ( xP /Xp-l)) 

Im (h(S( Xp-l / Xp-r)) ~ h( Xp / Xp-l)) 

Im ( h ( Xp+r-l / Xp-l) ----7 h ( x P / Xp-r)) 

Ep,-p::: Im(h( Xp+r-l/Xp-l)--?h( Xp)) y, por tanto, 
r 

para r ~ p. 

Por otra parte,del di~grama 

h( Xp+r-l/Xp-1) 

~1~ 
h( Xp+r-l/Xp)-- h( Xp+r-l)--h( Xp) 

resulta que, para r~p, 

de donde, para r9 p, 

Im (h( X p+r-l/ X p-l)~h( X p+r-l)) 

Im (h( X p+r-l; x P)~h( X p+r-l)) 

Im (h( X p+r-l/ X p-l)~ h( Xp+r-l) 

grupo que, siempre para r ~ p, es isomorfo al cociente 

Ker (h( Xp+r-l) ~ h( Xp-l) 

Ker ( h ( Xp+r-I) ----7 h (Xp) · 

como se deduce de la sucesión de Puppe asociada a 

Xp-l--4 Xp+r-l --7 Xp+r-1 / Xp-1 
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El Último valor obtenido para Ep,-p nos permite cons­
r 

truir, finalmente, la sucesión exacta 

O~ Ep,-p ~Im( h (Xp+r-l) ~h (Xp)) ~Im( h (Xp+r-l)---? h (Xp-l)) 
r 

Supongamos, ahora, que Ph( X,E) = 0. En virtud de 

2.3.4., el sistema {h( Xpl} =l[x P, E]}= l[sx P,E]} verifica 

la condición de Mittag-Leffler, ya que E es un espacio nu-

merable. Existe, pues, un rp tal que es estacionario 

Im (h( Xp+r-l)---?h( Xp)). 

Este razonamiento nos lleva a la cadena de isomorfismos 

Ep,-p: Ep,-p: ... 
r r+l 

pa r a r 1- rp • 

Recíprocamente, si la sucesión e s pectral converge fi-

nitamente para el par (p,-p)! puesto que, para Ep,-p 
r+l 

es un s ubgrupo de Ep,-p 
r ' 

¡Ep,-p} 
1.. r r~p 

es un sistema in-

verso. La sucesión e xacta antes mencion~da puede, entonces, 

convertirse en una sucesión exacta de sistemas inversos 

O ---?t E~ ' -p}-? llm ( h (Xp+r-l) ---7 h (Xp))} ~ 

Ahora bien, en 
p-1 

ahora, G = 
r 

--? llm(h( X p+r-l)~h( X p-l) l} ~ O 

virtud de 2 .3.3., lim
1 

Im (h( Xp+r-l)/h( Xp-l)), 

Ep,-p = D. Si r ponemos, 
. l o 

s e tiene lim G = O 
r 

y, por inducción sobre p, ll·m
1 Gp -- O t d para o o p. 

r 
La proposición 2.3.3. nos dice, ahora, que el sistema 

(G~} cumple la condición de Mittag-Leffler y, por tanto, 

(Im (h( Xp+r-l)-?h( Xp))} es estacionario; pero esto implica 
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que el sistema lh(Xp)} cumple Mittag-Leffler y, por tanto, 

Ph(X,B) = 0. Queda, pues, demostrado el teorema. 

2.5.4. Observación Si el espacio B está configuardo en un 

espectro que defina una teoría de cohomología generalizada, 

el teorema anterior está implícitamente demostrado ya en los 

tr?baj9s de Eckmann-Hilton (2.14) y (2.15) y Eilenberg-Moore 

(2.16). 

2.6. Espacios irreducibles 

El criterio dado en el apartado anterior .para .la no 

existencia de aplicaciones fantasma presenta el inconvenien­

te de su utilización práctica y para solventarlo es conve­

niente tr?ducir dicho criterio en condiciones mucho más to-

pológicas. El concepto de espacio irreducible (una genera­

lización de la definición dada por Gray en (2.17)) nos será 

de gran utilidad. 

2.6.l. Definición Un CW-complejo X se dice irreducible 

respecto de un espacio B, si · existe un Índice p tal que el 

sistema {rm([Xp+r¡xP,B]~ [xp+l¡xP,aj )}r no es estacio­

nario. 

Podemos, ahor?, traducir el teorema 2.5.3. en lenguaje 

de irreducibilidad. 

2.6.2. Teorema Sea X un CW-complejo con esqueletos finitos 

y B un espacio topológico numerable. Entonces Ph(X,B) = 0 

si y sólo si SX es reducible . respecto de B. 
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Demostración: 

Tomemos, como anteriormente, h = [ ,f.!B} = [sx ,B] • El teo­

rema resulta entonces, inmediatamente, del teorema 2 .5.3 

y del hecho que 

Im (h( Xp+r-l/Xp-l)-4h( x P;x P-1 )) 

Im (h(S( X p-l/ X p-r))~h( X p/ X p-l)) 

es estacionario para r ~p. 

2 . 7. La condición del rango 

La condición necesaria y suficiente dada en el apartado 

anterior, adquiere toda su significación al restringirnos a 

espacios de tipo finito. 

2 .7.l. Definición Un espacio topológico se dice de tipo 

finito, si todos sus grupos de homotopía son de tipo finito. 

2 . 7. 2 . Lema Si X es un CW-complejo con esqueletos finitos 

y B es un espacio topológico de tipo finito, 

(S( Xp/Xp-l),B] = (y(sp+l\,B] 

es un grupo abeliano de tipo finito. 

2. 7. 3. Lema Sea G un grupo abeliano de tipo finito y 

... cG. cG.c .•. cG 
J+l J 

un sistema infinito de subgrupos 

de G. Las dos condiciones siguientes son equivalentes: 

a) El sistema anterior no es estacionario, 

b) rang n G. ~ rang Gk, para todo k. 
J -
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2. 7.4. Proposición Si SX es reducible respecto de B, 

entonces, para todo p, existe un r 
p 

tal que 

Im ( [S ( X/Xp-l), B] ------+ [V sP+1, B] ) = 

Im ( [s (Xp-r /Xp-l), B] ~ [\/sp+l, B]) 

para todo r '.?-r . 
p 

Demostración: 

El diagrama de cofibraciones 

xP /Xp-l-----4 X/Xp-l ~ x;xP 

1 T T 
xP /Xp-1 ~ xp+r /Xp-1----7 xp+r ;xP 

nos induce un diagrama de sucesiones exactas de Puppe 

[ 
p+r p-1 11 r, p p-1 ,, r p+r p 1 ···---? S(X /X ),BJ--?LS(X /X ),Br-¿LX /X ,B -4 ... 

. T T T 
••• ~[S(X/Xp-l),Bj ~ [s(xP;xP-

1
),B} ----7(x;xP,B1 ----¿ ..• 

De este diagrama resulta la proposición al observar que de 

2.6.2. se deduce que Ph(X,B) = 0 si y sólo si, para todo 

p, 

Podemos enunciar ahora ya nuestro criterio para la no 

existencia de aplicaciones fantasma en términos del rango 

de ciertos grupos abelianos. 

2.7.5. Teorema Sea X un CW-complejo con esqueletos finitos 

y B 

J 0 

rang 

un espacio topológico de tipo finito. Entonces Ph(X,B) 

si y sólo si, al menos para un p fijo, se tiene 

Im ( [SX/sxP, B] ~ [Vsp+l, BJ) < 
< rang Im([SXp+r/sxP,B]--?[VsP+l,Bj). 
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2.8. Aplicaciones 

Los resultados de los dos apartados anteriores, permi-

ten demostrar la existencia o no de aplicaciones fantasma 

entre diversos espacios interesantes. Para el caso de apli-

caciones en esferas o en lazos infinitos de esferas, se de-

duce directamente, pero para aplicaciones de espacios de 

Eilenberg-MacLane en el grupo unita rio infinito o en su es-

pacio clasificªnte, hay que recurrir a ciertas operaciones 

de cohomología. 

2 .8.l. Proposición Si X es un CW-complejo con esqueletos 

Qrsn+r _L finitos y B = colim , n r 0,1, entonces Ph( X,B) / 0 

si y sólo si 

rang Im([S( X / X n- 2 ),B]~[vsn,BJ) < 
n+r -1 n-2 J V n 

<rang Im([S( X / X ),B ----?L 5 ,B]), 

para r arbitrario suficientemente grande. 

Demostración: 

Los grupos de homotopía n 
1

(B) son finitos para pi n-1. 
p+ 

Así pues, [s( xP;x p-l),B] es finito para pi n-1 y, por 

tantg,_l? condición sobre los rangos expresada en el teore-

ma 2 . 7.5. puede cumplirse sólo cuando p= n-1 (ya que en 

los otros casos los rangos valen cero). 

Análoga demostración admite la siguiente 

2 .8.2. Proposición La proposición 2.8.l. vale substituyendo 

colim 1lsn+r ·por ni 1, n impar. 
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Algo más complicada es la siguiente proposición 

2.8.3. Proposición La proposición 2.8.l. sigue siendo vá-

lida substituyendo 

H
2
n-

2 
(X) finito. 

1 . ,,..rsn+r sn o ca im ~t por , n > , n par, y 

Demostración: 

Puesto que H2n-2(X) es finito y también lo es 

para i > 2n-l, res ul t~ que los grupos 
i n 

H (X, n. 
1

(5 )) 
l.+ 

son 

finitos para i > 2n-l. Vamos a ver que de lo anterior se 

deduce la condición del rango para i= 2n-2. 

Consideremos la sucesión exacta de (2.11) asociada al fun­

tor h = [ , sn]: 

h (x 2n+r-3) . h (X2n+r-3) k+l ( 2n+r-3 
•.. ~ (k+l) ~ (k) ~H X ' 

de la que se deduce, por inducción, que 

h( 2 n-J~X2n+r-3) = Im(h(X2n+r-3/X2n-3)~h(X2n+r-3/X2n-4)) 

es un grupo finito. 

Entonces, a _p?rtir de la expresión dada para 

aparatado 2.5., habida cuenta del diagrama 

Ep,-p en el 
r 

•.. ~ h(X2n+r-3/X2n-3) ~h(X2n+r-3) ~ ..• 

T 1 
.. •.-7 h(X2n+r-3/X2n-3)----;) h(X2n+r-3;x2n-4) ~ 

resulta que la sucesi~n espectral Ep'q(h X) converge fi-
r ' 

nitamente para el par (2n-2,-(2n-~)), lo cual implica la 

condición del rango para i = 2n-2. 

2.8.4. Observación La condición de finitud para H
2
n-

2 (x) 

viene impuesta por el hecho de que, para n par, tanto ~ (Sn) 
n 
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como 7t ( sn) 
2n-l 

son grupos infinitos. 

2.8.5. Proposición 

Demostración: 

La demostración de esta proposición se basa en un resultado 

de W. Meier que generaliza un método de B.I. Gray para po-

der comprobar si se verifica la condición del rango dada en 

el teorema 2.7. 

El teorema de Meier dice: 

2.8.6. Teorema Sea X un CW-complejo con esqueletos finitos 

e Y un _espacio de Ho~f homotópicamente asotiati0o y de tipo 
n-1 n n n-1 

finito. Sea <p: [X/X , Y]~ Hom ( H (Y), H (X/X ) ) la 

aplicación natural que a toda clase [f] ~ [X/Xn-l, Y] le 

asocia el elemento Hn(f,n.(Y)® Q}. Entonces 
n 

a) <p es un homomorfismo de grupos, 

· ( n-1 ] [ n n-1 ] b) rang <p = rang i*: X/X ,Y------? X /X ,Y • 

Para demostrar la proposición 2.8.5. basta, entonces, 

comprobar la condición del rango a partir de la parte b) 

del teorema 2.8.6., demostrando que toda aplicación de [p<X> 

en s3 
induce en H

2
( ,Q) la aplicación nula, lo cual es 

, 2 . ) consecuencia de que tal aplicacion ya es nula en H ( ,z . 

La siguiente proposición es una generalización de un 

resultado obtenido, independientemente, por Anderson y Hodg-

kin y _por Euhstab~r y Miscenko ((2.2) y (2.8) respectiva-

mente. 
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2.B.7. Proposición 

tipo finito. 

Sea G un grupo abeliano infinito de 

a) Si n 3' 2 es par, 

b) Si n 3' 2 es impar, 

Ph(K(G,n),U(m)) f 0 para 

Ph(K(G,n),BU(m)) f 0 

c) Si n ?3 es par, Ph(K(G,n),U) f 0 

d) Si n ~3 es impar, Ph(K(G,n),BU) f 0 

m ~(n+l)/2 

m ~(n+l)/2 

La demostración procede, utilizando los cuadrados de 

Steenrod, probando, en primer lugar, la afirmación para 

G = Z, distinguiendo los casos n par o impar. La demostra­

ción para G arbitrario es un típico caso de paso al lí­

mite. 

La siguiente, y Última, proposición sorprende al com­

pararla con los apartados c) y d) de 2.B. 7. 

2.B.B. Proposición Se verifica: 

a) Si Ges finito, Ph(K(G,n),U) = 0 y Ph(K(G,n),BU) = 0, 

b) Si G es de tipo finito y n es par, Ph(K(G,n),BU) = 0, 

c) Si Ges de tipo finito y n es impar, Ph(K(G,n),U) = 0. 

Demostración: 

Es suficiente aplicar el teorema 2.4.1. y la fórmula de 

Künneth usual para cohomología. 

2.B.9. Observación Aplicando la sucesión espectral de 

Atiyah-Hirzebruch, puede demostrarse que Ph(K(Z,2),U) 0. 

Obsérvese, en cambio, que en virtud de la proposición 

2. B. 7. Ph ( K ( Z, 2) , U ( m)) f 0 para m ~ ( n+l) /2. 
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2.9. Localización y aplicaciones fantasma 

En este Último apartado, que puede considerarse como 

un apéndice, me propongo generalizar la sucesión exacta de 

Milnor (2.19) a todo sistema directo de subcomplejos fini-

tos que recubran un complejo celular. 

El teorema fundamental es el siguiente: 

2.9.l. Teorema Sea X un CW-complejo y (X.) un sistema 
l. 

directo de subcomplejos finitos que rec~bran X. Sea .B un 

espacio de Hopf racional de tipo finito. Entonces, existe 

una sucesión exacta 

*~ lim
1 [sx. ,B]---?l.X,B] ~[lim X. ,B] ~* 

l. l. • 

Demostración: 

Usaré la notación standard para localización. B indica el 
p 

localizado de B en p. En particular B es la racionaliza­
º 

ción de B. 

Recordemos que un espacio de Hopf racional es un espacio 

tal que B es de Hopf. 
o 

Designemos, finalmente, por e: B~B la completación 

profinita y por e: B --->T(B la aplicación inducida por 
p 

las localizaciones. 

Para demostrar el teorema es suficiente comprobar la exhaus­

tividad de~ y ver que Ker e*= lim
1

l.SX.,B], donde e* 
l. 

es la aplicación [X,B]~\),EJ inducida por e. 
El isomorfismo anterior se basa esencialmente en los dos 

siguientes lemas de W. Meier y D. Sullivan, respectiva-

mente. 
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2.9.2. Lema En las condiciones del teorema, si h es un 

funtor homotópico con coeficientes en Q-espacios vectoria-

les, se tiene h( X) = lim h(X . ). 
l 

2.9.3. Lema En las condiciones del teorema, si Y es un 

CW-complejo arbitrario, se tiene [x,9J = lim [x.,9]. 
l 

Obsérvese, finalmente, que la exhaustividad de ~ ha 

sido ya demostrada por J.F. Adams para espacios de Hopf 

homotópicamente asociativos y por A. Deleanu para espacios 

de Hopf arbitrarios. La demostración para un espacio de 

Hopf racional es de W. Meier. 
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