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INTRODUCCION 
============ 

Los espacios métricos, introducidos por Fréchet en 

1906, posibilitaron a Hausdorff, A. Weil, Nachbin, 

Efremovi8 yCs3.szár ... , llegar a una serie de conceptos de 

perfil métrico, fundamentales para el desarrollo del Aná

lisis. Paralelamente, a la vez que Glivenko introducía 

los retículos valorados, Appert, Ky Fan, Kurepa, Colmez, 

profundizaron en una línea de distancias con valores 

en estructuras ordenadas, Blumenthal introdujo los métri 

cos booleanos y Everett, Ribenboim ... ,analizaron los 

grupos reticulados usando su métrica natural. 

La posibilidad de obtener una modelización que incl~ 

yera los factores aleatorios asociados a la incertidum-

bre, que toda medida conlleva en sí misma, fue dada por 

Menger (1942) con sus espacios métricos probabilísticos, 

cuyo estudio ha sido brillantemente desarrollado por A. 

Wald, B. Schweizer, A. Sklar, A. N. ~erstnev, .... 

A partir de 1967, con la introducción por Trillas de 

la noción de espacio métrico generalizado, que considera 

métricas abstractas valoradas en estructuras algebraico

reticulares, se han unificado los espacios métricos de 

Fréchet, los probabilísticos de Menger, los booleanos de 

Blumenthal, ... , surgiendo de dicho ensamblaje estructural 
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no solo la belleza formal que toda unificación aporta si

no también resultados nuevos. Tal teoría ha sido desarro-

llada en los trabajos de Trillas y sus colaboradores Als~ 

na, Batle, Grané, Vila ... , y es gracias a las dos ayudas 

de la Fundación March que podemos presentar este resUJ9.en 

de la Memoria donde se recopilan los estudios hasta hoy 

realizados. La limitación de espacio deja de lado aspec

tos que como las proximidades, las métricas difusas, las 

métricas por intervalos, ... , están siendo motivo de in-

vestigación. 

Tal vez, esta teoría sea un ejemplo más del popular 

lema: "elegir unos buenos espacios donde se puedan pro-

bar teoremas interesantes''. En cualquier caso, la base 

de la teoría aparece claramente formulada y cabe esperar 

que en el futuro surjan los teoremas de interés. Quizás 

las palabras del poeta catalán Carles Riba (VII Elegia, 

Elegies de Bierville) , recojan con su rima nuestro pen

samiento: 

"!taca, regne petit, conec la cova profunda! 

Olivereda amunt, fora camí, en el rocall; 

closa i subtil com l'hora d'un sol pensament, pera 

[entrar-hi 

calen un front humil sota la llinda i un salt". 

E. Trillas - C. Alsina 

Barcelona, 11 Septiembre 1.977. 
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I. CONCEPTOS PRELIMINARES. 

Sean X y S dos conjuntos no vacíos, S = (S;;;;,) un orde

nado parcial y s 2=(S,+,e) un semigrupo conmutativo con 

neutro e. Un espacio premétrico generalizado ([25]) es 

unaettaterna (X,S 1 ,s 2 ,m), donde m:XxX+ S (premétrica)sati~ 

face, para cualesquiera a,b,c~X, 

(1) m(a,a)=e, 

( 2 ) m ( c , a) $ (a , b) +m ( b , c) . 

Es consecuencia inmediata la · simetría m(a,b)=m(b,a). m 

se dice separadora si m(a,b)=e implica a=b. Las premétri

cas se relativizan a subconjuntos Y c X mediante la res-

tricción mlYxY· Dos premétricas son iguales si las respe~ 

tivas cuaternas son idénticas. 

La conmutatividad de s 2 será esencial para la relación 

de "estar-entre" y la asociatividad de + permite extender 

a "poligonal" la desigualdad triangular (2) cuando se cum

ple la isotonía de+ respecto~(~y=> x+z::;;;y+z); en dicho ca 

so S1 y S2 integran el semigrupo ordenado S=(S,+,~,e) y a 

la terna (X,S,m) se la denomina espacio métrico generaliza

do ([25]), abreviadamente EMG. 

Ejemplo 1. Espacios métricos reales (Fréchet [11] ) son 
+ EMG en los que S=(R ,+;:;;;,o). 
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Ejemplo 2. Espacios métricos probabilísticos (Menger [ 15], 

Wald [ 33] , Schweizer, Sklar [ 22) , Serstnev [ 23]) son 

EMG en los que S=(6 +,T, ,,;;;,E), siendo 
o 

+ 
6 ={FJF:R+ [o,1] ;F(o)=o, F continua por la izquierda y 

no decreciente , 

+ ,,;;; el orden puntual dual de 6 (F,¡;;; G*> F (x) ~ G (x) , para to-

do X€ R), E la función de salto unidad en x=o, y (6+,T) 
o 

un semigrupo ordenado abeliano con unidad E ((20)). 
o 

Ejemplo 3. Espacios premétricos booleanos (Blumenthal [6], 

Blumenthal-Menger (7)) son aquellos en que S 1=(B,,,;;;) ,~ = 

=(B,EB,o), siendo B un álgenra de Boole con orden ,¡;;;;, mí

nimo o y diferencia simétrica EB . 

Ejemplo 4. Grupos reticulados G o de Riesz, son premétri

cos valorados en su parte positiva G+, al considerar 

m (a,b) =sup {a,b }- inf {a ,b }. 

Ejemplo 5. La "métrica natural" (Menger (16] ) sobre un 

grupo abeliano G es n (a,b) = {a-b,b-a} y dá lugar al prem§_ 

trice (G,Pf(G) ,n), donde Pf(G) son las partes finitas de 

G, ordenadas por inclusión y operables al extender puntua!_ 

mente la operación de G. 

En caso de no haber confusión todo EMG (X,S,m) y todo 

premétrico (X,S l'S 2 ,m) se representarán simplemente por X. 
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Un morfismo ((25]) entre dos premétricos X1 y X2 es 

un par de aplicaciones~ =(h,F), tales que h:X1 + X2, 

F:S 1 + s 2 y Fo m1=rn2 o hxh; es decir, que el siguiente 

diagrama es conmutativo: 

X2 X X2---o) S2 

Nótese que para todo morfismo (h1 F), necesariamente es 

F(e 1)=e 2. Indicaremos por Mor (X1,X2) al conjunto de mor

fismos entre X1 y X2 . De forma natural, si 

~ 1 =(h¡rF 1)E Mor (X 11 X2) y ~ 2 =(h 2,F 2)E Mor (X 2,X 3 ) cabe 

definir la composición asociativa 

~ 2 o ~ 1= (h 2oh 1, F 2oF 1) E Mor (X 11 X 3) ; mediante la cual 

Mor(X,X) es un semigrupo, con neutro el par de identida

des i=(I ,I ) . Si~ =(h,F)E Mor (X 1,X 2) y hes epiyecti-
x s - 1 

va, existe la inversa por la derecha hd:X 2+ x 1, tal que 
-1 -1 -1 

hohd =Ix y mz=Fom,o (hd x hd ); si Fes inyectiva poseerá 
- 1 

inversa parcial izquierda F . : F(S 1) + s 1, tal que 
l 

_l _l -1 
F. o F=I , FoF. =I ( ) y m 1= F. o mzo hxh; si ambas hipó-

1 s l F S1 l 

tésis sobre ~ =(hJF) se verifican , cabe considerar 
_l 1 1 1 1 
~di =(h~ , F: ) el cual satisface ~~iº ~=(h~ oh,Is ) y 

- 1 
~o ~di· =(I , I ( )) . En particular la biyectividad de 

X 2 F S 1 

h y F ( (h,F) es isomorfismo) lleva a definir el isomorfismo 
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-1 -1 -1 
inverso ip = (h ,F ) e Mor (X¿ , x

1
) con el cual 

-1 -1 
o tp= ( I , I ) , tpo tp = ( I , I ) . 

x
1 

s x2 s2 

Designaremos por Isom(X 1 ~l al conjunto de isomorfis 

mo s entre X1 y X2 , y por Aut(X)=Isom(X,X) al grupo (por 

composición) de los automorfismos. 

Teorema. Si X1 , Xi son premétricos isomorf es, los respec

tivos grupos de automorfismos son isomorfos 

( Isom (X1 , Xi ) ~ !Zf=> Aut (X¡_ )~ Aut (X¿ ) ) • 

Para la demostración tómese (h,F) e Isom(X¡_ ,X¿) y de-
-1 -1 

fínase ~:Aut(X 1 )+Aut(X¿), ~ (j,k)=(hojoh, FokoF ). 

A parte de los morfismos iso, auto, mono y epi, con-

viene destacar ciertos tipos especiales: 

(1) Homometrías: son morfismos del tipo (h,I ) entre 
s 

premétricos con idénticos semigrupos (5i :: ~ ) . La inyec-

tividad de h se sigue de la separación de Il\ y de 

Ill¡=r12o(hxh). Anotaremos Hom(X) al semigrupo (por composi:._ 

ción) de las homometrías sobre un premétrico (X,S
1 

,S
2 

,m). 

(2) Isometrías: 

fismos (Ini =m
2 

o (hxh) 

son homometrías (h,I ) que son isomor 
s -

-1 -1 
y m =m o(h x h )) . Las isometrías 

2 l 

sobre un mismo premétrico X dan lugar a la geometría mé

trica GM(X), grupo por composición, que es subgrupo inva 

riante del grupo Aut(X). 

(3) Semejanzas: son morfismos (I ,F) entre premétri-
x 

Fundación Juan March (Madrid)



9 

cos sobre el mismo conjunto y diferentes semigrupos. Se

rán de especial interés las semejanzas (I ,F) , donde 
X 

F: S -+s• seacrecienteysubaditiva (F(a+b)~'F(a)+'F(b)) 

entre (X,S,m) y (X,S',Fom). Las semejanzas son un semigru

po por composición y se anotará Sem(X) al grupo de las bi

yectivas, que es subgrupo invariante del grupo Aut(X). 

El siguiente teorema recopila diversos resultados so

bre los anteriores grupos. 

Teorema. 

(i) Si X es un premétrico: 

Aut (X) ~(S)' Aut (X) ~~(X) 
GM (X) Sem (X) ' 

Aut (X) = GM (X) E9 Sem (X) . 

(ii)Si X1 es isomorfo a X2 , entonces 

GM (X¡) ~ GM (X 2) , Sem (X 1) ~ Sem (X 2 ) 

(iii)Si (I ,F) es semejanza entre X y X' es 
X 

Hom(X)~Hom(X') (contención monomórfica) y si Fes 

inyectiva Hom (X) ~ Hom (X') . 

(iv)Si (h,I ) es homometría entre X y X' (con igual 
s 

S) es Sem(X')~Sem(X), y si hes epiyectiva 

Sem(X') ~Sem(X). 

Ejemplo 1 bis. Si (X, (R+,+, ~o) ,d) es un EM real, al ser 
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+ + 
exp:R + R -{o} estrictamente creciente, exp(o)=1, 

+ exp(a+b)=exp(a).exp(b), resulta que (X, (R -{o},., ~,1), 

exp od) es un EMG sobre el semigrupo multiplicativo de 

los reales positivos semejante al dado inicialmente. A 
+ + ' 

su vez, log:R -{o} + R , permite asegurar que el segun-

do métrico es semejante al primero. Así el par de métricos 

son mutuamente semejantes sin ser iguales. 

Ejemplo 2 bis. Si (X, ( 6+,*, ~,E ) ,m) es un EM probabilís
o 

tico de Wald (donde * es la convolución) , las aplicaciones 

+ + 00 + + 
F1: 6 + R ,F 1 (f)= -log f exp(-x)df y F2 : 6 + R ,F2 (f)= 

o 

=sup{x ER/f(x)=o }, son crecientes, nulas en E y verifl 
o 

can F. (f*g)=F . (f)+F. (g), i=1,2; por tanto definiendo 
l l l 

m¡=F1 o m y m2=F2 o m, los EM reales resultantes (X,m.), 
l 

i=1,2, son semejantes al de Wald dado. Todo EM real 

(X, (R+ ,+,~o) ,d) puede considerarse como EM probabilísti-

co al establecerse la semejanza (I , E), dada por 
+ + X 

E :R + 6 , E (X)=E (salto unidad en x) y considerar en 
X 

A+ . ~ 
u una operacion T tal que T (E ,E )=t: [por ejemplo 

X y x+y 

T =*, T =T (( 20])] . 
T 

Ejemplo 3 bis. Si B es un premétrico booleano y el álgebra 
+ B admite una medida µ: B + R , como tal función es crecien 

te, subaditiva [ µ (xffiy)~ µ (x)+ µ(y)] y verificaµ (O)=o, 
+ resulta m = µom una distancia que da el EM real (B,R ,m ) , 

jJ µ 
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semejante al premétrico dado de manera que si 

m(x 1 0=XEBY y µ es una probabilidad P se obtiene la dis

tancia P(XEBy), fundamental en la Teoría de la Probabi

lidad. 

Ejemplo 4 bis. Si en un grupo reticulado G se consideran 
+ 

las dos estructuras (G, (G ,+, ~,o), 1 I> Y 

(G,(Pf(G),º,C,{o}), n) Q 3]) resulta la segunda semejan

za a la primera, dado que max:Pf(G)+ G es creciente y 

(max o n) (a,b)=max {a-b,b-a}=la-bl. 

Si I(m)={m(a,b); a,b€X}, se verifica que E'€I(m) y 

en caso de ser e minimal de dicho ordenado, la relación 

binaria de X: aMb<o>m(a,b)=e, es una equivalencia compa

tible con m, por lo que si a,b,c, ... son elementos de 

X/M, cabe definir m(a,b)=m(a,b) y (X/M, $ ,m) es el pre

métrico cociente con m separadora. 

Mas generalmente, si~=(h,F) es morfismo entre dos 

premétricos X. (i=1,2) tales que e 2 =F(e 1 ), siendo e. mini-
1 1 

mal en I(m.), i=1,2, entonces h:X 1 /M 1+ X2 /M2 , h(a)=h(a), 
1 . 

lleva al morfismo ~=(h,F) entre los premétricos X/M 1 y 

X/M2. 

Teorema. Con las notaciones anteriores; 

Sem (X) =Sem (X/M) , Hom (X) ::::::: Hom (X/M) , GM (X) ::::::: GM (X/M) , 

Aut (X)~ut (X/M). 

En conclusión, el paso al cociente identificando los 
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elementos que "no distan nada", no altera las caracterí~ 

ticas geométricas del premétrico dado, siempre que e sea 

minimal en I(m), es decir, en tal caso pÚeden suponerse 

las premétricas separadoras. 

Es un problema estructural importante la obtención . 

de un "producto" adecuado de EMG ([ 1)) . 

Tomando como "objetos" los EMG (X,S,m) y como "morfi~ 

mas" los (f,g) de dichos espacios con g subaditiva y ere ~ 

* ciente, se define una subcategoría EMG de la categoría 

general de los EMG. 

Fijado un preordenado (I,(), un sistema proyectivo 
b 

métrico ({(X.,S.,m.);i€ r} ,{(f .. , 
1 1 1 1] 

un sistema proyectivo categorial en 

g .. ) ; ( i, j) €~} ) , es 
1]* . 

EMG . Si este es el 

caso, resulta que S =({S.;i er} ,{ g .. ;(i,j)e~}) es sis-
! 1 1] 

tema proyectivo en una categoría de semigrupos ordenados 

que admite por límite proyectivo al semigrupo ordenado: 

S =lim S = {x € . TI S 1 (g o TI ) (x) - TI (x) i ~J· } · 
00 I 1€ I . . . . - . ' """' ' 1 1] J 1 

+-

análogamente X=({ X. ;ier}, {f..; (i,j)e~}) es sistema 
I 1 1J 

proyectivo conjuntista de límite proyectivo: 

X=lim X= {x € , TI X . ,(f . . oTI . )(x)=TI.{x),i~j}, que 
00 +- I 1el 1 1J J 1 

puede ser eventualmente vacío. 

Escogiendo (!,=), conjunto no vacío con la ordenación 

"igualdad", resulta que 

X 
00 X.' 

1 
s 

00 
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,m ((x.). I,(y.). I) = 
TI lJé 1]€ 

= (m.(x.,y.)).€I' se obtiene el EMG ( .TII X.,.TII S.,mTI). 
l l l l! .lE l.lE l 

Dicho espacio merece el nombre de espacio producto de la 

familia dada, al verificarse: 

Teorema . ( ;,TI I X . , . TI I s . , m ) = 1 im ( { (X . , s . , m . ) i :il: I} , 
.._€ 1.1€ lTI lll 

+ 

{(I ,Ic );i€I }). 
X. .., . 

l l 

Si todos los EMG se valoran sobre el mismo semigrupo 

S, entonces ( TI 

iE I 
X. , 7r S, m ) es semejante al EMG 

1 i€I TI 

( TI 

if I 
x.,S,l/J m 

l o TI 
(valorado sobre S !) siempre que pueda 

definirse la semejanza (I TI , IP) con 
it: IXi 

l/J:TI s+s 
:il: I 

ciente, subaditiva y nula solo en el neutro. 

ere 

Ejemplo. Si {(X. ,R+)J d . ); iEN} son EM reales, se forma el 
l l 

00 

EMG ( TI X.' 
l 

00 + 
TI R , dTI ) o los productos finitos 

( TI 

i=1 

i=1 

X.' 
l 

i=1 

Las aplicaciones 

+ N + + n + 
1/): (R ) + R , IP.: (R ) + R , i=1,2,3, definidas por 

l 

00 

IP ( (a ) ) = L 
n i=1 2i 

,IP 1 ( a 1 , ••• , a ) =+ ~. 
1+a. n V i~1ªi' 
ª· l 

l 

1P 2 (a 1 , ••• , a ) =Max (a 1 , ••• , a ) y IP 3 (a 1 , ••• , a ) =a 1 + ••• +a , 
n n n n 
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facilitan las semejanzas antes señaladas y se obtienen 

corno espacios semejantes los EM reales clásicos 

+ 
( TI X. , R , d _. =y;o d ) , 
i= 1 i Frechet TI 

n + 
( TI X . , R , d 

1
. d = 1()0 d ) , 

i=l i euc i ea .TI n 

n + n + 
(TI X.,R, d _.. =l()o ~)y (TI X.,R ,d 
i= 1 i Maxirno n i= 1 i suma 

= 1/)0 d 
;r 

n 
) . 

Por pura dualidad con los sistemas proyectivos rnétri

* cos cabe considerar en la categoría EMG , los sistemas 

inductivos métricos, de los cuales resulta d 1 ]l . 

Teorema. Todo sistema inductivo métrico ( {(X. , S . ,rn.) ; .:iE I }• 
l l l 

{(f .. ,g .. ) ; (i,j) € ~}) posee corno límite inductivo un 
l] l] 

* EMG (X,S,m) en la categoría EMG . 

La construcción efectiva de (X,S,m) se basa en 

X=( Ux.x{i}l/~, donde ~es la equivalencia: 
iEI 

1 

"(x.,i)~(x.,j) <o> Existe kE I,k ~i,j tal que f.k(x . )= 
l J l l 

= f.k(x.)", y análogamente reemplazando las f por las g, 
J J 

se obtiene S=( S.x{i}l/. X y S son, a su vez, límites 
i Er l R 

inductivos en las respectivas categorías. Por Último 

m:xxx-+s, está definida por ro< <x . ,il ,<x.,jl l = 
l J 

(rnk(f .k (x.) ,f.k(x . ) 
l l J J 

) ,k), siendo kEI cualquiera ~i,j. 
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Formulados para la categoria de los EMG los conceptos de 

sistema proyectivo y límite inductivo se logra no solo 

la belleza formal de una presentación categorial, sino 

aclarar también el problema del producto y de la conve

xif icación, que si clásicamente se formulaba presupo-

niendo una estructura vectorial, es a raíz de la formula 

ción por Menger (1920) de la relación métrica de "estar 

entre", cuando cabe adoptar el criterio de convexidad se 

cuencial relativo a dicha relación. 

Una relación ternaria de "estar entre" en X t S!S 

((33,25]) es un subconjunto EcXxXxX, verificando 

(I) (a,b,c)E E ~ at b t e t a. 

(II) (a,b,C)E E ~ (c,b,a)E E. 

(III) (a,b,c)E E ~ (c,a,b)f E, (b,c,a)f E. 

(IV) (a, b, e) E .E y (a, e, d) E E ~ (a, b, d) E E y ( b, e, d) E E. 

Si (a,b,c)E E se dice "b está entre a y e" y se abrevia 

abe. Esta noción geométrica básica puede introducirse en 

los EMG como sigue: Si (X,S,m) es un EMG con m separado

ra y más de dos puntos, la relación ternaria en X: 

(a,b,c)E E * atb'lcta y m(a,c)=m(a,b)+m(b,c), 
m 

satisface (II) por la simetria de m y la conmutatividad 

de +. Para que verifique (III), (IV) hay que añadir con

diciones suplementarias como son que e=Mín I(m) y que la 

isotonia sea estricta en I(m) (xc~ x+zcy+z) .Ello no ga-
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rantiza E * ~- El comportamiento de E bajo los morfis-m m 
mos métricos está dado por el 

Teorema. Sean ~ ,~ , dos EMG tales que E ,E sean las 
m1 1t2_ 

correspondientes relaciones de "estar entre" y 
(h,F) :Xi+X 2." Si F es morfismo algebraico, és 

(hxhxh) (E )c E. y vale la igualdad si, además, 
mi m2 

F es inyectiva y h epiyectiva; en particular pa-

ra las isometrías. Si (I 
X 

,F) es una semejanza 

de (X,S,m) con (X,S',m') y F es rnorfisrno algebrai._ 

co, E cE , , siendo E ;::E 
rn' 

si F es inyectiva. 
rn rn rn 

A partir de la relación de "estar entre" en un 

EMG(X,S,rn) y dado A cX, puede definirse [ 1, 17) que A es 

secuencialmente convexo si, para todo par a,b € A,af.b, 

existe CEA, a'fcf.b, tal que (a,b,c)eE , es decir, existe rn . 
un "punto intermedio cEA" tal que rn(a,c)+rn(c,b)=m(_a,b). 

El hecho de que X no sea necesariamente secuencialmente 

convexo, coloca a dicho criterio en clara alternativa a 

las nociones clásicas de convexidad. 

Teorema. Si (X,S,rn) es un EMG,existe un rnonomorfisrno (~,~) 

en un EMG (X,S,m) secuencialmente convexo y tal 
-que S es a su vez secuencialmente convexo en or-

den (V a ,ii: s, a9 t;, 3~ s tal que a:~;;~b> . 

La construcci6n se basa q 1 p en considerar el orde-
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' 2 

nado (N, ~ , la sucesi.Ón de productos { (. TI X, TI 

k=1 k=1 
S 1 TI m); 

k=1 

. } d f . . . . . f X l+ X ~ S~ 1€ N y e 1n1r, s1 1~ J, .. : , g .. : + 

¡ 
S ' , me-

1) 1) 

21-i 
d . ·1c · ·> < · ~ ·> 1ante _ . *1 , ... ,x21 = x 1 , .•. ,x21, ....• ,x1, ... ,x21, 

para h=f .. ó g ..• Así se determina un sistema inductivo 
1) 1) 

métrico cuyo límite inductivo (Teorema anterior) (X,S,m) 
verifica las propiedades requeridas. Pero además, dicho 

cohvexificado es representable en un producto numerable. 

* * * Teorema. (X,S,m) es isométrico a un subespacio (X ,s ,m ) 

00 CXl 

de (. TI X , TI S , m TI) • 

i=1 i=1 

* * Exactamente, X (resp. S ) es el subconjunto de 

00 CXl 

TI X (resp. TI S) generado al repetir indefinidamente las 
i=1 i=1 

* "tiras" de elementos de cardinalidad potencias de 2 y m = 

=rnTI¡ * *· Por tanto a efectos computacionales, el convexi
X xX 

ficado admite el tratamiento de subespacio del producto 

numerable. Como aplicación nótese que: 

Teorema. Todo EM real (X,R+,<1) admite un monomorfismo en 
+ ,.._, 

un EM real (X,R ,d), secuencialmente convexo. 
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II. NOCIONES GEOMETRICAS EN LOS EMG. 

En lo que sigue, L= (X;;;;;_ N ,N será un retículo que, si 

tiene máximo y mínimo se representarán respectivamente_ 

por u y a;S =(S,+) será un grupoide y de una aplicación 
2 

v:X-+ S diremos que es una s 2-valoración de L, si cuales-

quiera que sean x J y de X, es v(x)+v(y)=v(xvy)=v(x"y). 

Obviamente si L es una cadena toda aplicación X-+ S es 

una s 2-valoración; en cualquier caso las aplicaciones 

constantes son S2-valoraciones. 

Diremos que la terna (L,S2,v) es un retículo valora

do, siendo dos retículos valorados iguales si las respe~ 

tivas ternas son idénticas. Dados dos retículos valorados 

(L,S2,v) y (L' ,S2,v'), diremos que <P=(h,F) es un morfis

mo entre ambos, si: (i)h:X-+ X', (ii) F:S-+ S', (iii)Fov=v'oh. 

Son de interés los casos particulares siguientes: 

1) L=L', h=1x, en el que v'=Fov, diciéndose de (IX,F) que 

es una semejanza entre (L,S2,v) y (L',S~ 1 v') que, con abu 

so de lenguaje, se representa por F; 2) S =S', F=I , en 
2 2 s 

el que v=v'oh, diciéndose que (h,IS) es una homovalora--

ción que se representa por h, recibiendo el nombre de iso

valoración si h es biyectiva. 

El conjunto de todas las isovaJ_oraciones X-+ X es un 

grupo respecto de la composición de aplicaciones, que 11~ 

maremos la geometría valorada de (L,S 2,v) y escribiremos 

GV(L,S 2,v) o simplemente GV(L), si no hay lugar a confu--
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sión. Está cla;r:o que las . isovaloraci.ones son las autobi

yecciones de X que permutan entre si a los elementos de 

cada clase de X/v; por tanto, si 8É x ~ es el grupo simé-

-1 
trico de la clase [ x] =v (v (x)) y si X/v es finito, es 

V 

GV (L) =e x] ~vt( x] · 
V V 

Análogamente al caso de los morfismos entre EMG se 

prueban los siguientes resultados. 

Teorema. ( i) 

(ii) 

Dos retículos valorados entre los que exis 

te una isovaloración tienen isomorfas las 

geometrias valoradas. 

Las geometrias valoradas de (L,S ,v) y 
2 

(L,S2,v') coinciden si y solo si entre am 

bos existe una semejanza Óiyectiva sobre 

V (X). 

(iii) GV(L,S ,v)=(j #v es constante. 
2 X 

GV(L,S z,v)= {I} ~ v es inyectiva. 
X 

En el caso particular (usual) que S es un grupo abe-
2 

liano (con neutro o) que es la parte aditiva de un anillo 

unitario A=(S,+,.,1), el conjunto de todas las S2-valora

ciones de L con las operaciones puntuales es un A-módulo 

unitario, del que las constantes son un subanillo unita-

rio isomorfo al A. Así, cuando L es el álgebra de Boole 

P(X) de las partes de un conjunto finito con n elementos, 
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el módulo de las &i-valoraciones es suma directa del sub

módulo de las homogéneas (v{~)=o) y del de las constantes, 

quedando determinada una valoración v por las imágenes de 

~y de los singletones; concretamente, si Y= ~1 , ••• ,xh}cx, 

h 
es v(Y)= ¿ v({x.}) -(h-1)v(~), con lo que las aplicaciones 

i=1 ]_ 

v , ... , v definidas por v. {A) =1 si x .EA y v. (A) =o si 
1 n i i i 

x.~A, i=1, ... ,n, son valoraciones linealmente independie~ 
]_ 

n 
tes que permiten expresar en la forma v= E 

i=1 
k.v.+Cte a to

i ]_ 

da valoración v. Por ejemplo, si considereamos el álgebra 

de Bernouilli {a,x,x,u} y como valoración v la "comple-

mentación" (con anillo el dado por la diferencia simétri

ca y la intersección) es v=xv1 +xv2 +u, donde v1 y v2 están 

definidas por u=v1 (x) =v1 (u) =v2 (x) =v2 (u) , a=v1 (a) =v1 (x) = 

=v2 (x) =V-2 (a) . 

Siguiendo en la hipótesis de que ~ sea un grupo es 

fácil ver, análogamente al caso clásico, que es 

v(a)=o ~ x"y=a => v(xvy)=v(x)+v(y)]. Si S1 =(S,~) es un 

ordenado parcial , se dice que v es una valoración crecien 

te si x<y=> v(x) ~(y), en los Órdenes respectivos de L 
_l -1 

y de s
1

; en tal caso, v (v(a)) es un ideal y v (v(u)) 

es un filtro de L, probándose análogamente al caso clá

sico, y con independencia de toda relación entre s
1 

y s
2

, 

el siguiente 
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Teorema. Si un ~etículo L admite una S2-valoración ere-

ciente estrictamente (x<y ~v (x) < v (y)), enton-

ces L es modular. 

Cuando L admite una negación t (aplicación t:X +X, 
2 

tal que (i) x~t x, (ii) t(xvy)=t(X)l\t(y), t(xAy)=t(x)Vt(y) 

puede definirse en X la suma de Sales l 19] x E9 y= (Xl\tX) v 
t 

v(xAty)V(yAtX)Y(yl\ty), que si L es distributivo queda re-

ducida a x E9 y= (xvy) "t (xAy) (la "diferencia simétrica" en 
t 

el caso de las álgebras de Boole, con t la complementa--

ción), siendo entonces la identidad Ix una (X, E9t)-valo

ración al igual que todos los endomorfismos del grupoide 

(X, 9 t). Es de interés el estudio, realizado por A. Vila 

[ 32 ], de las valoraciones de un retículo con negación t 

relativas al grupoide conmutativo (X, E9t) o aplicaciones 

v:X +X, tales que v(x) E9 tv(y)=v(xvy) $ tv(xAy) 1 del que son 

de destacar los siguientes resultados. 

Teorema. (i) 

(ii) 

Los endomorfismos algebraicos de (X' $ t) 

son (X, E9 t)-valoraciones de L si y sólo si 

I es una valoración. X 

Un endomorfismo reticular f del retículo L 

es una (X, E9t)-valoración creciente si y só 

lo si I es una (X, E9 )-valoración de f(X). 
X t 

Teorema. Si L es un álgebra de Boole y t es la complemen

tación, una aplicación v:X+X es 
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(i) una (X,ffi)-valoración <*v(xffi y)=v(x)ffi v(y)ffiv(o) 

(ii) una (X,ffi)-valoración creciente con v(o)=o <* 

es un endomorfismo del anillo booleano 

(X,ffi,A). 

Cuando S=(S~+,~) es un grupo ordenado diremos que v 

es unas-valoración (estricta) si es una S 2-valoración 

creciente (estrictamente). Respecto del carácter distri

butivo de L vale el 

Teorema. L es distributivo si y sólo si admite una S-va

loración estricta v tal que, cualesquiera que 

sean. x,y,z de X, es: 

1 - 1 
v(xvyVz)+v(xAy~z) =v(xVy)+v(xVz)+v(yVz)+v(x) + 

- 1 - 1 
+v(y) +v(z) 

No es difícil ver, como clásicamente, que siendo L un ál
- 1 

gebra de Boole y v una S-valoración, si el ideal v (v(a)) 

es primo v sólo toma dos valores. 

Si S+ es el cono positivo del grupo ordenado S, es 
+ + 

S =(S ,+,~ 

- 1 
d (x,y)=v(xVy)+v(xAy) , siendo d separadora si y sólo si 

V V 

v es estrictamente creciente. Cuando L es un álgebra de 
- 1 

Boole y S conmutativo, es d (x,y)=V{Xffiy)+v(o) , de mane
v 

ra que en tal caso la equivalencia módulo d coincide con 
_l V 

la dada por el ideal v (v(o)), y si ves inyectiva, la 

geometría métrica del EMG (x,s+ d ) es el grupo de las 
' V 
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traslaciones de (X,ffi ) • 

Si el grupo ordénado S tiéne como Único auto-opuesto 

al neutro O y la S-valoración v(ae L)es estricta, la geo

metría valorada de (L,S,v) es un subgrupo de la geometría 
+ métrica de (X,S ,d ) . 

V 

+ En los EMG (X,S ,d ) pueden definirse las dos relacio
v 

nes de "estar entre" E 
d 

(si el criterio dado en I es apll 

cable) y E<= {(a,b,c)la~b<c ó C<b<a} , dada por el orden; 

siempre es E<CEd ,con lo que Ed no es vacía. Si Les una 
V V 

cadena, entonces Ed =E<. El estudio de las relaciones de 
V 

"estar entre" en loSEMG, iniciado en [ 25 ] está siendo con 

tinuado actualmente. 

Si S 

tricta y 

es un grupo 
+ 

(S, S , dI 
s 

- 1 

de Riesz, I es una S-valoración 
s 

es un EMG en el que a
1 

(x,y)= 
s 

es-

=(xvy)+(xAy) (METRICA NATURAL DEL GRUPO RETICULADO S)es 

separadora; si S=(R,+, ~) es el grupo aditivo real, es 

xvy-x~y=Jx-yJ la distancia euclidea usual, y si 

S=(R+,., ~) es el grupo multiplicativo de los reales po

siti~os estrictamente, es xv~x~y su métrica generaliza

da natural. En este caso de los grupos de Riesz, la geo

~etría valorada de su propio retículo es un SUBGRUPO IN

VARIANTE de la geometria métrica de (S,S+,d ) , al consi-
v 

derar una S-valoración estricta del mismo: si considera-
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mos la recta real, las R-va1oraciones son simplemente 

las aplicaciones R -+ R crecientes y la geometría métri
+ 

ca de (R,R ,d ) consta de las aplicaciones h:R -+ R que 
V 

siendo biyectivas verifican Jv(hx)-v(hy) J=J vx-vyJ , es · 

decir tales que o bien v-voh=Cte, o bien v+vh=Cte, por 

lo que er. particular si v=IR (métrica natural) las Úni

cas isometrias son las del tipo h=IR+Cte y h=-IR+Cte. 

Este interesante resultado es general, ya que las únicas 

isometrias homogéneas (que cambian el cero en si mismo) 

de un grupo totalmente ordenado con su métrica natural 

son la identidad y el cambio de signo. 

Precisamente, la geometria métrica de los grupos de 

Riesz con su métrica natural ha sido completamente estu

diada por J. Grané [ 12] , a partir de caracterizar a las 

isometrias homogéneas por el hecho de ser los morf ismos 

de la estructura aditiva que conservan el valor absoluto 

("isovaloraciones que son morfismos algebraicos"), siendo 

su grupo suma directa de grupos de dos elementos y emplea~ 

do como técnica la representación de grupos reticulados de 

Ribenboim (perfeccionada por el mismo Grané), con la que se 

pruebanlos siguientes 

Teorema. Toda isometria es el producto de una traslación 

del grupo por una isometría homogénea. 
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Teorema. El grupo de las isometrías homogéneas del pro

ducto (de la suma directa) de grupos de Riesz 

es el producto directo de los grupos de isome

trias homogéneas de los factores, por lo que 

el producto directo TI G . 
iEI 

1 
(la suma directa l: G. ) 

l 
ÍEI 

de grupos totalmente ordenados tiene por grupo 

d . . h ~ 1 I e isometrias omogeneas a z
2 

. 

Del trabajo de J. Grané debe citarse, por su interés, ori 

ginalidad e importancia en Análisis funcional, el estudio 

de las isometrias de un f-anillo reticulado. 

Cuando el grupo S es auto-Opuesto (x+x=o, para todo 
2 

x), toda aplicación f:X + S permite considerar el premé-

trico (X,S2,S ¡,df), con df(x,y)=f(x)+f(y), en el que la 
f 

desigualdad triangular es una igualdad y es d separado-

ra si y sólo si f es inyectiva. En particular, si L es un 

álgebra de Boole, con cada f:X +X se dispone del premétrl 
f 

co (X,(X, ffi ),(X,~),d) y en el caso f=I cabe hablar de 
X 

la métrica natural (vid. Blumenthal-Menger [ 1 ] del álg~ 

bra de Boole d
1 

(x,y)=xffi y, por analogía con el caso de 
X 

los grupos de Riesz pero recordando que, si se considera 

el premétrico anterior, ni vale la isotonía ni I es 
X 

(X,ffi )-valoración. Respecto de las geometrías cabe, en este 

caso, probar los siguientes 
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Teorema. Si Sz es un grupo auto-opuesto, s1 un ordenado 

y (L,S2 ,v) un retículo S2 -valorado, la geometría 

valorada de (L,S2 ,v) es un subgrupo invariante 

de la geometría métrica del premétrico 
V 

(X,S 2 ,S 1 ,d ) . 

Teorema. Si L es un álgebra de Boole, el grupo cociente 
V 

entre la geometria métrica de (X, (X,ffi ) , (X¡;;;;) ,d ) 

y la geometría valorada de (L, (X,ffi ) ,v) es isomor 

fo al grupo (X/v,~ ) . 

En este caso, si ves constante la geometria métrica esci_ 
X 

y si es inyectiva es el grupo de las traslaciones de (X,EB) . 

Continuando con el análisis de los EMG sobre grupos 

auto-opuestos, hay que notar que el único orden respecto 

del que la operación es isótona es la igualdad; por consi 

guiente, si (S,+) es un grupo auto-opuesto el Único grupo 

ordenado sobre él es el (S,+,=)=s= y a un EMG del tipo 

(X,S-,d) lo llamaremos METRICO INVOLUTIVO [30]. En tales 

métricos la desigualdad triangular es realmente una igual

dad y sucede que (X,S ,d)es un métrico involutivo ~existe 

v:x~ S tal que d=dv, verificándose dv=dv·~ existe k ES 

tal que v'=v+k, por lo que basta trabajar en el cociente 

de SX por la equivalencia definida por v'=v+k, kE S, cuyas 

clases agrupan las aplicaciones que dan la misma distancia 

y a las que llamaremos S -normas. 
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Aparentemente, la geometría de un métrico involutivo 

es simple; p. ej., si se definiera una relación de "estar 

entre" como en § I, resultaría que en toda terna de pun-

tos distintos cualquiera de ellos estaría entre los otros 

dos y, en otro orden, el concepto de entorno esférico 

E (k) queda reducido al de circunferencia que, por ser 
X 

E (k)=vt(k+v(x)) es no vacía solo si k+v(x)E V(X), sien
x 

do las clases de X/v, sorprendentemente, circunferencias 

de centro en un punto y radio O. La geometría métrjca de 

(X,S dv. GMv (X)= { h Ed ¡a Vº (hxh) =d V}= { hE la Voh=d "L , ) es 
X X 

que no depende de la e lección de V en la S -norma ya que 

GMV(X)=GMVt-k(X). Está claro que hE GMV(X) <o> existe 

khE S tal que \.bh=kh+v, de manera que para cada hes kh 

Única y el morfismo entre grupos dado por ~ (h)=kh tiene 

núcleo {j EGM (X) 1 Voj=V }: subgrupo invariante de la geo

metría métrica constituido por aquellas isometrias que 

conservan el valor de la S -norma y que tiene un papel 

análogo al de la geometría valorada. Al subgrupo imágen 

de~J{ kh lhE GM} ,lo llamaremos ESPECTRO DE (X,S ,dv) y 

lo escribiremos sp (V) , siendo GMV(X) /ker ~~ sp (v) y re

presentando las clases de isometrias h con igual kh, es 

decir, los tipos de isometrias del métrico involutivo que 

son realmente posibles. Hay que remarcar: (i) ker~ = 

={r} <o> ves inyectiva; (ii) ker~ =d <o> Ves constante; 
X X 

(iii) Si V es inyectiva y V(X) subgrupo de S-, es Sp (v) =V(X) 
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A causa de (i), solo existen isometrías distintas de 

la identidad con un punto fijo cuando v no es inyectiva. 

Además, es obvio que dv es separadora si y sólo si es v 

inyectiva. Es más, dado un métrico involutivo con dv no 

separadora, siempre es posible dotar a X/v de una tal 

distancia que lo sea, ya que v : X/v-+ S, V ([xjv)=V(x) es

tá bien definida y dv ([x] , [Y] )=dv(x,y) es una distan 
V · V A 

cia separadora. Hay que obse rvar que sp(v) es un subgru-

pode sp(v). 

Cuando V es inyectiva (propiedad de toda la S--norma), 

es h EGM (X) ~ existe khE S tal que yoh=kh +v, y si dos iso

metrias h,j coinciden sobre un elemento de X, es h=j. Así 

pues, en tal caso, si h es una isometria es h(x)= 

- 1 
=V (kh + v(x)) =Ex (kh) , para todo Xf X, con lo que si v (X) 

es subgrupo de S : (i) Para cada z €X existe el único punto 

- 1 
y=h(Z), tal que h(x)=V (~+yyvx); (ii) Si y:/:Z, existe la 

J 
Única isometría h z(x)=y ~y-lyZ~) tal que hyZ(y)=Z, 

que no es la identidad al ser Vf+vZ~O. Por consiguiente, 

si ves inyectiva y V(X) subgrupo de S se puede definir 

_l . .-en X la operacion x®y =v (\f (x) +v (y)) que lo dota de es-

tructura isomorfa a la de V(X), con lo que ~(X) es el 

~rupo de las traslaciones del 2rupo (X,~_l_, resultado 

que facilita estructura geométrica en X a las isometrías. 
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Es de destacar que si g:H-+X ( <l>tHCX) es una CONGRUENCIA 
V V 

(biyección tal que d (r,s)=d (g(r) ,g(s)), para cualesqui~ 

ra puntos r,s de H), existe una Única isometría de X (la 

traslación x@) (h@)g (h)) , h € H) que restringida a H es g. 

Todo ésto sugiere la consideración del caso en que, sie~ 

do (X,S ,d) un métrico involutivo, sea (X,.) un grupo 

con neutro e, en el que basta considerar V (x)=d(e,x), 
X V e 

para tener V € S tal que d=d e (las aplicaciones de 
e 

una S - norma quedan individualizadas por el valor que 

toman sobre el neutro e). Es interesante, el 

Teorema. Si (X,S ,d") es un métrico involutivo sobre un 

grupo (X,.,e), es condición necesaria y sufi-

ciente para que las traslaciones de (X,.) sean 

isornetrías, que V verifique 

V (x,y) =V (x) +V (y)+ V(e), 

cualesquiera que sean x (y € X. 

Está claro que la anterior condición equivale a que la 

aplicación V'= V(e)+ V sea un morfismo entre los grupos 

1 
(X,.) y S . En tal caso V (V(e) )=ker 'IJ' pudiendo llegar-

se, no sin dificultad, al 

= -:V 
Teorema. Si (X,S ,d ) es un métrico involutivo sobre un g~ 

po (X,.), es sp(V) ~ X/v'. 

Entonces, si V es inyectiva y V(e)=o, resulta .= ~ 
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En un reciente trabajo[ 3i] Trillas-RubiÓ-Jacas, han 

caracterizado las clases de X módulo GM (es decir, las 

clases dadas por "x--y (GM) ~existe he: GM tal que h(x)=y") 

probando que x--y (GM) ~ V(x) +V(y) E sp (v) . También se ha 

caracterizado el espectro, los morfismos entre métricos 

involutivos y los conjuntos isométricos; así se ha obteni 

do que 

sp(v)=n {x+v(C[y-
1
(x)] )}, 

XfV(X) V 

indicando por C[-] a las clases de X/v módulo la equiv~ 
V 

lencia "[xJV ---{y]V ~ [x].J [y]V son coordinables". 

Para terminar este apartado, recordaremos que si 

(S,+,e) es un grupo abeliano el conjunto P (S) de las par
F 

tes finitas de s con el orden e y la operación 

A+B = {a+b\ac: A, bE B} es un semigrupo ordenado conmutati

vo con neutro{ e } y mínimo 0. Con ello, cada vez que se 

dispone de una aplicación v:X + S (X no vacio), es 

dv(x,y)={v(x)-v (y) ,v(y)- v(x)} tal que (X,PF(S) ,dv) es 

un EMG, de tal suerte que si dos grupos S y S' son isomor 

fas, las estructuras métricas sobre (X,PF(S) ,-) , 

(X,PF(S') ,-) son SIEMPRE isomorfas métricamente. 
I 

Cuando X=S y V=I
5

, es d 
5

(x,y)={x-y,y-x } la métrica 

natural de Menger [16] asociada al grupo abeliano S(§I) 

que, si es auto-opuesto, es {x+y } . En tal caso vale 

Fundación Juan March (Madrid)



31 

(Alsina-Trillas[ 3 ]) el 

Teorema. Dos grupos abelianos son isomorfos si y sólo si 

son métricamente isomorfos respecto de las mé-

tricas naturales asociadas. 

Si X=S es un grupo de Riesz, con V =I se obtiene el 
I S 
s 

(S,PF(S) ,d ) que es semejante métrico natural de Menger 

+ 
al EMG natural del grupo reticulado (S,S ,d

1 s 
(ejemplo 

4 bis, § r) . 
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III. NOCIONES TOPOLOGICAS EN LOS EMG. 

Diferentes condiciones algebraico-reticulare~; [ ( I )] so 

bre el semigrupo de valores de un EMG, han llevado al ~s

tudio de diferentes topologías en el marco de los EMG 

(Trillas [ 25 ] , Batle [ 4] , Alsina [ 1 ] , Grané [ 12 ] , Vi

la [32 ] , Pons [ 18 ]) • 

Definición. Sea S un semigrupo ordenado. 

(1) S verifica C1 si el neutro e es mínimo. 

(2) S verifica la condición usual (C2) si para cualesqui~ 

ra a,bE S, a > e, b > e, existe CE S, con C>e, a~c, b ~ c. 

(3) S cumple la condición de pseudo-diferencias (C3) si p~ 

ra todo r, s€S, e ~ r <s, existe tES,t.:>etal que ~r+t < S. 

(4) S satisface la condición de pseudo-radicales (C4) si 

para cualquier rE s, r >e, existe s > e tal que e < s+s<r. 

(5) S se dice no discreto (CS) si admite una sucesión o 
n 

decreciente ( ºn ¿0n+ 1) tal que si a ~ºn' para todo 
o 

n, es a=e=MinS(abrev. 0 + e). Si s verifica C1 y es se 
n 

o o 

dirá continuo en e (C6), si dadas o +e y l' +e, es 
n n 

o o +rp +e. n n 

(6) Una sucesi6n creciente b t (0' decreciente c +> es con-n n · ~-

" vergente en orden a b (o c} si b ~ x, para todo n, im-
n 
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o 
plica b .-;:: x (o c ¿x ~x ~c). (Abrev.b t b,c -}C). Una 

n ID n 
o 

sucesión (a ) convérge en orden hacia a (a +a) si 
n n 

o 

existen b ta y c ..¡,a, tales que b ~ a < c , para to 
n

0 
n n n' n -

o o 

do n. En particular, a +e si existe o ..¡, e con a ~ fin, 
n n n 

para cualquier n. 

(7) S'CS es denso por la derecha de aE S si todo bES,b>a 

admite un r€S' tal que a < r <b. S es secuencialmente 

denso a la derecha de e (C7) si vale C1, y para cada 

E > e y o ..¡,e, {o 1 n EN} es denso por la derecha de e, 
n n 

el cual se dice secuencialmente alcanzable. 

( 8) Si S cumple C1, se dice que verifica la condición de 

Everett (C8) si dada una sucesión doble (o n) 
k 

(k,n)ENxN 
o 

tal 
n ..¡, existe una que para cada n, es ok e, subsuce--
~ 

(o n ) on 
o 

sión con + e. 
k k n nEN n ~ 

o 
(9) Si S cµmple C1, se llama normal (C9) si dada o ie,a,bES 

n 

•y ª<b+a , para todo n, se deduce ª('.b . 
' n 

( 1 O) S satisface la condición de refinamiento (C1 O) si 

o o o 

o +e, a +o + a, implica a + a. n n n n 

Dicha colección de condiciones se relativizan fácil

mente a subconjuntos S' de S. En [ I ¡ 25, 4) , se han estu 

diado los comportamientos de los semigrupos usuales de 
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los EMG, respecto a las condiciones anteriores. Así, si 

+ + 
(R ,+, <,o) las verifica en su totalidad, (6 ,T, <1 ta) no 

cumple por ejemplo C3, ni necesariamente C4, CB, C9, C10 

+ 
y G , parte positiva de un grupo de Riesz, verifica C1 so 

lo si es totalmente ordenado, ... etc. 

Sea (X,S,m) un EMG con e=inf I(m) y sea S'CS, S'f.f, 

tal que si r €S' es r > e. 

La topología T*(S'). 
m 

Definición. La T*(S')-topología es la que tiene como sub
m 

base a la familia (B(a;r)) (a,r)€ XxS'' siendo 

B(a;~)={be íllm<a,S) <r}. 

Anotaremos T* 
m 

T*(s-{e}). 
m 

Teorema. (i) Si S 'CS" es T* (S') C T* (S''). Si S' es orden 
m m 

denso en I(m)US" , es T*(S")CT*(S'). Si S' es 
m m 

denso en S, T*(S')=T*. 
m m 

(ii) Si mes separadora y e=inf{S 1 +S 1 }, T*(S') es 
m 

T2. Si e=inf{r,r•},con r,r'e S', T*(S 1 ) es discre 
m 

ta. 

(iii) T*(S') es la mínima topología que hace 
m 

abiertas a las bolas con radios en s•. 
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La .topología Tm(S'). 

Definici6n. Si S verifica Cl, la T . ($' )-topología es la 
m 

que tiene como abiertos los Acíl tales que, 

para todo a€ A, existe S 1 € S' y B(a;$')~A. 

Dicha topología no satisface, en general, que las bo

las B(a;S') sean abiertas y formen una base local en cada 

punto. 

Teorema. (i) Si S' verifica C2, C4 y la isotonía estricta, 

(B(a;$'))~,€ S' es base local de entornos al va-

riar a€íl ; dicha base genera a su vez T (S'), m . 

la· cual es discreta si S' no verifica C2 y mes 

separadora. 

(ii) T (S')CT*(S'), valiendo la igualdad si las 
m m 

bolas son T (S')-abiertas (p.ej., si S' cumple 
m 

C3 relativa a T (S) y la isotonía estricta) . Si 
m 

S¡,S 2C S son densos a la derecha de e en s 2 , es 

T (S 2)C T (S 1), valiendo la igualdad si s 1 ,s 2 son 
m m 

cada uno denso en el otro. 

(iii) Si mes separadora y S' denso en I(m), 

T (S') es T 1 • Si T (S') es T 1 es T 1 • Si S' veri-
m m o 

fica C4 relativa a I(m), con m separadora, 

T (S 1 ) es T 2 • 
m 

(iv) Supóngase que la T (S') viene descrita por 
m 
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la base local de bolas. Si S' verifica:e ;s•J 
C2 y C4, entonces T (S') es la topología de la 

m 
uniformidad U (S') generada por 

m 
B ={(a,b) EXxxlm(a,b)< s} , para todo $E S', la 

s 
cual es separadora si m es separadora y inf S'=e. 

Si además existe S" C: S', S" numerable, tal que, 

para todo b ES', existe e ES', con e<c<b, enton

ces T (S') es pseudo-metrizable realJy es metri-
m 

zable real si e=inf S" y e=inf S'. 

Alsina y Trillas [ 2 ]han estudiado la metrización real 

de la topologia T_,.. en ciertas clases de EM probabilísticos 

de Menger (TT). El apartado (iv) lleva a la metrización de 

los espacios de Wald ([4]). Para grupos reticulados con C2 

y C4, T es la topologia del grupo. S~ G es totalmente or-
m + + 

denado1 T (G ) es discreta si G tiene átomos y es la del 
m o o 

orden si no los tiene. 

La topologia T (S'). 
o-m 

Una sucesión (a) C:X se dice o-m convergente hacia aE X 
n 

o-m o 
en S' (an s'f a) si m (an, a) ~ e en S'. Las suce$iones constan 

tes son o-m convergentes a su valor común; cualquier sub

sucesión de una o-m convergente hacia a goza de idéntica 

propiedad y si S' es subsemigrupo de S, satisface C6 y m 

es separadora, entonces existe unicidad del o-m límite. 

Dicho o-m límite puede calcularse prescindiendo de un nú

mero finito de términos si para a,bE S' existe CE S' con 
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c )a,b. 

Definición. La T (S' )-topol.ogia es la. que tiene como 
· o-m 

abiertos a los complementarios de las o-m ce

rrados o subconjuntos de X que contienen to-

dos los o-m-S' límites de las sucesiones o-m-

S' convergentes en ellos contenidas. Anotare-

mos T (S) =T 
o-m o-m 

º oo A 
verifica: " o i- e en S', 11. o =e (S') => 

n n=1 n n=1 
Si S' 

(p , ej, si S' es subsemigrupo denso de S} entonces 

o =e (S) 
n 

T e T (S'). Si S' es no discreto T (S')CT (S 1 ) y 
o-m o-m o-m m 

si es totalmente ordenado T (S') C: T (S'). 
m o-m 

La o-m-S' convergencia implica la T {S') convergen
o-m 

cia, pero el recíproco no es cierto, en general. Así, si 

para a,b€ S' existe c€ S'. c¿ a, c~ b, entonces 

T (S') 
a o-m ) 

n 
a, si y sólo si, cada subsucesión (a ) de 

nk 

(a ) tiene alguna parcial o-m(S')-convergente hacia a. 
n 

Si llamamos o-m(S')-clausura débil de Acíl al conjunto 

{ 
1 

o-m } 
A*= a€ íl existe (an}cA, ªn ~a , queda definido un 

V 
operador *: P ( íl) -+ P (r) , que es clausura de Cec pero no 

es necesariamente de Kuratowski (A**-:/:- A*) . Alsina [ 1] ha 

demostrado que si S 1 verifica C8 entonces A**=A* y 
T (S 1 ) 

A*=A o-m , siendo pues la T (S') topologia describi-
o-m 
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ble en términos de los puntos fijos de dicho operador. 

Si S verifica C9 y C10, m es continua entre los espacios 

(XxX, T ) y S, con la topología del orden. La compa-
o-m+m 

cidad secuencial y continuidad de funciones han sido 

abordadas en[ I], reobteniéndose para dichos espacios 

los teoremas clásicos de Cantor, Borel, el restringido 

de Tychonoff, etc. Asimismo Alsina [ 1 ] ha estudiado la 

o-m-separabilidad obteniendo que todo EMG o-m-separable 
N 

admite una inmersión (inyección continua) en S , dotado 

éste de la topología del orden. Batle [ 4 ] y Pons [ 18] 

han introducido la T (S') topologia que resulta de subs 
o-m 

tituir el criterio secuencial definidos de la T (S'), 
o-m 

por la convergencia con redes de elementos de íl ,dando l~ 

gar a nuevos criterios caracterizadores y diversas patol~ 

gías topológicas. 

A 

Teorema. Si S es totalmente ordenado y e=inf(S-{e}), T 
o-m 

T. Si además existe un S' CS, numerable y denso 
m A 

por la derecha de e, T =T =T y las tres son 
o-m o-m m 

metrizables. 

Un ejemplo in.teresante es dado por (X, (P(X) ,U,C,¡6) ,rn), 

EMG con rn(a,b)=¡zS si no existe un clopen C (conjunto abie.E_ 

to y cerrado a la vez respecto de una topología T dada en 

íl ) tal que a eC y b (e (.'•a y b son indistinguibles") y 

m(a,b)={ n e J n e} ("a 
a eCclopen he:Cclopen · Y b son distinguibles") 

en caso contrario. Entonces resulta T=T*, es decir la top~ 
rn 
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logia de clopens es EMG-metrizable pero no es real-metri 

zable, salvo que T sea discreta. 

Alsina [ 1 ] y Batle [ 4 ] han estudiado el comporta-

miento de las citadas topologías respecto de los morfis-

mas entre EMG y Trillas [25 ] , Vila [ 3j han analizado 

el caso de las álgebras de Boole, atendiendo en especial 

a la relación atomicidad del álgebra-discretitud topoló

gica y a las características que debe poseer una valora-

ción v, para que la Td, asociada a la dv(x,y)=v(x)(pV(y), 

sea no discreta . 
V 

Como pone de manifiesto el ejemplo de la página 9 

del § I, diferentes tipos de semejanzas i.p llevan a dife

rentes EMG, siendo el interés topológico obtener las top~ 

logías producto el que determina la elección mas convenien 

te de las '{J • Al considerar las topologías en los EMG, y 

formar el producto X , S , m ) = ( TT X. , TT S . , TT m. ) , para 
oo oo oo ie I l. .iE I l. .iE I i 

cualquier conjunto de Índices I -:/:- ~, se obtiene ( [I; 4, 18] ) : 

Teorema. (a) La T topología de X~ es m~s fina que la 
o-m 

00 

producto de las T topologías de los X .• 
o-m. 1 

l. A 

Análogamente ocurre con la T y las T 
o-m o-m. 

de cada X .. 
l. 

l. 

(b) Si cada Si verifica C2 y C4, la topología-Ca

j a (18 ] en X00 determinada por las T en los 
m. 

l. 

factores, es metrizable como EMG. Exactamen--
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te, la topología-caja es la 

T ({f e TI s . JfCi) > s, VieI} ) . m 1 j_ 

iEI 

(c) Si cada S.=G, grupo reticulado, ie I, la to-
1 

~ + I ~ 
pologia T (G ) en G es la topologia de la 

n o I 
convergencia uniforme de los elementos de G 

como funciones G-valoradas (respecto de la t~ 

pología natural de G) • Si G es totalmente or

denado con la derecha separable, dicha topolo

gía en GI es metrizable como EMG. 

Nótese que de lo anterior se deduce que la topología

caja en RR es uniformizable, puesto que es de grupo metri 

zable como EMG y sin embargo no es real-metrizable. Otro 

interesante caso proviene de considerar el semigrupo 

(Rr,+, ~), siendo ~el orden "lexicográfico" e I ~ X C[ 43]). 
o 

La topología T =T =T resulta ser real-metrizable no-co 
o-n o-n n 

nexa y no compacta. Si I no tiene Último elemento, es más 

fina que el producto de las discretas sobre R, es decir, 
~ I ~ 

la topologia producto de R es menos fina que la de la me-

trica natural. Si I tiene Último elemento i , la T es 
o n 

más fina que la producto de las discretas en los Índices 

diferentes de i y la natural para el factor i , siendo 
o o 

en dicho caso no separable. 

Nota. Las construcciones de "completación" clásicas, de 

EM reales, EM booleanos, EM probabilísticos, de ciertos 
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grupos reticulados, ... etc., usan la completitud, en al

gún sentido, del semigrupo de valores. En lo que sigue se 

construye un S-completado de un EMG, bajo ciertas condi-

ciones, el cual contiene monomórficamente al de partida 

(cuya imágen es T - densa) y que resulta ser aplicable 
o-m 

a algunos de los casos más importantes ([1]). 

Dado un EMG (X,S' ,m), un semigrupo S de la misma cate 

goria que S' y l{J : S-+ S' , creciente y secuencialmente con

tinua en el neutro, cabe definir: 

( 1) Una sucesión (X ) de 
o n 

o + e en S tal que, 
n 

para todo p€ N. 

X es lfJ -S-fundamental si existe 

para cada n, es m(X ,X ) < lfJ( o), 
n+p n n 

(2) X es S-completo si toda sucesiónlfJ -S-fundamental es 

convergente según T a un elemento de X. 
o-m 

En el caso S=S' ,l{J=I se recuperan las definiciones 
s 

dadas en [ 'l-], donde se comparan las mismas con los cri-

terios de Cauchy habituales. El problema de completación 

de un EMG queda parcialmente resuelto en el siguiente teo 

rema. 

Teorema. Sea (X,S,m) un EMG con S no discreto, normal y se 

cuencialmente continuo en el neutro. Existe un 

EMG, (X,S,rn), tal que: 
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(i) Existe un morfismo inyectivo Ci.tp), (X,S,m) + (X,S,m) ¡ 

(ii) i(X) es denso T - en X. 
o-m 

(iii) Si S verifica la condición de Everett, X es tp -S-com-

pleto. 

La demostración laboriosa se halla en [ i ] . Notemos que 
o 

X es ~, donde -es la equivalencia: (x ) - (y )~ m(x ,y ) +e; 
n n n n 

- SN 

R, donde la equivalencia R está definida por 
y S= 

o 

(sn) - (tn) ~Existe O' n ,¡., e en S tal que [ sn ~ tn + Í n1 para 

todo 
t ~ s +f n n n n. 

El Q+-completado de (Q,Q+, 11> resulta ser (R,R+, 11> y más 

en general, se establece ([ 1 ]) que en todo grupo de 

Riesz (G,+,~ ,V ,A), completo respecto de la métrica 

!a-b != a V b - aAb, la parte positiva (G+,+,~ ) es isomor-
- + fa algebraica, ordenada y métricamente a (o(G ) ,+,~ ) , 

siendo o(G ) el semigrupo generado por las sucesiones 

11 -fundamentales de G+, subsemigrupo del e;+ dado por el 

Teorema anterior. Así, como hemos anunciado, para los EMG 
+ con valores en grupos de Riesz 1 !-completos, el G -compl~ 

tado coincide con los resultados de completación dados en 

[ 4] y en el caso X=G,con el proceso de completación de 

Everett ([ 9]) para tales grupos; los completados boolea-

nos de Blumenthal-Menger ([7]) y los probabilísticos de 

Sherwood ([ 29]), resultan ser "semejantes'' a los respecti

vos s-completados. 
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2.- Calculador en una operación de rectificación discontinua/A. Mu/et 
(Química. Extranjero, 1974) 

3. - Skarns en el batolito de Santa Olalla/F. Ve/asco 
(Geología. España, 1974) 

4. - Combustión de compuestos oxigenados/J.M. Santiuste 
(Química. España, 1974) 

5. - Películas ferromagnéticas a baja temperatura/José Luis Vicent López 
(Física. España, 19 74) 

6. - Flujo inestable de los polímeros fundidos/José Alemán Vega 
(Ingeniería. Extranjero, 19 75) 

7. - Mantenimiento del hígado dador in vitro en cirugía experimental 
José Antonio Salva Lacombe (Medicina, Farmacia y Veterinaria. España,1973) 

8.- Es :r·ucturas algebraicas de los sistemas lógicos deductivos/José Plá Carrera 
(Ma temáticas. España, 1974) 

9. - El fenómeno de inercia en la renovación de la estructura urbana. 
Francisco Fernández-Longoría Pinaza (Urbanización del Plan Europa 2. 000 
a través de la Fundación Europea de la Cultura) 

10.- El teatro español en Francia (1935-1973) /F. Torres Monreal 
(Literatura y Filología. Extranjero, 19 71) 

11.- Simulación electrónica del aparato vestibular/J.M. Drake Moyana 
(Métodos Fz'sicos aplicados a la Biología. España, 19 74) 

12. - Estructura de los libros españoles de caballerias en el siglo XVI. 
Federico Francisco Curto Herrero (Literatura y Filología. España, 19 72) 

13. - Estudio geomorfológico del Macizo Central de Credos 
M. Paloma Femández García (Geología. España, 1975) 

14. - La obra gramatical de Abraham Ibn e Ezra/Carlos del Valle Rodriguez 
(Literatura y Filología. Extranjero, 1970) 
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15. - Evaluación de Proyectos de Inversión en una Empresa de 
producción y distribución de Energia Eléctrica. 
Felipe Ruíz López (Ingeniería. Extranjero, 1974) 

16. - El significado teórico de los términos descriptivos/Carlos Salís Santos 
(Filosofía. España, 1973) 

17. - Encaje de los modelos econométricos en el enfoque objetivos-instrumentos 
relativos de política económica./ Gumersindo Ruíz Bravo 
(Sociología. España, 19 71) 

18. - La imaginación natural (estudio sobre la literatura fantástica 
norteamericana). /Pedro García Montalvo 
(Literatura y Filología. Extranjero, 1974) 

19. - Estudio sobre la hormona Natriurética. /Andrés Purroy Unanua 
(Medicina, Farmacia y Veterinaria. Extranjero, 19 73) 

20. - Análisis farmacológico de las acciones miocárdicas de bloqueantes 
Beta-Adrenérgicos./ José Salvador Serrano Malina 
(Medicina, Farmacia y Veterinaria. España, 1970) 

21. - El hombre y el diseño industrial./Miguel Durán-Lóriga 
(Artes Plásticas. España, 1974) 

22. - Algunos tópicos sobre teoría de la información./ Antonio Pascual A costa 
(Matemáticas. España, 1975) 

23.- Un modelo simple estático. Aplicación a Santiago de Chile 
Manuel Bastarreche Alfara (Arquitectura y Urbanismo . Extranjero, 19 73) 

24. - Moderna teorz'a de control: método adaptativo-predictivo 
Teoría y realizaciones. /Juan Manuel Martín Sánchez 
(Ingeniería. España, 1973) 

25. - Neurobiología ( I Semana de Biologz'a. Conferencias-coloquio 
sobre Investigaciones biológicas 19 77) 

26. - Genética ( I Semana de Biologia. Conferencias-coloquio 
sobre In ves ligaciones biológicas 19 77) 

27.- Genética(! Semana de Biologia. Conferencias-coloquio 
sobre Investigaciones biológicas 1977) 

28. - Investigación y desarrollo de un analizador diferencial digital 
(A.D.D.) para control en tiempo real. /Vicente Zugasti Ar/:Jizu 
(Física. España, 1975) 

29.- Transferencia de carga en aleaciones binarias./ Julio A. Alonso 
(Física. Extranjero, 1975) 

30. - Estabilidad de osciladores no sinusoidales en el rango de 
microondas. /José Luis Sebastian Franco. 
(Física. Extranjero, 1974) 
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31.- Estudio de los transistores FET de microondas en puerta común. 
Juan 7.apata Ferrer. (lngenierz'a. Extranjero, 1975). 

32. - Estudio sobre la moral de Epicuro y el Aristóteles esotérico. / 
Eduardo A costa Mendez (Filoso[ ía. España, 19 73 ) 

33.- Las Bauxitas Españolas como mena de aluminio./ 
Salvador Ordoñez Delgado (Geología. España, 1975). 

34 Los grupos profesionales en la prestación de trabajo: obrero y 
empleados./ Federico Durán López (Derecho. España, 19 75) 

35.- Obtención de Series aneuploides (monosómicas y ditelosómicas) 
en variedades españolas de trigo común./ Nicolás Jouve de la 
Barreda. (Ciencias Agrarias. España, 1975). 

36.- Efectos dinámicos aleatorios en túneles y obras subterráneas./ 
Enrique A/arcón A lvarez. (Ingeniería. España, 19 7 5 ). 

37.- Lenguaje en periodismo escrito./Fernando Lázaro Carreter, 
Luis Michelena Elissalt, Robert Escarpit, Eugenio de Bustos, 
Víctor de la Serna, Emilio A/arcos Llorach y Juan Luis Cebrián . 
(Seminario organizado por la Fundación Juan March los días 
30 y 31 de mayo de 1977). 

38. - Factores que influyen en el espigado de la remolacha azucarera, 
Beta vulgaris L./ José Manuel Lasa Dolhagaray y Antonio 
Silván López. (Ciencias Agrarias. España, 1974). 

39. - Compacidad numerable y pseudocompacidad del producto de 
dos espacios topológicos. Productos finitos de espacios con 
topologías proyectivas de funciones reales. /José Luis Blasco Olcina 
(Matemáticas. España, 1975). 

40.- Estructuras de la épica latina./ Mª. del Dulce Nombre 
Estefanía Alvarez. (Literatura y Filología, España, 1971 ). 

41.- Comunicación por fibras ópticas./ Francisco Sandoval 
Hernandez (Ingeniería. España, 1975). 

42. - Representación tridimensional de texturas en chapas 
metálicas del sistema cúbico./ José Antonio Pero-Sanz Elorz 
(Ingeniería. España, 1974). 

43. - Virus de insectos: Multiplicación, aislamiento y bioensayo 
de baculovirus./ Cándido Santiago-Alvarez. 
(Ciencias Agrarias. Extranjero. 1976). 

44. - Estudio de mutantes de saccharamyces cerevisiae alterados 
en la biosíntesis de proteínas./ Lucas Sanchez Rodriguez. 
(Biología. España, 19 76). 
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45. - Sistema automático para la exploración del campo visual. 
José Ignacio Acha Catalina (Medicina, Farmacia y Veterinaria. 
España, 1975). 

46. - Propiedades físicas de las variedades de tomate para recolección 
mecánica/ Margarita Ruiz Altisent (Ciencias Agrarias.España 19 7 5) 

4 7. - El uso del ácido salicz1ico para la medida del pH intracelular en 
las ce/u/as de Ehrlich y en escherichia coli/ Francisco Javier 
García-Sancho Martín. (Medicina, Farmacia y Veterinaria. 
Extranjero, 1974). 

48. - Relación entre iones calcio, fármacos ionóf oros y liberación 
de noradrenalina en la neurona adrenérgica periférica./ 
Antonio García García. (Medicina, Fannacia y Veterinaria. 
España, 1975). · 
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