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INTRODUCCION

Los espacios métricos, introducidos por Fréchet en
1906, posibilitaron a Hausdorff, A. Weil, Nachbin,
Efremovi¥ stészér..., llegar a una serie de conceptos de
perfil métrico, fundamentales para el desarrollo del Ana-
lisis. Paralelamente, a la vez que Glivenko introducia
los reticulos valorados, Appert, Ky Fan, Kurepa, Colmez,
... profundizaron en una linea de distancias con valores
en estructuras ordenadas, Blumenthal introdujo los métri
cos booleanos y Everett, Ribenboim ..., analizaron los

grupos reticulados usando su métrica natural.

La posibilidad de obtener una modelizacidén que inclu
yera los factores aleatorios asociados a la incertidum--
bre, que toda medida conlleva en si misma, fue dada por
Menger (1942) con sus espacios métricos probabilisticos,
cuyo estudio ha sido brillantemente desarrollado por A.

Wald, B. Schweizer, A. Sklar, A. N. gerstnev,....

A partir de 1967, con la introduccién por Trillas de
la nocidn de espacio métrico generalizado, que considera
métricas abstractas valoradas en estructuras algebraico-
reticulafes, se han unificado los espacios métricos de
Fréchet, los probabilisticos de Menger, los booleanos de

Blumenthal, ..., surgiendo de dicho ensamblaje estructural
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no solo la belleza formal que toda unificacidn aporta si-
no también resultados nuevos. Tal teoria ha sido desarro-
llada en los trabajos de Trillas y sus colaboradores Alsi
na, Batle, Gran&, Vila..., y es gracias a las dos ayudas
de la Fundacidn March que podemos presentar este resumen
de la Memoria donde se recopilan los estudios hasta hoy
realizados. La limitacién de espacio deja de lado aspec-
tos que como las proximidades, las métricas difusas, las
métricas por intervalos,..., estdn siendo motivo de in--

vestigacién.

Tal vez, esta teoria sea un ejemplo mids del popular
lema: "elegir unos buenos espacios donde se puedan pro--
bar teoremas interesantes". En cualquier caso, la base
de la teoria aparece claramente formulada y cabe esperar
que en el futuro surjan los teoremas de interés. Quizas
las palabras del poeta cataldn Carles Riba (VII Elegia,
Elegies de Bierville), recojan con su rima nuestro pen-—

samiento:

"ftaca, regne petit, conec la cova profunda!

Olivereda amunt, fora cami, en el rocall;
closa 1 subtil com 1l'hora d'un sol pensament, per a
[entrar—hi

calen un front humil sota la llinda i un salt".

E. Trillas - C. Alsina

Barcelona, 11 Septiembre 1.977.



I. CONCEPTOS PRELIMINARES.

Sean X y S dos conjuntos no vacios, S =(S&) un orde-
nado parcial y S»=(S,+,e) un semigrupo conmutativo con

neutro e. Un espacio premétrico generalizado ([25]) es

una cyaterna (X,S;,S;,m), donde m:XxX~+ S (premétrica)satis

face, para cualesquiera a,b,ceX,

(1) m(a,a)=e,

(2) m(c,a)m(a,b)+n(b,c).

Es consecuencia inmediata la simetria m(a,b)=m(b,a). m
se dice separadora si m(a,b)=e implica a=b. Las premétri-
cas se relativizan a subconjuntos Y ¢ X mediante la res--
triccidn lexY' Dos premétricas son iguales si las respec
tivas cuaternas son idénticas.

La conmutatividad de S; serid esencial para la relacidn
de "estar-entre" y la asociatividad de + permite extender
a "poligonal” la desigualdad triangular (2) cuando se cum-
ple la isotonia de + respecto <(x<y= x+2<y+z); en dicho ca
so S; y S, integran el semigrupo ordenado S=(S,+,<,e) y a

la terna (X,S,m) se la denomina espacio métrico generaliza-

do ([ 25]), abreviadamente EMG.

Ejemplo 1. Espacios métricos reales (Fréchet [11] ) son

+
EMG en los que S=(R ,+%,0).



Ejemplo 2. Espacios métricos probabilisticos (Menger [15],

Wald [33] , Schweizer, Sklar [22] , Zerstnev [23]) son

+
EMG en los que S=(A ,T, <;€o), siendo
+
A ={F|F:R> [0,1];F(0)=0, F continua por la izquierda y
no decreciente ,

+
< el orden puntual dual de A (FSG®F(x)2 G(x), para to-
- . +
do xXe R), Eo la funcidn de salto unidad en x=o, y (A ,T1T)

un semigrupo ordenado abeliano con unidad Eo([ZO]).

Ejemplo 3. Espacios premétricos booleanos (Blumenthal [6],

Blumenthal-Menger [7]) son aquellos en que S;=(B,<),§ =
=(B,®,0), siendo B un algenra de Boole con orden < , mi-

nimo o y diferencia simétrica @ .

Ejemplo 4. Grupos reticulados G o de Riesz, son premétri-

.. + .
cos valorados en su parte positiva G , al considerar

m(a,b)=sup{a,b} inf{a,b}.

Ejemplo 5. La "métrica natural” (Menger [16] ) sobre un

grupo abeliano G es n(a,b)={a-b,b-a} y da lugar al premé

trico (G,Pf(G),n), donde Pf(G) son las partes finitas de
G, ordenadas por inclusidn y operables al extender puntual

mente la operacidon de G.

En caso de no haber confusidn todo EMG (X,S,m) y todo

premétrico (X,S;,S,m) se representaran simplemente por X.



Un morfismo ([25]) entre dos premétricos X1 y X2 es
un par de aplicaciones ¢ =(h,F), tales que h:X1 = X2,
F:S; > S; y Fo mp=m2 o hxh; es decir, que el siguiente

diagrama es conmutativo:
m)

X1 x X;—> S1

hxh F
m2

X2 x Xo—> S2 .

Notese que para todo morfismo (hJF), necesariamente es

F(e))=e,. Indicaremos por Mor (X;,X2) al conjunto de mor-

fismos entre X1 y X2 . De EBEEE_H;EGEEI, si

¢, =(h;,F;)€ Mor (X;,X,) v ¢, =(h,,F;)€ Mor (X,,X3) cabe
definir la composicidn asociativa

¥, 0 ¢1=(h20ﬁ1,F20F1)6 Mor (X,,X3); mediante la cual

Mor (X,X) es un semigrupo, con neutro el par de identida-

des i=(IX,Is). Si ¢ =(h,F)€ Mor (X;,X,) y h es epiyecti-
_1

va, existe la inversa por la derecha h_:X,»> X;, tal que

d
hohd1=IX y m>=Fom,o (hdlx hdl); si F es inyectiva poseera
. . . . -1

inversa parcial izquierda Fi : F(S7) - S, tal que

_1 1
F, o F=I1 , FoF, =1
i s i

F(s 1) y m= Fi o m0 hxh; si ambas hipo-

tésis sobre ¢ =(h,F) se verifican , cabe considerar

_1 _1 1 1 1

¢ai =(hd . Fi ) el cual satisface ¢dio ‘P=(hd oh,Is ) ¥y
-1
Yo ¥ , =(I

ai ). En particular la biyectividad de

I
x5 TF(s1)

hyF ( (hF) es isomorfismo) lleva a definir el isomorfismo
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inverso ¢ =(h ,F )e Mor(Xz,Xl) con el cual
-1 _ =1
v op=(I ,I), 9o =(I ,I_).
1 2 2
Designaremos por Isom(X,,X,) al conjunto de isomorfis
mos entre X; y X, , y por Aut(X)=Isom(X,X) al grupo (por

composicidn) de los automorfismos.

Teorema. Si X ,X, son premétricos isomorfos, los respec-
tivos grupos de automorfismos son isomorfos

(Isom (X, X, )# 7~ Aut (X )= Aut(X,)).

Para la demostracidn toémese (h,F) € Isom(X, ,X,) y de-

finase g:Aut (X, ) »Aut(X,), & (j,k)=(hojoh_i FokoF—l).

A parte de los morfismos iso, auto, mono y epi, con-

viene destacar ciertos tipos especiales:

(1) Homometrias: son morfismos del tipo (h,IS) entre

premétricos con idénticos semigrupos (% =5 ). La inyec-—
tividad de h se sigue de la separacidn de my de
m =m, o (hxh) . Anotaremos Hom(X) al semigrupo (por composi

cidn) de las homometrias sobre un premétrico (X'S1'Sz’m)‘

(2) Isometrias: son homometrias (h,Is) que son isomor
-1 -1 .
fismos (n5=n50(hxh) vy n5=mlo(h x h )). Las isometrias

sobre un mismo premétrico X dan lugar a la geometria mé-

trica GM(X), grupo por composicidn, que es subgrupo inva

riante del grupo Aut(X).

(3) Semejanzas: son morfismos (IX,F) entre premétri--



cos sobre el mismo conjunto y diferentes semigrupos. Se-
ran de especial interé&s las semejanzas (IX,F), donde

F: S *S' sea creciente y subaditiva (F(a+b) < 'F(a)+'F(b))
entre (X,S,m) y (X,S',Fom). Las semejanzas son un semigru-
po por composicidn y se anotard Sem(X) al grupo de las bi-

yectivas, que es subgrupo invariante del grupo Aut(X).

El siguiente teorema recopila diversos resultados so-

bre los anteriores grupos.

Teorema.

(i) Si X es un premétrico:

Aut(X) Aut(X)N
M) QGJ(S) ' Sex (X) G(x) ,

Aut (X) = GM(X) @ Sem(X).
(ii)si X; es isomorfo a X, , entonces
GM(X 1) ® GM(X3), Sem(X;) = Sem(X,)

(iii)si (Ix,F) es semejanza entre X y X' es
Hom (X)e3Hom (X') (contencidn monomdérfica) y si F es
inyectiva Hom(X) =~ Hom(X').
(iv)si (h,Is) es homometria entre X y X' (con igual
S) es Sem(X') cpSem(X), v si h es epiyectiva
Sem(X') =~ Sem(X).

. , . +
Ejemplo 1 bis. Si (X, (R ,+, 50),d) es un EM real, al ser
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exp:R+ > R+—{o} estrictamente creciente, exp(o)=1,

exp (a+b)=exp(a).exp(b), resulta que (X,(R+—{o},.,=<,1),
exp od) es un EMG sobre el semigrupo multiplicativo de

los reales positivos semejante al dado inicialmente. A

su vez, log:R+—{o} > R+, permite asegurar que el segun;

do métrico es semejante al primero. Asi el par de métricos

son mutuamente semejantes sin ser iguales.

. + .o .
Ejemplo 2 bis. Si (X,( A ,*, <;€O),m) es un EM probabilis-
tico de Wald (donde * es la convolucidon), las aplicaciones

+ + + +
F1: A » R ,Fi(f)= -log fwexp(-x)df y Fo: A > R ,Fy (f)=
[

=sup{x eR/f(x)=0 }, son crecientes, nulas en Eo y verifi
can Fi(f*g)=Fi(f)+Fi(g), i=1,2; por tanto definiendo
m=F; omy m=F; om, los EM reales resultantes (X,mi),
i=1,2, son semejantes al de Wald dado. Todo EM real
(X,(R+,+,$§o),d) puede considerarse como EM probabilisti-
co al establecerse la semejanza (IX, €), dada por

+ +
€ :R > A, E(X)=€x (salto unidad en x) y considerar en

+ . :
A’ una operacidn T tal que T(Ex,ey)=€ v [ por ejemplo

X+

T =%, T=TT ([20])]-

Ejemplo 3 bis. Si B es un premétrico booleano y el algebra

+ - .
B admite una medida P:B—+> R , como tal funcidn es crecien
te, subaditiva [ p (x®y)< p(x)+ pu(y)] y verifica py (0)=o0,

. . +
resulta Hh= pom una distancia que da el EM real (B,R ,m ),
M
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semejante al premétrico dado de manera que si
lnbg)%mey Y u es una probabilidad P se obtiene la dis-
tancia P(xey), fundamental en la Teoria de la Probabi-

lidad.

Ejemplo 4 bis. Si en un grupo reticulado G se consideran

+
las dos estructuras (G, (G ,+, <;O),| I) y
(G,(Pf(G),°,C,{o}), n) ( 3]) resulta la sequnda semejan-
za a la primera, dado que max:Pf(G)e—G es creciente y

(max o n) (a,b)=max {a-b,b-a}=la-b|.

Si I(m)={m(a,b); a,beX} , se verifica que e e (m) y
en caso de ser e minimal de dicho ordenado, la relacién
binaria de X: aMb®m(a,b)=e, es una equivalencia compa-
tible con m, por lo que si 5,5,5,... son elementos de
X/M, cabe definir m(a,b)=m(a,b) y (X/M, § ,m) es el pre-

métrico cociente con m separadora.

Mas generalmente, si¢ =(h,F) es morfismo entre dos
premétricos Xi(i=1,2) tales que e,=F(e;), siendo e, mini-
mal en I(mi), i=1,2, entonces h:X;/M;»> X,/M,, 5(5)=HT;),
lleva al morfismo ;>=(h,F) entre los §remétricos X/M; vy

X/Mo.

Teorema. Con las notaciones anteriores:

Sem (X) =Sem (X/M) ,Hom (X) =~ Hom (X/M) ,GM (X) ~ GM (X/M) ,
Aut (X)aAut (X/M) .

En conclusidn, el paso al cociente identificando los
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elementos que "no distan nada"™, no altera las caracteris
ticas geométricas del premétrico dado, siempre que e sea
minimal en I(m), es decir, en tal caso pueden suponerse

las premétricas separadoras.

Es un problema estructural importante la obtencidn .

de un "producto" adecuado de EMG([ 1]).

Tomando como "objetos" los EMG (X,S,m) y como "morfis
mos" los (f,g) de dichos espacios con g subaditiva y cre-
x v

ciente, se define una subcategoria EMG de la categoria

general de los EMG.

Fijado un preordenado (I, ¢ ), un sistema proyectivo

métrico ({(x,,s, .m)sie 13,1 (£ 95505 (5,9) e<h), es
un sistema proyectivo categorial en EMG . Si este es el
caso, resulta que SI=({Si;i exr} ,{ gij;(i,j)e<} ) es sis~
tema proyectivo en una categoria de semigrupos ordenados
que admite por limite proyectivo al semigrupo ordenado:

=11 = € ™
So0 li? SI {x ie

(x) . - }
™ =T .
I sil(gijo j) i(x) 1A T ;

analogamente XI=({ Xi;ieI} ’ {fij;(i,j)eg} ) es sistema
proyectivo conjuntista de limite proyectivo:

X=1im = {X €, T X.J(f. o) (xX)="T,(x),1<jf , que

x=lim x;= fx €, 1 %, [(£,0m) (0=T, 0, i <5, q
puede ser eventualmente vacio.

Escogiendo (I,=), conjunto no vacio con la ordenacidn

"igualdad", resulta que
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y definiendo m X xX -+ S 'mﬂ((xi)jel' (yi)ieI) =

M ).

= i il X.,.m S.
(mi(xi'yi))iGI' se obtiene el EMG (jeI 'y Syemy

Dicho espacio merece el nombre de espacio producto de la

familia dada, al verificarse:

Teorema. (igI Xi, ;U

€T Silm,].l.)=llm( {(Xilsilmi);le I}I

«

{(IX.,IS.);i €T }).
1 1

Si todos los EMG se valoran sobre el mismo semigrupo

S, entonces (m X,,T™ S,m_) es semejante al EMG
i€T €T

(m Xi,S, tpo m ) (valorado sobre S!) siempre que pueda
i€T1

definirse la semejanza (I T s ¥P) con ¢: T S > S cre
) €T i€x

ciente, subaditiva y nula solo en el neutro.

. . + .
Ejemplo. Si {(Xi,R )J di); i€ N} son EM reales, se forma el

(o] [s o] +
EMG (T Xi, mT R, d1T ) o los productos finitos
i=1 i=1

+.n
(m Xi, (R) ,d1T ). Las aplicaciones
i=1 n

+ N _+ + + . L.
p:(R) >R, ‘Pi:(,R )n + R , i=1,2,3, definidas por

| ai n 2
v (@) )=y — — #Hi(a ,...,a )=+ a,,
n i=1 2% +a, n i=1 1

2 2(al,...,an)=1~flax(a1,...,an) vy ‘P3(a1,...,an)=a1+...+an,
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facilitan las semejanzas antes sehaladas y se obtienen

como espacios semejantes los EM reales clasicos

+ n +

ul - . = d y
(. X R0 dprgchet P° dﬂ )V (.ﬁ Xj R 'deuclidea ¥° p )
i=1 =1 'n

n + n +

- = ™ X,,R ,d =ypo d

(.W Xi'R ! dMaximo wo dTfn) b4 (. xl' '~ suma g ).
i=1 i=1 Jn

Por pura dualidad con los sistemas proyectivos métri-
*
cos cabe considerar en la categoria EMG , los sistemas

inductivos métricos, de los cuales resulta { 1)) .

Teorema. Todo sistema inductivo métrico ({(Xi,Si,mi);r I},
{(fij,gij);(i,j)e <} posee como limite inductivo un
EMG (X,S,m) en la categoria EMG*.

La construccidon efectiva de (i,g,ﬁ) se basa en

X=( L}Xix{i})/~a, donde ~ es la equivalencia:
jeT

" si)~ -I.éE. € ’ =i, . )=
(xi i) (xJ 3) xiste k€ I,k >i,j tal que flk(xl)

= fjk(xj)", y andlogamente reemplazando las f por las g,

se obtiene S=( Six{i})/R. X Yy S son, a su vez, limites
i€1

inductivos en las respectivas categorias. Por Ultimo

m:XxX > S, estd definida por m ( (xi,i),(xj,j) ) =

(mk(fik(xi),fjk(xj) ),k), siendo k€I cualquiera K=zi,].
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Formulados para la categoria de los EMG los conceptos de
sistema proyectivo y limite inductivo se logra no solo
la belleza formal de una presentacidn categorial, sino
aclarar también el problema del producto y de la conve-
xificacidén, que si cliasicamente se formulaba presupo--
niendo una estructura vectorial, es a raiz de 1la formula
cidn por Menger (1920) de la relacidn métrica de "estar
entre", cuando cabe adoptar el criterio de convexidad se

cuencial relativo a dicha relacidn.

Una relacidn ternaria de "estar entre" en X # &

([33,25]) es un subconjunto EcXxXxX, verificando

(1) (a,b,cle = a# b # c # a.
= (¢,b,a)e E.

= (c,a,b)¢ E, (b,c,a)¢ E.

(I1) (a,b,cle
(I11) (a,b,Cle

o> B s I . B

(IV) (alblc)e Y (alcld)e E = (albld)e E Y (b,C,d)e

Si (a,b,c)e E se dice "b estd entre a y c" y se abrevia
abc. Esta nocidn geométrica bdsica puede introducirse en
los EMG como sigue: Si (X,S,m) es un EMG con m separado-

ra y mas de dos puntos, la relacidn ternaria en X:
(a,b,c)e Em * aFb#c#a y m(a,c)=m{a,b)+m(b,c),

satisface (II) por la simetria de m y la conmutatividad
de +. Para que verifique (III), (IV) hay que anadir con-
diciones suplementarias como son que e=Min I(m) y que la

isotonia sea estricta en I(m) (xcy= x+zcy+z).Ello no ga-
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rantiza Em#:¢. El comportamiento de Em bajo los morfis-

mos métricos estd dado por el

Teorema. Sean X ,% , dos EMG tales que Em 'Emz sean las

- |
correspondientes relaciones de "estar entre" y
(h,F):X+X , Si F es morfismo algebraico, és

(hxhxh)(Em e E Y vale la igualdad si, ademis,
1 2

F es inyectiva y h epiyectiva,; en particular pa-
ra las isometrias. Si (Ix,F) es una semejanza
de (X,S,m) con (X,S',m') y F es morfismo algebrai

co, EcE , , siendo E =E , si F es inyectiva.
m m m m'

A partir de la relacidn de "estar entre" en un
EMG (X,S,m) y dado AcX, puede definirse[ 1,17] que A es

secuencialmente convexo si, para todo par a,be¢ A,a#b,

existe ceA, afc¢b, tal que (a,b,c)eEm! es decir, existe
un "punto intermedio ceA" tal que m(a,c)+m(c,b)=m(a,b).
El hecho de que X no sea necesariamente secuencialmente
convexo, coloca a dicho criterio en clara alternativa a

las nociones clasicas de convexidad.

Teorema. Si (X,S,m) es un EMG,existe un monomorfismo (d,p)
en un EMG (§,§,ﬁ) secuencialmente convexo y tal
que S es a su vez secuencialmente convexo en or-
den (Va,l—fg,agk—), Je S tal que agcgb) .

La construccibn se basa (1 p en considerar el orde-
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2{ 2i 2t
nado (N,<, la sucesidn de productas {(Vn X, T S, T m);
k=1 k=1 k31
A 7
ieN }y definir, si isj,fijzx > X , gij: S - 8 , me-

32

diante _h (g1 se--,X2i)=(X; .-, X2 i, 7., X1 ,-..,X21),
para h=fi' o gij' Asi se determina un sistema inductivo
J

métrico cuyo limite inductivo (Teorema anterior) (§,§,ﬁ)
verifica las propiedades requeridas. Pero ademas, dicho
cohvexificado es representable en un producto numerable.

- - - x *x %
Teorema. (X,S,m) es isométrico a un subespacio (X ,S ,m )

[e 0]
de (T X, '.}TDS,m'n).
i=1  i=1

* *
Exactamente, X (resp. S ) es el subconjunto de

- .
T X (resp. %?S) generado al repetir indefinidamente las

i=1 i=1
*
"tiras" de elementos de cardinalidad potencias de 2 y m =

=mT X*xx*' Por tanto a efectos computacionales, el convexi-

ficado admite el tratamiento de subespacio del producto

numerable. Como aplicacidn nétese que:

+ . .
Teorema. Todo EM real (X,R ,d) admite un monomorfismo en

+ .
un EM real (X,R ,d), secuencialmente convexo.
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IT. NOCIONES GEOMETRICAS EN LOS EMG.

En lo que sigue, L=(XKw ,Nserd un reticulo que, si
tiene mdximo y minimo se representaran respectivamente
por u y a;Sz=(S,+) serd un grupoide y de una aplicacidn
v:X~> S diremos que es una Sj-valoracidn de L, si cuales-
quiera que sean X,y de X, es v(x)+v(y)=v(xvy)=v(xay).
Obviamente si L es una cadena toda aplicacidn X—+ S es
una S,-valoracidn; en cualquier caso las aplicaciones

constantes son Sj-valoraciones.

Diremos que la terna (L,S2,V) es un reticulo valora-

do, siendo dos reticulos valorados iguales si las respec
tivas ternas son idénticas. Dados dos reticulos valorados
(L,S2,v) v (L',S%,v'"'), diremos que ¢=(h,F) es un morfis-
mo entre ambos, si:(i}h:X— X', (ii) F:5> 8', (iii)Fov=v'oh.
Son de interés los casos particulares siguientes:

1) L=L', h=%g, en el que v'sFov, diciéndose de (I,,,F) que
es una semejanza entre (L,S2,v) y (L',SY,Vv') que, con abu
so de lenguaje, se representa por F; 2) Sz=S;' F=IS, en

el que v=v'oh, diciéndose que (h,IS) es una homovalora--

cidn que se representa por h, recibiendo el nombre de iso-

valoracibén si h es biyectiva.

El conjunto de todas las isovaloraciones X- X es un
grupo respecto de la composicidon de aplicaciones, que lla

maremos la geometria valorada de (L,s,,v) y escribiremos

GV(L,S,,v) o simplemente GV(L), si no hay lugar a confu--
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sién. Estad claro que las isovaloraciones son las autobi-
yecciones de X que permutan entre si a los elementos de

cada clase de X/v; por tanto, siG%:x L es el grupo simé-

=1 . P
trico de la clase [X]v=v (vix)) v si X/v es finito, es

GV(L)= .
[x] eX/viA,
Anilogamente al caso de los morfismos entre EMG se

prueban los siguientes resultados.

Teorema. (i) Dos reticulos valorados entre los que exis
te una isovaloracidn tienen isomorfas las

geometrias valoradas.

(ii) Las geometrias valoradas de (L,Sz,v) vy
(L,8%,v') coinciden si y solo si entre am
bos existe una semejanza Biyectiva sobre

v(X).
(iii) @v(L,S 2,v)=G}:‘i’v es constante.

GV(L,Sz,v)={I£ & v es inyectiva.

En el caso particular (usual) que 82 es un grupo abe-
liano (con neutro o) que es la parte aditiva de un anillo
unitario A=(S,+,.,1), el conjunto de todas las S ,-valora-
ciones de L con las operaciones puntuales es un A-mddulo
unitario, del que las constantes son un subanillo unita--

rio isomorfo al A. Asi, cuando L es el algebra de Boole

P(X) de las partes de un conjunto finito con n elementos,
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el mSdulo de las S, —-valoraciones es suma directa del sub-

mbédulo de las homogéneas (v(g)=o) y del de las constantes,

quedando determinada una valoracidn v por las imagenes de
¢ y de los singletones; concretamente, si Y= &1,...,xh}cx,
es v(Y)= { v({xi}) -(h-1)v(g), con lo que las aplicaciones
i=1
Vv ,...,v_ definidas por v, (A)=1 si x,eA y v, (A)=0 si
1 n i i i

xié.A, i=1,...,n, son valoraciones linealmente independien

n
tes que permiten expresar en la forma v=} kivi+Cte a to-
i=1

da valoracidn v. Por ejemplo, si considereamos el dlgebra
de Bernouilli {a,x,g,u} y como valoracidén v la "comple--
mentacidn" (con anillo el dado por la diferencia simétri-
ca y la interseccidn) es v=xv, +xv,4u, donde v; y Vv, estdn
definidas por u=v1(x)=v1(u)=v2(§)=vz(u), a=v1(a)=v1(§)=

=v2(x)¥6é(a).

Siguiendo en la hipdtesis de que S, sea un grupo es
ficil ver, analogamente al caso clasico, que es
v(a)=o ¥ xry=a = v(xvy)=v(x)+v(y)] . Si §;=(5,< ) es un
ordenado parcial, se dice que v es una valoracidn crecien
te si xy = v(x) <b(y),_$n los drdenes respectiv?s de L
y de S1; en tal caso, v (v(a)) es un ideal y v (v(u))
es un filtro de L, probandose andlogamente al cagso cli-

sico, y con independencia de toda relacidn entre 5, v 8,,

el siguiente
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Teorema. Si un reticulo L admite una S,-valoracidn cre-
ciente estrictamente (x<y=Dv(x)< v(y)), enton-

ces L es modular.

Cuando L admite una negacibén t (aplicacidn t:X »X,

)
tal que (i) x<t x, (ii) t(xvy)=t(x)at(y), t(xay)=t(x)Vvt(y)

puede definirse en X la suma de Sales [ 190 x @ty=(xAtx)v

V(xaty) v(yatx)v(yaty), que si L es distributivo queda re-

ducida a x ®ty=(xvy)At(XAy) (la "diferencia simétrica"” en
el caso de las dlgebras de Boole, con t la complementa—-
cibn), siendo entonces la identidad Ix una (X, @t)-valo—
racidn al igual que todos los endomorfismos del grupoide
(X, Qt). Es de interés el estudio, realizado por A. Vila
[ 32 ], de las valoraciones de un reticulo con negacidn t
relativas al grupoide conmutativo (X, $t) o aplicaciones
v:X »X, tales que v(x) €B;_'V(y)=v(xvy) ®tv(xAy),del que son

de destacar los siguientes resultados.

Teorema. (i) Los endomorfismos algebraicos de (X, ®t)
son (X, @t)-valoraciones de L si y sblo si

Ix es una valoracidén.

(ii) Un endomorfismo reticular f del reticulec L
es una (X, @t)-valoracién creciente si y sd

lo si Ix es una (X, Qt)-valoracién de £(X).

Teorema. Si L es un dlgebra de Boole y t es la complemen-

tacidén, una aplicacién v:X > X es
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(i) wuna (X,9)-valoracidn ® v(xe y)=v(xX)e v(y)ev(0)
(ii) una (X,®)-valoracidn creciente con v(o)=o0o <
es un endomorfismo del anillo booleano

(X, @,a).

Cuando S=(S,+,<) es un grupo ordenado diremos que V
es una S-valoracidn (estricta) si es una S ,valoracidn
creciente (estrictamente). Respecto del caracter distri-

butivo de L vale el

Teorema. L es distributivo si y sdlo si admite una S-va-
loracidn estricta v tal que, cualesquiera que
sean- X,y,z de X, es:

-1 -1

v{(xvyvz) +v(Xayaz) =v(xvy)+v(xvz)+v(yVz)+v(x) +
-1 -1
+v(y) +v(z) .

No es dificil ver, como clasicamente, que siendo L un 4l1-

—1
gebra de Boole y v una S-valoracidn, si el ideal v (v(a))

es primo v sdlo toma dos valores.

. Yy
Si S es el cono positivo del grupo ordenado S, es
+ o+ . ;
S =(S8 ,+,< ) un semigrupo ordenado con neutro o y, si

3 [l +
L. admite una S-valoraciodon v,es (X,S ,dv) un EMG con

—1
dv(x,y)=v(xVy)+v(XAy) , siendo dV separadora si y sblo si

v es estrictamente creciente. Cuando L es un algebra de

—1
Boole y S conmutativo, es dv(x,y)=v(xey)+v(o) , de mane-

ra que en tal caso la equivalencia mddulo dV coincide con

-1
la dada por el ideal v (v(o)), y si v es inyectiva, la

geometria métrica del EMG (X,S+,d ) es el grupo de las
v
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traslaciones de (X,® ).

Si el grupo ordenado S tiene como Gnico auto-opuesto

al neutro 0 y la S-valoracién v (de L)es estricta, la geo-

metria valorada de (L,S,v) es un subgrupo de la geometria

. +
métrica de (X,S ,dv).

+ . .
En los EMG (X,S ,dv) pueden definirse las dos relacio-

nes de "estar entre" Ed (si el criterio dado en I es apli

cable) y E_= {(a,b,c)|a¥b<c S c<b<a} , dada por el orden;

,con lo que Ed no es vacia. Si L es una
v v

iem E E
siempre es <C a

cadena, entonces Ed =E<. El estudio de las relaciones de
v

"estar entre" en los EMG, iniciado en [ 25 ]estd siendo con

tinuado actualmente.

Si S es un grupo de Riesz, Is es una S-valoracidn es-

) +
tricta y (S,S ,dI ) es un EMG en el que dI (x,y)=
s s

=(xvy)+(XAy)— 1(METRICA NATURAL DEL GRUPO RETICULADO S)es
separadorai si S=(R,+,’<) es el grupo aditivo real, es
XxVy-xay=|x-y| la distancia euclidea usual, y si
S=(R;,.,=<) es el grupo multiplicativo de los reales po-
sitivos estrictamente, es xv;/XAy su métrica generaliza-
da natural. En este caso de los grupos de Riesz, la geo-

metria valcrada de su propio reticulo es un SUBGRUPO IN-

P . + .
VARIANTE de la geometria métrica de (S,S ,dv), al consi-

derar una S-valoracidn estricta del mismo: si considera-
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mos la recta real, las R-valoraciones son simplemente
las aplicaciones R » R crecientes y la geometria métri-
ca de (R,R+,dv) consta de las aplicaciones h:R s R que
siendo biyectivas verifican |v(hx)—v(hy)|=| vx-vy| , es’
decir tales que o bien v-voh=Cte, o bien v+vh=Cte, por
lo que en particular si v=I, (métrica natural) las Gni-
cas isometrias son las del tipo h=IR+Cte y h=-IR+Cte.
Este interesante resultado es general, ya que las f{inicas

isometrias homogéneas (que cambian el cero en si mismo)

de un grupo totalmente ordenado con su métrica natural

son la identidad y el cambio de signo.

Precisamente, la geometria métrica de los grupos de
Riesz con su métrica natural ha sido completamente estu-
diada por J. Grané [12] , a partir de caracterizar a las

isometrias homogéneas por el hecho de ser los morfismos

de la estiructura aditiva que conservan el valor absoluto

("isovaloraciones que son morfismos algebraicos"), siendo

su grupo suma directa de grupos de dos elementos y emplean

do como técnica la representacién de grupos reticulados de
Ribenboim (perfeccionada por el mismo Grané), con la que se

pruebanlos siguientes

Teorema. Toda isometria es el producto de una traslacidn

del grupo por una isometria homogénea.
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Teorema. El grupo de las isometrfas homogéneas del pro-
ducto (de la suma directa) de grupos de Riesz
es el producto directo de los grupos de isome-
trias homogéneas de los factores, por lo que

el producto directo ﬂ'Gi (la suma directa % Gi)
ieT iel

de grupos totalmente ordenados tiene por grupo

. . - I
de isometrias homogéneas al Zz .
Del trabajo de J. Grané debe citarse, por su interés, ori

ginalidad e importancia en An&lisis funcional, el estudio

de las isometrias de un f-anillo reticulado.

Cuando el grupo S es auto-Opuesto (x+x=o, para todo
Z

X), toda aplicacidén f:X =+ S permite considerar el premé-
trico (X,Sz,sl,df), con df(x,y)=f(x)+f(y), en el que la
desigualdad triangular es una igualdad y es df separado-
ra si y sblo si £ es inyectiva. En particular, si L es un
dlgebra de Boole, con cada f:X = X se dispone del premétri
co (X,(X,® ),(x,s;),df) y en el caso f=IX cabe hablar de

la métrica natural (vid. Blumenthal-Menger [ # ] del &lge

bra de Boole dI (x,y)=x® y, por analogia con el caso de
X

los grupos de Riesz pero recordando que, si se considera
el premétrico anterior, ni vale la isotonia ni I es
X
(X,® )-valoracién. Respecto de las geometrias cabe, en este

caso, probar los siguientes
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Teorema. Si S, es un grupo auto-opuesto, S; un ordenado
y (L,S,,v) un reticulo S,-valorado, la geometria
valorada de (L,S,,v) es un subgrupo invariante
de la geometria métrica del premétrico

v
(X,S,,8,,d").

Teorema. Si L es un dlgebra de Boole, el grupo cociente
- . V
entre la geometria méetrica de (X, (X,® ),(Xx),d)
y la geometria valorada de (L,(X,® ),v) es isomor

fo al grupo (X/v,® ).

En este caso, si v es constante la geometria métrica es(i;

y si es inyectiva es el grupo de las traslaciones de (X,®).

Continuando con el anidlisis de los EMG sobre grupos

auto-opuestos, hay que notar que el {inico orden respecto

del que la operacidn es isbtona es la igualdad; por consi

guiente, si (S,+) es un grupo auto-opuesto el {inico grupo
ordenado sobre €l es el (S,+,=)=S= y a un EMG del tipo

(X,S ,d) lo llamaremos METRICO INVOLUTIVO [30 ]. En tales
métricos la desigualdad triangular es realmente una igual-

dad y sucede que (X,S ,d)es un métrico involutivo ¢ existe

e = v__v' .
v:X> S tal que d=dv, verificandose d =d < existe k €S

tal que v'=v+k, por lo que basta trabajar en el cociente

X . . Lo
de S por la equivalencia definida por v'=v+k, k€ S, cuyas
clases agrupan las aplicaciones que dan la misma distancia

y a las que llamaremos S -normas.
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Aparentemente, la geometria de un métrico involutivo
es simple; p. ej., si se definiera una relacidn de "estar
entre” como en § I, resultaria que en toda terna de pun--
tos distintos cualquiera de ellos estaria entre los otros
dos y, en otro orden, el concepto de entorno esférico
Ex(k) queda reducido al de circunferencia que, por ser
Ex(k)=61(k+v(x)) es no vacia solo si k+v(x)e Vv(X), sien-
do las clases de X/v, sorprendentemente, circunferencias
de centro en un punto y radio O. La geometria métrica de

- ‘ v
(x,57,a") es amy(x)={ h €@ |[aYo(hxmy=aV}={ ne _[a " P=a"},
X X

gue no depende de la eleccidn de V en la S=—norma ya que

GM,(X) =GM (X). Estd claro que he GM,,(X) * existe

Wk

khe S tal que Vbh=kh+v, de manera que para cada h es kh

Gnica y el morfismo entre grupos dado por ¢ (h)=kh tiene

nlicleo {j GGM(X)| Voj=V }: subgrupo invariante de la geo-
metria métrica constituido por aquellas isometrias que
conservan el valor de la S=—norma y que tiene un papel
andlogo al de la geometria valorada. Al subgrupo imagen
deyp, { khlhe GM} ,lo llamaremos ESPECTRO DE (X,S ,d ') y

lo escribiremos sp(V), siendo GMV(X)/ker Y= sp(v) y re-
presentando las clases de isometrias h con igual kB' es

decir, los tipos de isometrias del métrico involutivo que

son realmente posibles. Hay que remarcar: (i) kery =

={Ix} € v es inyectiva; (ii) kerp = G:( < V es constante;

{(iii) Si v es inyectiva y V(X) subgrupo de S=, es Sp(v)=V(X)
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A causa de (i), solo existen isometrias distintas de
la identidad con un punto fijo cuando y no es inyectiva.
Ademds, es obvio que dY es separadora si y s6lo si es v
inyectiva. Es mas, dado un métrico involutivo con dVY ng
separadora, siempre es posible dotar a X/v de una tal
distancia que 1lo sea, ya que g:X/v~> S, G([x] )=V (x) es-
ta bien definida y & (L=l [y] )=av (x,y) es una distan
cia separadora. Hay que observar que sp(v) es un subgru-

po de sp(v).

Cuando V es inyectiva (propiedad de toda 1la S=—norma) ’

es h eGM(X) ¢ existe k, e S tal que yoh=k +v, y si dos iso-

metrias h,j coinciden sobre un elemento de X, es h=j. Asi

pues, en tal caso, si h es una isometria es h(x)=
-1
=V (kh+v(x))=Ex(kh) , para todo xeX, con lo que si y (X)

es subgrupo de S : (i) Para cada Z eX existe el Gnico punto

_1
y=h(Z), tal que h(x)=y (Wiyytyx); (ii) Si y#7, existe la

2
Ginica isometria hjz(x)=y Wwy+tyZ¥gx) tal que hyZ(y)=Z'

que no es la identidad al ser yy+yZz #0. Por consiguiente,
si vVves inyectiva y y(X) subgrupo de S=' se puede definir

-1
en X la operacién x®y =v (V(x)+y(y)) que lo dota de es-
tructura isomorfa a la.de Vv(X), con lo que GMy (X) es el

grupo de las traslaciones del grupo (X,@l, resultado

que facilita estructura geométrica en X a las isometrias.
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Es de destacar que si g:H>X (¢+HCX) es una CONGRUENCIA
(biyeccidon tal que dv(r,s)=dv(g(r) :g(s)), para cualesquie
ra puntos r,s de H), existe una {inica isometria de X (la
traslacidén x® (h@g(h)), he H) que restringida a H es g.
Todo ésto sugiere‘ la consideracidn del caso en que, sien
do (X,S=,d) un métrico involutivo, sea (X,.) un grupo
con neutro e, en el que basta considerar Ve(x)=d(e,x) ’
para tener Vee Sx tal que d=dVe (las aplicaciones de

una S - norma quedan individualizadas por el valor que

toman sobre el neutro e). Es interesante, el

. = Vv . . .
Teorema. Si (X,S ,d ) es un metrico involutivo sobre un
grupo (X,.,e), es condicidn necesaria y sufi--
ciente para que las traslaciones de (X,.) sean

isometrias, que V verifique
Vix,y) =V () +V(y)+ V(e),
cualesquiera que sean X,y €X.

Estd claro que la anterior condicidn equivale a que la

aplicacién y'= y(e)+ V sea un morfismo entre los grupos

= _1
(X,.) Yy S . En tal caso y (v(e))=ker V' pudiendo llegar-

se, no sin dificultad, al

Teorema. Si (X,S_,dv) es un métrico involutivo sobre un gru

po (X,.), es sp(V) = X/v'.

Entonces, si Vv es inyectiva y V(e)=o, resulta .= @.



30

En un reciente trabajo[24] Trillas-Rubid-Jacas, han
caracterizado las clases de X mbédulo GM (es decir, las
clases dadas por "x~y (GM) ¢ existe he GM tal que h(x)=y")
probando que x~y (GM) © VY(x)+V(y)€ sp(v). También se ha
caracterizado el espectro, los morfismos entre métricos

involutivos y los conjuntos isométricos; asi se ha obteni

do que
N v ery”
sp(v) = {x +y (Cly x)] )3y,
x€V(X) v
indicando por C[-] a las clases de X/v mbdulo la equiva

lencia "[x]| ~y] < ix] vy [y] son coordinables".
v v v Y '

Para terminar este apartado, recordaremos que si
(S,+,e) es un grupo abeliano el conjunto PF(S) de las par-
tes finitas de S con el orden C vy la operacidn
A+B = {atb|a€ A, be B} es un semigrupo ordenado conmutati-
vo con neutro{ e } y minimo @#. Con ello, cada vez que se

dispone de una aplicacidn v:X > S (X no vacio), es

Y
a¥x,y)=(v(x) -V (), v(y)- v(x)} tal que (X, (S),a") es
un EMG, de tal suerte que si dos grupos S y S' son isomor
fos, las estructuras métricas sobre (X,PF(S),—),

(X,PF(S'),—) son SIEMPRE isomorfas métricamente.
I
Cuando X=S y VI, es d S(x,y)={x—y,y—x} la métrica

natural de Menger [16] asociada al grupo abeliano S(§I)

que, si es auto-opuesto, es {x+y} . En tal caso vale
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(Alsina-Trillas|[ 3 ]) el

Teorema. Dos grupos abelianos son isomorfos si y sdlo si
son métricamente isomorfos respecto de las mé--
tricas naturales asociadas.

Si X=S es un grupo de Riesz, con \I=IS se obtiene el

I
métrico natural de Menger (S,PF(S),d S) que es semejante

+
al EMG natural del grupo reticulado (S,S ,dI ) (ejemplo
S

4 bis, §1) .
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III. NOCIONES TOPOLOGICAS EN LOS EMG.

Diferentes condiciones algebraico-reticulares [(I)] so

bre el semigrupo de valores de un EMG, han llevado al es-

tudio de diferentes topologias en el marco de los EMG

Trillas[ 25] , Batle|[ 4], Alsinal 1], Grangl 121, vi-
la [32], Pons|[ 181]).

Definicidn. Sea S un semigrupo ordenado.

(1)

(2)

(3)

(4)

(5)

(6)

S verifica C1 si el neutro e es minimo.

S verifica la condicidén usual (C2) si para cualesquie

ra a,be s, a>e, b> e, existe ce S, con c>e, axyc, bxc.

'S cumple la condicidn de pseudo-diferencias (C3) si pa

ra todo r, sé8, e r «s, existe teS tretal que ecr+t «s.

S satisface la condicidn de pseudo-radicales (C4) si

para cualquier re s, r e, existe s >e tal que e<s+s<r.

S se dice no discreto (C5) si admite una sucesidn Gn

decreciente ( Gn >6n+1) tal que si a sén, para todo
o
n, es a=e=MinS (abrev. 5n+ e). Si S verifica C1 y C5 se
o o
dird continuo en e (C6), si dadas § n+ ey Th# e, es

[o]
+ e.
§ ot Pod
Una sucesibn creciente bn+ (g decreciente cn{) es con-

L4
vergente en orden a b (O c) si bng X, para todo n, im-




33

o
plica bgx (o c ¥ =>x\<c).(Abrev.brg b,cn\;c). Una
(o]
sucesidn (an) converge en orden hacia a (an-+a) si

o
existen b a c a, tales que b a c ara to
no"‘ y n+ I q n< n\< n' p O
o [e]

do n. En particular, a ~e si existe §_ e con ag Sn'
para cualquier n.

(7) S'cS es denso por la derecha de a€e S si todo beS,b>a

admite un r€S' tal que a <r <b. S es secuencialmente

denso a la derecha de e (C7) si vale C1, y para cada

O

€ >e vy 6n te, {(Sn|neN} es denso por la derecha de e,

el cual se dice secuencialmente alcanzable.

(8) Si S cumple C1, se dice que verifica la condicidn de
n

Everett (C8) si dada una sucesidn doble (Gk) ’
(k,n) ENxN
o
tal que para cada n, es 6n + e, existe una subsuce--
k
koo
[e]
sidn (6n ) con 62 - e.

n nfN n oo

- o
(9) Si S cumple C1, se llama normal (C9) si dada 6n+e,a,bes
'y a$b+5n, para todo n, se deduce agb.

(10)S satisface la condicidn de refinamiento (C10) si
o -0 o

§ ve, a +§ » a, implica a + a.
n " “n 6n ! P n

Dicha coleccidn de condiciones se relativizan facil-
mente a subconjuntos S' de S. En[ I; 25, 4 , se han estu

diado los comportamientos de los semigrupos usuales de -
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los EMG, respecto a las condiciones anteriores. Asi, si
+ e . +

(R ,+, <,0) las verifica en su totalidad, (A 'T'<’Eb) no

cumple por ejemplo C3, ni necesariamente C4, C8, C9, C10

+ . . v z
y G , parte positiva de un grupo de Riesz, verifica C1 soO

lo si es totalmente ordenado,... etc.
Sea (X,S,m) un EMG con e=inf I(m) y sea S'CS, S'#,ﬁ,

tal que si r €S' es r> e.

La topologia T;(S').

Definicidén. La T;(S')-topologia es la que tiene como sub-

base a la familia (B(a;r))(a,r)e — siendo
B(a;r)={pbe Q|m(a,B)<r}.

Anotaremos T* = T*(s-{el).
: m m

Teorema. (i) Si S'€S" es T;(S') CIT;(S"). Si S' es orden
denso en I(m)US™ , es T;(S")CT;(S'). Si S' es
denso en S, T*(S')=T*.

m m
(ii) Si m es separadora y e=inf{s'+s'}, T*(S') es
T2. Si e=inf{r,r'},con r,r'e s', T;(S') es discre

ta.

(1iii) T;(S') es la minima topologia que hace

abiertas a las bolas con radiog en S'.
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La topologia Tm(S').

Definicién. Si S verifica C1, la Tm(s')—topologia es la

que tiene como abiertos los Ac{) tales que,

para todo a€ A, existe $'€ S' y B(a;$')€A.

Dicha topologia no satisface, en general, que las bo-

las B(a;8') sean abiertas y formen una base local en cada

punto.

Teorema. (i) Si S' verifica C2, C4 y 1la isotonia estricta,

(B(a;S'))S,e g1 ©s base local de entornos al va-

riar a€fl ; dicha base genera a su vez Tm(s'),

lar cual es discreta si S' no verifica C2 y m es

separadora.

(1i) Tm(S')CT;(S'), valiendo la igualdad si las
bolas son Tm(s‘)—abiertas (p.ej., si 8' cumple

C3 relativa a Tm(S) y la isotonia estricta). Si
51,5, S son densos a la derecha de e en S,, es
Tm(Sz)C Tm(Sl), valiendo la igualdad si S,,S, son
cada uno denso en el otro.

(iii) Si m es separadora y S' denso en I{(m),
Tm(s') es T;. Si Tm(S‘) es To,es T,. Si S' veri-
fica C4 relativa a I(m), con m separadora,

Tm(S') es T,.

(iv) Supdngase que la Tm(s') viene descrita por
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la base local de bolas. Si S' verifica:e ¢S'J

C2 y C4, entonces Tm(s') es la topologia de 1la
uniformidad Um(S') generada por

Bs={(a,b) GXxX|m(a,b)< s} , para todo §€ S', la
cual es separadora si m es separadora y inf S'=e.
Si ademas existe S" C S', S" numerable, tal que,
para todo b €S', existe ¢ €S', con e<c<b, enton-
ces Tm(S') es pseudo-metrizable real,y es metri-

zable real si e=inf S" y e=inf S°'.

Alsina y Trillas [ 2 ]han estudiado la metrizacidn real
de la topologia Tg en ciertas clases de EM probabilisticos
de Menger (TT). El apartado (iv) lleva a la metrizacidn de
los espacios de Wald ([4]). Para grupos reticulados con C2
y C4, Tm es la topologia del grupo. Si G es totalmente or-
denado, Tm(G;) es discreta si GZ tiene itomos y es la del

orden si no los tiene.

1 t
La topologia To_m(S ).

Una sucesidn (an) C X se dice o-m convergente hacia a€ X

en S'(an-giy a) si m(an,a) Q*'e en S'. Las sucediones constan
tes son o-m convergentes a su valor comlin; cualquier sub-
sucesidén de una o-m convergente hacia a goza de idéntica
propiedad y si S' es subsemigrupo de S, satisface C6 y m
es separadora, entonces existe unicidad del o-m limite.
Dicho o-m limite puede calcularse prescindiendo de un nii-

mero finito de té&rminos si para a,b€ S' existe ce S' con
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c »a,b.

Definicidn. La To_m(_S‘)—topologia es la que tiene como

abiertos a los complementarios de las o-m ce-
rrados o subconjuntos de X que contienen to--
dos los o-m-S' limites de las sucesiones o-m-
S' convergentes en ellos contenidas. Anotare-
mos T (s)=T .

o-m o-m

[o o]

A

[ [o¢]
. ' Py .on ' A 6 = t =
Si S8' verifica: 6n+ e en S', n=1°n e(S') =>n=1 6n e(8)

(p. ej. si S' es subsemigrupo denso de S) entonces

CT (S'). Si S' es no discreto T (s')CT (s') y
o-m o-m o-m m
si es totalmente ordenado Tm(S') C To_m(S') .

La o-m-S' convergencia implica la To m(S') convergen-
cia, pero el reciproco no es cierto, en general. Asi, si

para a,be S' existe ce S'. c>» a, c3 b, entonces

T (s")
(o1 » - . -
an L} a, si y so0lo si, cada subsucesion (an } de
k
(an) tiene alguna parcial o-m(S')-~convergente hacia a.

Si llamamos o-m(S')-clausura débil de Acf{l al conjunto

A*={ae QI existe (an)cA, a 9—;%) al, queda definido un

operador *: P({) - P(r), que es clausura de Cec pero no

es necesariamente de Kuratowski (A**£A*). Alsina [1] ha

demostrado que si S' verifica C8 entonces A**=p* y

1
—To_m(s ) . 3 3 1]
A*=p , siendo pues la To_m(S') topologia describi-
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ble en términos de los puntos fijos de dicho operador.
Si s verifica C2 y C10, m es continua entre los espacios
(Xxx, To—m+m) y S, con la topologia del orden. La compa-
cidad secuencial y continuidad de funciones han sido
abordadas en| I ], reobteniéndose para dichos espacios
los teoremas cliasicos de Cantor, Borel, el restringido
de Tychonoff, etc. Asimismo Alsina[ 1] ha estudiado la

o-m-separabilidad obteniendo que todo EMG o-m-separable

, . . . . . N
admite una inmersidén (inyeccidn continua) en S , dotado

éste de la topologia del orden. Batle[ 4]y Pons [ 1§
N

han introducido 1la To_m(s') topologia que resulta de subs

tituir el criterio secuencial definidos de la TO m(S'),
por la convergencia con redes de elementos de { ,dando lu
gar a nuevos criterios caracterizadores y diversas patolo

gias topoldgicas.

A

Teorema. Si S es totalmente ordenado y e=inf (S-{e}), To—m_
Tm. Si ademds existe un S' € S, numerable y denso

T =T vy las tres son

por la derecha de e, T =
o-m m

o-m
metrizables.
Un ejemplo interesante es dado por (X, (P(X),U,C,d),m),
EMG con m(a,b)=g si no existe un clopen C (conjunto abier
to y cerrado a la vez respecto de una topologia T dada en

) tal que aeC y b ¢C ("a y b son indistinguibles") y

m(a,b)={ N c, n c }oom . . .
a eCclopen befclopen ("a y b son distinguibles")

en caso contrario. Entonces resulta T=T;, es decir la topo
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logia de clopens es EMG-metrizable pero no es real-metri

zable, salvo que T sea discreta.

Alsinal 1] y Batle[ 4] han estudiado el comporta--
miento de las citadas topologias respecto de los morfis-
mos entre EMG y Trillas [25 ] , vilal 33 han analizado
el caso de las Algebras de Boole, atendiendo en especial
a la relacidn atomicidad del Algebra-discretitud topold-
gica y a las caracteristicas que debe poseer una valora-

cidén v, para que la Td , asociada a la dv(x,y)=v(x)GV(y) ’

. v
sea no discreta.

Como pone de manifiesto el ejemplo de la pagina 9
del 81, diferentes tipos de semejanzas ¢ llevan a dife-
rentes EMG, siendo el interés topoldgico obtener las topo
logias producto el que determina la eleccidn mas convenien
te de las ¢ . Al considerar las topologias en los EMG, y

formar el producto ¥ ,S ,m )=(T X,,T™ S,,T m.), para
© o© oo P E . §
eI €T €I
cualquier conjunto de iIndices I#¢g, se obtiene ([[;4,18 ):

Teorema. (a) La To-m topologia de X_ es mas fina que la
oo

producto de las To—m topologias de los Xi'

Anilogamente ocurre con la T y las T
o-m o-m,
i
de cada Xi'

(b) Si cada s, verifica C2 y C4, la topologia-Ca-

Jja [18] en X, determinada por las T, en los
i
factores, es metrizable como EMG, Exactamen--
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te, la topologia-caja es la
T UE em s [£(1)> ¢, Viel} ).
i€l

(c) Si cada Si=G’ grupo reticulado, ie I, la to-
pologia Tn(GZ) en GT es la topologia de la
convergencia uniforme de los elementos de GI
como funciones G-valoradas (respecto de la to
pologia natural de G). Si G es totalmente or-
denado con la derecha separable, dicha topolo-

-~ I .
gla en G es metrizable como EMG. .

N6tese que de lo anterior se deduce que la topologia-
caja en RR es uniformizable, puesto que es de grupo metri
zable como EMG y sin embargo no es real-metrizable. Otro
interesante caso proviene de considerar el semigrupo
(RI,+,ﬁ ), siendo 4el orden "lexicografico" e I gJ% ([ 43]) -
La topologia 'f‘o_n=TO_n=Tn resulta ser real-metrizable no-co
nexa y no compacta. Si I no tiene dltimo elemento, es mas
fina que el producto de las discretas sobre R, es decir,
la topologia producto de RI es menos fina que la de la mé-
trica natural. Si I tiene {iltimo elemento io, la Tn es
m3s fina que la producto de las discretas en los indices

diferentes de io y la natural para el factor io’ siendo

en dicho caso no separable.

Nota. Las construcciones de "completacidn" cl&sicas, de

EM reales, EM booleanos, EM probabilisticos, de ciertos
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grupos reticulados,... etc., usan la completitud, en al-
glin sentido, del semigrupo de valores. En lo que sigue se
construye un S-completado de un EMG, bajo ciertas condi--
ciones, el cuél contiene monomérficamente al de partida
(cuya im3gen es To—ﬁ densa) y que resulta ser aplicable

a algunos de los casos mas importantes ([1D).

Dado un EMG (X,S',m), un semigrupo S de la misma cate
goria que S' y ¢ :S*>S', creciente y secuencialmente con-

tinua en el neutro, cabe definir:

(1) Un%)sucesién (Xn) de X es ¢ -S5-fundamental si existe

<@ 8
§1+e en S tal que, para cada n, es m(Xn+p,Xn) ( n)'

para todo p€ N.

(2) X es S-completo si toda sucesidn¥ -S-fundamental es

convergente segiin To n a un elemento de X.

En el caso S=S',¢’=Is se recuperan las definiciones
dadas en | 4], donde se comparan las mismas con los cri-
terios de Cauchy habituales. El problema de completacibn
de un EMG queda parcialmente resuelto en el siguiente teo

rema.

Teorema. Sea (X,S,m) un EMG con S no discreto, normal y se
cuencialmente continuo en el neutro. Existe un

EMG, (i,g,ﬁ), tal que:
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(i) Existe un morfismo inyectivo (iy:):(X,S,m)-*(§,§,ﬁ);

-

(ii) i(X) es denso T - en X.
o-m

(iii)si s verifica la condicidén de Everett, X esy -S-com-
pleto.

La demostracidn laboriosa se halla en [1].- Notemos que
o

- N
X es 5:7 donde ~es la equivalencia:(xn)ﬂv(yn)¢>m(xn,yn)_+e;

N
5= 5_
b R, donde la equivalencia R estd definida por

o
~ < Bxi <t +
(sn) (tn) Ex1ste’Pn+ e en S tal que s < tn 1°n para

todo
t < +
nS ®n T‘n n.

El Q+-completado de (Q,Q+,||) resulta ser (R,R+,||) y mis
en general, se establece ([ 1]) que en todo grupo de
Riesz (G,+,$ ,V ,A), completo respecto de la métrica
Ia—b|= aV b - anb, la parte positiva (G+,+,$ ) es isomor-
fa algebraica, ordenada y métricamente a (67G+),+,$ ),
siendo STE+) el semigrupo generado por las sucesiones

Il —-fundamentales de G+, subsemigrupo del E* dado por el
Teorema anterior. Asi, como hemos anunciado, para los EMG
con valores en grupos de Riesz ||-completos, el G+—complg
tado coincide con los resultados de completacidn dados en
[4] v en el caso X=G,con el proceso de completacidn de
Everett ([9]) para tales grupos; los completados boolea--
nos de Blumenthal-Menger ([7]) y los probabilisticos de
Sherwood ([29]), resultan ser "semejantes" a los respecti-

vos S-completados.
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topologias proyectivas de funciones reales. [José Luis Blasco Olcina
(Matemdticas. Espafia, 1975).

Estructuras de la épica latina.| M°. del Dulce Nombre
Estefania Alvarez. (Literatura y Filologia, Espafia, 1971 ).

Comunicacion por fibras dpticas./ Francisco Sandoval
Hernandez (Ingenieria. Espafia, 1975).

Representacion tridimensional de texturas en chapas
metadlicas del sistema ctibico./ José Antonio Pero-Sanz Elorz
(Ingenieria. Esparia, 1974).

Virus de insectos: Multiplicacion, aislamiento y bioensayo
de baculovirus.| Cindido Santiago-Alvarez.
(Ciencias Agrarias. Extranjero. 1976).

Estudio de mutantes de saccharamyces cerevisiae alterados
en la biosintesis de proteinas./ Lucas Sanchez Rodriguez.
(Biologia. Espafia, 1976).
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Sistema automadtico para la exploracion del campo visual.
José Ignacio Acha Catalina (Medicina, Farmacia y Veterinaria.
Espafia, 1975).

Propiedades fisicas de las variedades de tomate para recoleccion
mecdnicaf Margarita Ruiz Altisent (Ciencias Agrarias. Esparia 1975)

El uso del dcido salicilico para la medida del pH intracelular en
las celulas de Ehrlich y en escherichia colif Francisco Javier
Garcia-Sancho Martin. (Medicina, Farmacia y Veterinaria.
Extranjero, 1974).

Relacion entre iones calcio, farmacos ionoforos y liberacion
de noradrenalina en la neurona adrenérgica periférica. |/
Antonio Garcia Garcia. (Medicina, Farmacia y Veterinaria.
Esparia, 1975). '
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