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0. Definiciones y notacidn

Escribiremos N (resp.R ) para el conjunto de los nﬁmg
ros naturales (resp. reales), |A‘ para el nimero cardinal

del conjunto A y N* para la compactacibén de Alexandroff

del espacio discreto N .
La palabra espacio serviri para designar un espacio to

poldgico de Hausdorff. La compactacidén de Stone-fech de un

espacio X completameénte regular vendri denotada por px .
Dos compactaciones Kq y Kz de un espacio Y se dice que
son iguales si existe un homeomorfismo de K4 sobre Ke cu=
ya restriccidn a Y es la identidad. En este caso escribi-
remos K.|=Kz °

El anillo de las funciones reales continuas (respe ¥y

acotadas) en un espaciox vendra denotado por C(X) (resp.

C*(X))- Un subconjunto A de X se dice que es C-sumergi-

ble (respe. C’-sumergible) en x si toda funcidén de C (A)
(resp. C*(A )) admite una extensién continua a X . Escri-

biremos C“(X) (respe. CC(X)) para C (X) provisto de 1la

topologia de convergencia uniforme (resp. compacta-abicrta)

en X .

El producto tensorial C’(X)Q C,(Y) serd el con-

junto de las funciones de la forma »a.(x Y ) = Z;;(" )3‘: (x

donde la suma es finita, ;iec '(x) y g;ec.’(y e Si } es
una funcién real definida en X=Y y, escribiremos ’\Px(f )

para la aplicacién de X en Ry definida por

*



’wx(f)("):f(x' y , xeX

Si o es un ordinal, escribiremos X+4 para el ordi=-
nal que le sigue y W(d) para el conjunto de todos los or-
dinales menores que , dotado de la topologia del orden.

L1l primer ordinal infinito (respe. no numerable)vendri deno-

tado por @, (resp. Wy ).

Se dice gque una aglicaci6n entre dos espacios topolbgi-
cos es cerrada (resp. Z£Z-cerrada, o -cerrada) si la imagen
de todo conjunto cerrado (resp. cero, cerrado de cardinal
o ) es un conjunto cerrado. La proyeccibn de X"Y sobre
x vendra denotado por Px y lo mismo para los subespacios
de x . 5i K es un espacio comnacto, Frolik (11) ha pro=-
bado que la proyeccidn Fx de XxK sobre X es siempre
cerradae

Se dice que un espacio X es pseudocompacto si C(X)=

= C*(x) e Lvidentemente todo espacio compacto es pseudocom-

pactoe. Un espacio X es sucesionalmente compacto si toda su-

cesién en X posee una subsucesidn convergente. Sea (> Xo ’
diremos que un espacio x es & -compacto si de todo cubri-
miento abierto de X de cardinal & s Se puede extraer un
subcubrimiento finito. Todo subespacio cerrado de cardinal

KL ¢ en un espacio o ~compacto, es compacto. Desde luego
todo espacio sucesionalmente compicto es J\r'o-compacto,

sin embargco PN es compacto pero no sucesionalmente compac

to.



Todo espacio j*; =-compacto es pseudoconpacto sin cmbargo el
reciproco no es cierto como ha probado Hrowka (25).

Un subconjunto A de un espacio X se dice que es aco-
tado si para toda ge C(X), 1a funcién JIA estl acotada.
Escribiremos 53 (respe L{ ,é{ ) para la familia de todos
los conjuntos acotados (resp. compactos, sucesiones conver-
gentes con su limite) de un espacioe Si L es un cubrimien
to cerrado de un espacio)( s escribiremos 01?1) para la to-
pologia sobre X para la cual un conjunto ACX es cerrado
si y sblo si ANF es cerrado en X para todo Fe 1L .
Diremos que un espacio es un 4% -espacio (respe S -esEacio)
si su topologia coincide con la topologia 017{) (resp.
0’(99 )e Evidentemente todo S -espacio es un 4% -espacio,
sin embargo (5“ no es un S -espacio. E1 fg-esgacio
(resp. S -espacio) asociado a un espacio )X , denotado por
»ﬁx (resp. 5 X ), serd X con la topolocia ’J'(K) (respe.
O'(y) Je Se dice que X es un ‘é?. -~espacio (respe. £k -es-

pacio, Sg -espacio)si toda funcién real, continua desde ca

da conjunto compacto(respe. acotado, sucesibdn convergente con

su limite) de X , €s continua en X . Todo 5 -espacio es
7”

un /éx ~espacio y todo ‘kh -espacio es un bﬂ. -espacio, sien

do falsos los dos reciprocos. El 'kl( -espacio asociado a un

espacio X completamente regular, denotado por éRX , sera
)\ con la topologia proyectiva correspondiente a la familia

de todas las funciones reales continuas desde compactos,.



l. Pseudocompacidad de espacios producto

Dados dos espacios (*) X e y , en general no es cierto
que ﬁ(XXY) = (QX"PY « Por ejemplo PN "{3” es una
copactacidn de N"N distinta de P(N"N) y Ya que en

(B(NX N) la clausura de todo conjunto abierto es abier-
ta, sin embargo PN XPN no posee esta propiedad.

Los primeros resultados sobre la izualdad P(X"Y)=
= PXXPY se deben a llenriksen e Isbell (18); posteriomen-
te Glicksberg en (15) prueba el sizuiente resultado fundamen=

tal:

Teorema l.l.- Sea {X,_ :.CGI} una familia de esnacios

tal que el conjunto n {Xk‘ :A:EI)[,#A:.} es infinito para

todo A:oeI e Se verifica la igualdad

3 (M{x.:<e1d)= IT{BX::<eI}

E1l estudio de la distributividad del omerador ﬁ es
por lo tanto equivalente al estudio de la pseudocompacidad
de espacios producto.

La nseudocompacidad no es propiedad productiva, como

ha probado Terasaka (33) dando un ejemplo de dos espacios

(¥) in esta scccibdn la palabra espacio esimsnard un espacio

topolégico de ilausdorff completamente resular.



numerablemente compactos, cuyo producto no es pseudocompac-
to. Surge entonces, la cuestidn de en que condiciones el pro-
ducto de dos espacios pseudocompactos es pseudocompacto. Ln

esta direccién , Tamano ha probado lo siguiente:

Teorema l.2.- Para dos espaciosx e )’ las siguientes

condiciones son equivalentes:

(a) Los espacios X e )l son pseudocompactos y la pro-
yeccidn PX es g=-cerrada.
. » *
(b) El producto temnsorial CT(X)8(C (7) es denso en

C:( XxY ).

(c) E1 espacio Xx)Y es pseudocompacto.

Como consecuencia del teorema anterior se tiene que, el
producto de un espacio comnacto por un espacio pscudocompac-
to, es pseudocompacto. Este resultado permite -“educir la pseu
docompacidad del producto de un ﬁ,-esnacio pseudocompacto por
un espacio pseudocomi;acto,

Aparece entonces la siguiente cuestidn: ;due condicio-
nes debe verificar un espacio para gue su producto por cual-
quier espacio pseudocompacto, sea nscdocompacto?. Esta cues-
tién ha sido resuelta por Frolik en (2 ), con la siguiente
caracterizacibén de la clase 43) de todos los espacios con la

anterior propiedad.



Teorema le3.~- Un espacio x pertenece a l"p siy sdlo

si dada una sucesidn {,“,M,:M.EN} de abiertos, no vacios, dis-

juntos dos a dos, existe una subsucesidn {um.‘:x‘N} , tal

que cuando :F es un filtro de subconjuntos infinitos de N

se verifica

n Uu’nxx #¢

FedF weF

Nosotros hemos obtenido otra caracterizacidén de la cla-

se m s que damos a continuacibn,

Teorema l.4.~ Un espacio x pertenece a 43 si y sblo

si cuando Z es un subespacio pseudocompacto de (3“ que

contiene a N s el producto .de X"Z es pseudocompactoe.

Demostracibdne.- Supongamos que x¢4§ , entonces por la
caracterizacidn de Frolik existe una sucesibn {umzmeNg
de abiertos, no vacios, disjuntos dos a dos, tal que cuando
No es un subconjunto infinito de N ; existe un filtro
g(No) de partes infinitas de N, para el cual

— X
N UM =g
FEF(No) meF
Sea uNo un ultrafiltro en N que contenga a la base

de filtro ?(N.) y consideremos el siguiente subespacio

y de PN,



N U{ ﬁ%GFN'N : uNo converge a PN° p NOCN, lNoI:-}(o}

IEntonces Y es un espacio pseudocompacto y la familia
{umx{M}:MGN} de abiertos, no vacios, es localmente fi-

nita en Xx)' y pPor lo que Xx)’ no es pseudocompactoe

El siguiente teorema se debe a Frolik (11) y nos per-

mitirad establecer la cardinalidad de al~wunos espacios de la

clase ﬁ .

Teorema le.5.- Sea X un espacio métrico separable y

2
sea MC {BX"'X un conjunto de cardinal <3’3 e in

tonces existe un espacio Ko-comgacto-r de cardinal S-ex"

tal gue XcTefX~-M .

Como consecuencia e este resultado se tiene:

Teorema 1.6.- Si NcYc FN e Ye{—p , entonces
Ne
fyl=2%"

e o
Demostracidén, Supongamos que l)’|<-3 s entonces
2%
'Y“N,('g y por el teorema anterior, existe un espacio
Z numerablemente compacto tal que N c ZC PN"(Y"N) .
Ahora bien, el conjunto {(m,u):M-GN} es abierto y cerrado

en )’xz y por lo tanto YKZ no es pseudocomnacto.
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Sim es la clase de todos los espacios X tales cue
cuando {VM:MGN } es una sucesidén de abiertos en X ,
no vacios, disjuntos dos a dos, existe un compacto gue corta

- . . » *
a infinitos Vm , Frolik (12) ha probado que $ es una sub-
clase .ropia e m .

tas resultados sobre estas clases los ha dado Nokle en
(27), donde demuestra que si el &R-espacio asociado a un es-
pacio dado es pseudocompacto, enlonces dicho espacio pertene
ce a la clase ;pl Yy propone como cuestidn abierta encontrar

. . * .
un ejemnlo de un espacio de la clase f-p cuyo An—espac:l.o
asociado no sea pseudocompacto. lLste problema lo hemos re-

suelto con el ejemplo cue cdamos a continuacibdn (3 ).

Ejemplo 1l.- Sea Zo el subespacio de W(wa*i) cons=
tituido por {Oa} y todos los puntos cue poseen una base nunme
rable ¢e entornos. El subespacio S'—" Za ~{w,z} es suce
sionalmente comnacto y por lo tanto zo tambien lo es. E1l
punto 60.& , resulta no ser de acumulacidén de ningin subespa-
cio compacto de Zo , por lo que la funcidn cuyo valor es 4
en C-)& y 0 en Z,~ {Ue} , es continua desde cada conjunto

coimpacto de Zo « IEntonces {waj es un conjunto abierto

en ‘%R Zo -



1

Sea x el espacio (zo"w(wo"’ﬂ)“ {(wl;w")} y vamos
a ver que pertenece a m*. Puesto que S es sucesionalmente
compacto, \V(‘Oo'l'i) es compacto y la clase f’p* es cerrada pa
ra productos ( (27), Te3e.4.), se tiene qgue el espacio Y=
=SXW((J°+1)6 ;p* y como 7’ es denso en x , Se sigue que
xe {p* . Por otra parte, el conjunto {(we,n)} es abierto
en ’&Rx para todo meN , por lo que la funcibn cuyo valor
en (we.a\.) esm y se anula en los demas puntos de x y €S
continua en zgx Yy no acotada.

En su estudio sobre la clase % s Frolik caracteriza la

clase :p: de los espacios tales que todo subespacio cerrado

pertenece a m y con el siguiente teorema.

Teorema le.7.- Para un espacio x las sicuientes condi-

ciones son equivalentes:

(a) Xen’:r?,

(b) si M es un subconjunto infinito de x , existe

un subespacio compacto K de x cuya interseccidn

con M es infinita.
(¢) sSi {x,‘_:MGN} es una sucesidén cn X , exis-

una subsucesidn {Xrn.,( : KGN} tal que

conjunto U{Xm“: KEN} es relativamente com-

pacto.



12

Isiwata (20) investiga las relaciones entre alcunas
de las clases introducidas por Frolik en (11),(12), dando
dos nuevas caracterizaciones de la clase 42 y Sin embar-
go una de ellas es errdnea, como probamos nosotros con el
sizuiente ejemnlo de un espaciox perteneciente a 4'3: N
que contiene una copia H de N de forma que el espacio

HU (PX“X) es pseudocompacto.

Ejemplo 2.,- Sea )/ el espacio producto

W (et 1) x W (w,+1) x K/ (@a+4)
Yy sea x el subespacio

Y f W (@) x W(wat1)x (w04}]

Como X es unidn de los espacios sucesionalmente com-

pactos

W (Wata) x W(wet ) x (), {awndx W (@wot1) x (@1}
se tiene que X es sucesionalmente comnacio y por lo tanto
pertenece a :@: ( (12), h.2,2)

Del teorema de Glisksberg se deduce que

Y= B(W ()% Wieaor 1) x W(en))
luego Y= ,‘3)( -

Si H :(&)13): \X/(‘"")"{wi} , se tiene que H es una co
pia de N contenida en x y Z: HU(!BX"X) es pseu-

docompacto, ya que este espacio es homeomorfo a

{\X/(w,+ 1) x W (watt) )~ { (s, w100
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- . e . . N .
El siguiente torema es una modificacidén del dado por Isi

wata para caracterizar la clase % -

Teorema leJ3.- Para un espaciox las siguientes condicio

nes son equivalentes:

(@) XeP

(b) SeaH una copia de N contenida _e_rlx s Sea K una

compactacibén de x Y sea \"4 un entorno abierto de H
en K . Si )’: Xuv y Sc K~y y €l espa-

cio HUS no es pseudocompacto.

(c) si {am:MGN} es una sucesidn infinita y discreta

en X y existe una subsucesibn {ka:xeN} tal que

para todo filtro .7 de subconjuntos infinitos de

N se tiene

N U fame] 48

FeF keF

Demostracidn.- (a) —» (b) Supongamos que Xe :‘H’: Yy que

H es una copia de N contenida en x « Del teorema l.7 se
deduce gque existe un conjunto compacto K,Cx tal que
H°=k°[]H es infinito. Entonces H, es un subconjunto abier
to y cerrado de HUS s por lo tanto HUS no es pseudocom=-
pacto. (b))~ (c) Si H: U{a“""“'EN} y V es un entorno a-
bierto de H en (3)( s pPor hipbtesis el espacio

-Y)

— 33X

Z= HU(H
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no es pscudocoaipacto, donde )I" XU v . iso gquiere decir
. ., M : & NT . .
(que existe una sucesion k KENS{ de abiertos, no vacios,

disjuntos dos a dos, que es localmente finita en Z . Si

e
a-.n.‘G.H;lu-x , Ko byeyeee vy H# es un filtro de vnartes infi-
nitas de N s, se tiene que

-, - A
-~
[] [ 'L"LK, Fr
Fef keF

pues si esa interseccidn fuese vacia, se tendria que
- ” ' = .‘.-
. : o - >
. [ "L"'K.o F Ve
4 .
Fet «cF

.. . pn X ’ L. htd
y la sucesibn .“—K S no seria localmente finita en .

(c)®(a). La misma demostraciédn de ( (20), Te2.1l).
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2. Compacidad numerable de espacios producto

Como en el caso de los espacios pseudocompactos, la com-
pacidad numerable no es propiedad productiva, como lo han
probado Novak (31) y Terasaka (33).

En (11), Frolik estudia la claseG de todos los espa-
cios completamente regulares x tales que, cuando )’ es un
espacio completamente regular .Ko ~-compacto, el espacio pro-
ducto Xx Y es .Xo ~compacto. Es suya la siguiente caracte

rizacidén de esta clase.

Teorema 2.1 Un espacio x completamente regular no pert

tenece a G si y s6lo si existe una copia H de N conteni-

da en X tal que, cuando K es una compactacidén de )( , exist

te un subconjunto S CK~X tal que el espacio HUS es

}(o ~compacto.

. . . .
A continuacidén damos una caracterizacion de la clase G ,
similar a la que hemos dado para la clase 43 en el teorema

1.k,

Teorema 2.2.- Un espacio x completamente regular per-

tenece a G siy s8lo si cuando Z es un subespacio Xo -com-

pacto de PN que contiene a N , el producto XxZ es

x, -coinpacto.
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Demostracibn.- Supongamos que Y es un espacio _)‘(’,-

-compacto, que x satisface la condicibén del teorema (por lo
tanto es ﬂp-compacto) Y que Xx)’ no es o ~comnpacto. En-
tonces existen dos copias de N , N."—' U{a.._-'M-GN_} c X
N = U{L“MGN} < y , de forma gue el conjunto
{(a.m, B“):'RGN} es cerrado en Xx)’ « Evidentemente i\—’ay
es N,-compacto y Xx N;Y no lo es. Si | 4 es la aplicacidn
M—‘W'-DL“ de N sobre ’\“a s Sea ? la extensidén Stone de U N
que va de PN sobre Néﬂy « Si Z: .E-i(neY) s se tiene
que Zes .X,—co:npacto, ya que F es continua, cerrada y
E—i ) es coipacto para todo yeﬁ! ((11), Pe.lel) o« Como
X" IUZ es la imagen continua de Xx £ , resulta que X"Z

no es ](o—compacto -

Segfin se ha visto en la demostracién del teorema 1.6,
o
si NCYCPN y IY’( e'a s existe un espacio )(g -com=-
pacto Z tal que )’xZ no es pseudocompacto. Como consecuen-

cia de este hecho se tiene que:

Teorema 2,3.~ Si >/ €s un espacio en G gue contiene un

zXo
pseudocompacto, entonces |7l>,,3 .

e}

. : .
subespacio C ~sumergible n

., e .
Demostracion.~ Supongamos que X es C -sumergible en

)’ Y que x no es pseudocompacto. Si H es una copia de N ’
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=0

C -sumergible en X ((13), Col.21), se tiene que PH=H =
—_ — Y

= HPY s Ya que Xp= ‘GX « Ahora bien como YGG y resul-

— —_ —_ Mo
ta que He @: y Y de HCPH se sigue que lH7|=e~2 .

Corolarioe,= Si )’ S un espacio en c gque contiene un

subespacio denso C*—sumergible separable no pseudocompacto,
2%
entonces |Y|=.2 .

Algunos ejemplos de espacios pertenecientes a la clase
G nos los proporcionan los siguientes resultados debidos a

Frolik (11) y Noble (27) - Franklin (10) respectivamente,

Teorema 2e4.=- Si x es un espacio completamente regular

X, -compacto que posee una compactacibn K tal que IK‘X|<

<_&J". s entonces X pertenece a G .

Teorema 2e¢5.- Si Y ¥y ‘&x son espacios M-comgac—
tos, entonces Xx)’ es )(;-comnacto.

Aun no hemos analizado sin embargo, la cuestidén de en
que condiciones el producto de dos espacios .Xo -compactos,
es .xo-compacto. Nosotros vamos a dar mas adelante una con-
dicibn necesaria y suficiente para que ello se verifique, en
términos de una clase especial de proyecciones en los espa =

cios producto, definidas anteriormente (pe4 ) ¥y que
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llamaremos proyecciones _&-cerradas.
En primer lugar estableceremos dos resultados sobre nro
yecciones o(-cerradas, o(af(o y que utilizaremos posterior-

niente.

Proposicidn 2.6.- Sea _()_ un cubrimiento cerrado de un

espacio X Y supongamos que X esti provisto de la topologia

0’(-0—) . Entonces, la proyeccidn Px de XxY sobre X es
&, -cerrada si y sblo si para todo Feﬂ s la proyeccibn

PF de FxY sobre F es o -cerrada.

Demostracién.- La necesidad es evidente ya que los con
juntos de {1 son cerrados en X . La suficiencia es conse-
cuencia de la definicidén de G(R2) y de que si ACX%Y | en
tonces P (Aa)= ENP (A , donde A, = AN(EXY) |

Ee (1 .

Corolario.- Si X es un £-esgacio e )’ €s un espacio

.}‘;-comyacto, entonces la proyeccidn & es o -cerrada.

Demostracidén.- Por la proposicidn anterior basta ver
que si K es un espacio compacto e 7 es ©of -compacto, la pro
yeccidn Pk es o -cerrada. Como el producto k"y es
Xo -compacto ( (11), T.l.3), si H es un subconjunto cerrado
de ny tal gue IHI\"’( ' entoncesH es compacto. Pero R‘

es continua, luego R((H) es compacto y por lo tanto cerra_
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doenK.

El siguiente resultado es en parte una condicidén necesa-
ria y suficiente para la compacidad numerable del producto
de dos espacios Xo -compactos. Una generalizacidn de esta con

dicibén para o()k’. veremos con un ejemplo que no es probable.

Teorema 2.7+.- Si el producto X"y es of ~com acto, en-

tonces E_ proyeccidn PX es & -cerrada. Si x e )’ son espa-—

cios f(:,-compactos y B( es JY.-cerrada, el producto XX)/
es JYo-comEacto.

Demostracidn.- La prueba de la primera afirmacibén es la

misma que para R( en el corolario anterior. Veamos entonces
la segunda. Si H es un subconjunto cerrado numerable de

XXY s entonces PX(H) es cerrado en X y por lo tanto es
compacto. E1l espacio PX(H)" >/ es ,)(o-compacto ( (11),
Tele3) y como H es cerrado en ese producto, serd compactoe.
Como todo subconjunto numerable cerrado de XXY es compac-

to, se tiene que XXY es o-comnacto ( (13), 5.l[.5).

Como vamos a ver con un ejemplo, la caracterizacién ((13)

5e.He5) de compacidad numerable no es valida en general para



°(>.No s con lo cual conjeturamos que las proyecciones

& -cerradas no caracterizan los productos 6 ~compactos, pa

ra X>Ae .

Ejemplo 3.~ Seax el conjunto de todos los ordinales
no mayores que g provisto de la topologia para la cual los
puntos distintos de @3 son aislados, y una base de entornos
de g es la familia de todos los conjuntos de la forma

foeX : tsosw,) , e X~{a}.

Como todo punto de x posee una base de Bntornos que
son a la vez abiertos y cerrados, se deduce que x es comple

taimente regular. Evidentemente, todo conjunto de la forma
Clte) = {O'G X:4s50s °‘°} , o £, <wy es homeo-

pX

morfo a N y C ~sumergible en X , por lo tanto Cldo)' =

= (B(C(o(.)) e Si )/: (5)(“{(413 , se tiene que todo

subconjunto cerrado infinito de 7 tiene cardinal mayor o

igual que ee.)“o « Como X"’{ﬁ'-‘} se puede considerar co=
mo una red en >/ sin subredes convergentes, resulta que )’
no es -x:l -compacto, sin embargo todo subconjunto cerrado de
7 con cardinal \<X1 , es finito y por lo tanto compacto.

Como consecuencia del teorema anterior y del corolario

de la proposicidén 2.6 se deduce el teorema 2.5, que genera-
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liza CelelO.l. de ( 9)e¢ Sin embargo la clase de los espacios
X tales que &X es .X,-compacto, es una subclase propia

de la clase G como vamos a probar a continuacién.

Ejemplo 4qa Suponiendo la hipdtesis del continuo, el
conjunto P(N) de P -puntos de PN-’N no es vacio. Sea
X= [3“"P(N) s, entonces como ha probado Isiwata ( (20),
Ee3ela), X pertenece a G » Por otra parte, teniendo en
cuenta que P(N) es denso en @N“N ( (13), 9eMe3.), se de-
duce que N corta a los subconjuntos compactos de X en con-

juntos finitos, por lo tanto N es abierto y cerrado en &X .

Finalizamos esta seccibén con unas caracterizaciones de
los espacios sucesionalmente compactos y los )(,-compactos

por proyeccioness,

Lema.~ Si la proyeccidn P)’ de Xx)’ sobre )/ es

J(o -cerrada e )’ contiene una copia de N no cerrada, en-

tonces X es Ko-comnacto.

Proposicidén 2.8.- ©1 espacio Sx es x,-compacto

y sblo si para todo esnacio infinito Xo-comEacto y ’

=
I P

proyeccidn Py de )/KSX sobrey es .X,-cerrada.
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Denostracidn.- La suficiencia es consecuencia del lema

anterior. Reciprocamente, por ser Sx un »&-espacio
Xc -compacto, el producto )’xsx es J\(o-compacto y por el

teorema 2.7, la proyeccidn Py es K,-cerrada.

Noble ( (27), T.4.1.) caracteriza los espacios sucesio=
nalmente compactos, como aquellos espacios tales que su S -es
pacio asociado es J)(o -compacto, De la proposicibdn anterior

se deduce entonces:

Teorema 24%.- Un espaciox es sucesionalmente compacto

si y sb6lo si para todo espacio )’ infinito J\‘},—comEacto, la

proyeccibn P7 de )’xsx sobrey es Ao-cerrada.

Del teorcma 2.7 se sigue la siguiente caracterizacidn de

la compacidad numerable.

Teorema 2.10.~ Si K es un espacio compacto infinito,

la proyeccidn de Kx X sobre K es -Xo—cerrada si sblo
proy x de sSobre es X

si X es )(o-comEacto.

Teniendo en cuenta que si X es un espacio sequencial e

)’ es JY,-compacto, la proyeccidn PX es cerrada ( (7 )’

.
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P'77) se deduce:

Corolarioe.= Si K es un espacio compacto sequencial in-

finito, las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) X es .Xo-comEacto.

(b) PK es J‘(g-cerrada.

(c) PK es cerrada.

PROBLEMA ABIERTO.= Encontrar un ejemplo de dos espacios

o -compactos tales que su producto no sea & -compacto, sin

embargo sus proyecciones sean & -cerradas.
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3. I'roductos finitos de .&R-es acios, bR—esBacios y_

Sgq ~espacios

Los resultados de Glicksberg, Tamano y Frolik sobre la
distributividad del operador (j Yy por lo tanto sobre la pseu-
docompacidad de los espacios producto, son obtenidos en gran
parte utilizando la aplicacibn exponencial WX de C*(XXY)
en C(x, Ct(‘/)) y el teorema de Ascoli. Con una genera-
lizacidn conveniente de estas técnicas, nosotros hacemos un
estudio de la productividad finita de ﬁg -espacios, bg—ei
pacios ¥y Sg -—esnacios.

Brown (1 } ha dado el siguiente resultado sobre produc-

tividad de ‘@R ~-espacios:

Teorema 3.l.- Si X e )/ son 'ég-espacios completa~-

nente regulares, se tiene gue

W, [Clha(xe)] = C (X, C()

De este resultado deduce FHu¥ek (19) la siguiente condi-
cibén necesaria y suficiente para que el producto de dos espa-

cios completamente regulares sea un ’QR ~espacioe.
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Teorema 3.2.= Sean X e )’ espacios completauniente regula-

res. £1 espacio producto Xu)’ es un &g -espacio si y sblo

si A e Y son kn—esgac_i_oi Yy se verifica la igualdad

wx [C(Xx)‘)J = C(X, C.(7)

Del teorema anterior obtiene [Hu¥ek una caracterizacidn
de la clase de espacios completamente regulares con la propie-
dad de que su producto por un /&g-espacio completamente regu-

lar, es un A&-espacio.

Teorema 3.3.~ Sea x un & -~espacio completamente regu-

lar. Entonces el producto _d_ex por cualquier & -~espacio com

pletamente regular es un & -espacio si y sb6lo si x es local

mente acotado.

Lste resultado es similar al obtenido por Michael (23)
para caracterizar los espacios localmente compactos por sus
productos con '&—espacios.

A continuacidn damos unos resultados previos que utili=-
zaremos para establecer los principales teoremase. Seanx e
7 dos espacios Yy } una funcidén real definida en Xx)’ .

Con la misma demostracidn de que (a) implica (c) en ( (32),
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T.1l) se tiene que:

Prﬁposicién 3.4.- Si XGC(X"Y) y la proyeccién PX es

Z -cerrada, entonces la aplicacibn ’V)x(j,) de X en C“_(Y)

es continuae

Proposicifn 3.5.- La familia {f("; ):XGX} s e=-

quicontinua cn y si y sblo si la aplicaciébn 'lpy(f de )’

en Cu-(X) es continua,
Proposicidén 3.6e- Si \/ es un entorno de X,€& X N w es

un entorno de 7;.6)’ X_l_qaglicacién qk,(j) de \V4 en C“(W)

es continua, entonces } es continua en (Xe,Yo) .

Proposicibén 3.7.- SiA es un subconjunto acotado (19)(

y K es un subconjunto compacto de y s entonces A"K es un_

subconjunto acotado de XX)/ .

Sea g una familia de subconjuntos de X cuya unidn sea
)( « Una funcibén real definida en x se dice que es .?; ~-con=-
tinua si su restriccidn a cada Aég es continua. Un % -es
pacio serid un espacio en el que toda funcibn real % -conti-
nua sea continua. Con estas definiciones se tiene que ~.BR-es-
pacio = bR-—espacio, KR -espacio = ék-espacio y gg -espacio

= SR-espac1o.
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Como consecuencia de ¢ue un espacio Z es completamente
regular si v sélo si su topologia coincide con la topologia
proyectiva inducida por C(Z) y de que en este caso una apli

cacién O de un espacio Y en Z es continua si y sbdlo si

390’6 C(Y) para toda 36C(Z) , se tiene:

Proposicidén 3.8.- Si ? es una anlicacibédn de un SR: es

pacio X enn un espacio completamente regular tal que su res-

triccidén ?IA es continua para todo AG?(X) y entonces

? s continuae.

En el siguiente teorema consideramos Ginicamente familias

?‘ con las siszuientes propiedades: J-) :?"C‘-(/B '3) « Si
AG.?‘(X), B € ?(Y)n "{(Y) y } es una funcidn
?R -continua en X)‘)’ y entonces !AKB € C(AK B) e Lvi-

dentementel’{ y y verifican estas condiciones y de la pro-

posicidn 3.7 se decuce gue \(/3 tambien las verificaes

Teorema 3.9.- Si Q?CKng ’ X es un 020 -espacio
e )’ es 9{; -espacio localmente acotado, cntonces X"y

un
un “;R; -espacio.

o]
tn

Demostracidéne- Seaf una funcidn \%—continua en
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X"Y Yy sea Ke ﬂx). Si Hef(Y) s como K es compacto
resulta que J/K’HG C(KJ‘M) y por la proposicibn 3.4

la aplicacidn q)UM(f) de M en C“,(K) es continua. Como y
es un fﬁ(-espacio, de la proposicidn 3.8 se deduce que 1la
aplicacibn Vy(f) de Y en C:.,(K) es continua. Sea ), un
punto de Y Yy sea V un entorno acotado de Y, + Como el c_én
junto 'll’y(f)(V) es relativamente compacto en C“_(K) ,

la familia {J( 2Y) 7€ V_} es equicontinua en K por el
teorema de Ascoli. Por la proposicién 3.5 la aplicacibn ’Vk(f)
de K en C“(V) es continua y puesto que X es un °g;z -esS=
pacio, la aplicacibn ’wx(f) de X en C;(\/) es continua.
De la proposicidn 3.6 se sigue que la funcién f es continua

en (X,Y,) para todo X€ X .

Corolario 3e%ele= E1l producto de un & -espacio (resp

Sg =espacio) y un »&g -espacio (respe. Sg-espacio) local-

mente acotado, es un @« -espacio (respe Sq-espacio).

Corolario 3.9.2.- El producto de un Aé( -espacio y un

L‘K -espacio localmente acotado es un él -espacio,.

Teorema 3410.- Si }\ es un L& -espacio e )’ es local-

mente compacto, el producto Xa)’ S un LR—esEacio.




Demostracidn.- Seaf una funcidn s‘Bg -continua en
XK)’ y sea ), un punto de >’ e Elijamos AE&‘B(X) Y un en-
torno compacto V' de Yo « Como Ax\/é 3-))()(")/) se tiene que

J/Ax\/ € C(AAV) y como la proyeccidn Bﬂ de
VxA sobre A es cerrada, la aplicacidn ’WA(f) de A en
Q(V) es continua. Pero X es un AR-espacio, luego la a-
plicacibn Vx(f) de X en C;(V) es continua y por lo tanto

j es continua en (Xi%) para todo x€ X .

La necesidad de la condicibén del tcorema 3.3, la esta-
blece Hufek construyendo para cada espacio X completamente
regular no localmente acotado, un espacio sequencial paracom
pacto E<X) y una funcibn f que es »& ~continua en

XXE(X) s Pero que no es continua. Sin embargo, para la
definicibn de E(X) y def no es necesaria la completa re-
gularidad de X , siendo ademis fAcil probar que la funcién
f es bR -continua en XKE(X) -

De estas consideraciones y del corolario 3.9.1l se dedu-

cen los siguicentes resultados:

Teorema 3.ll.- Si para todo bR -espacio y; el produc-

to Xx}’ es un bR -espacio, entonces X s localmente aco-

tadoe.
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Teorema 3el2.~ Para un espacio )( las siguientes condi

ciones son equivalentes:

(a) )( es un 4& -espacio (respe. Sa -espacio) localmen

te acotado.

(b) si 7 es un &-esgacio (resp. S‘R-espacio), el
producto Xx)’ es un @R-espacio (respe. Sq ~espa-

cio)e

(c) si b4 es un espacio sequencial paracompacto, el

producto XXY es un £R -espacio (respe. Sg -es-

pacio)e

Si X es completamente regular, (a), (b) y (c) son equi

valentes a :

(a) >( es un ‘Zk—espacio (resp. Sg -espacio) local

mente pscudocompactoe.

PROBLEMAS ABILRTOS

(1)  ;Es el producto de dos espacios pseudocompactos un
bg -espacio?.
(2) ;is el producto de un LR -espacio por un espacio
localmente acotado un bk—espacio?.
(3) ;Cual es la condicidén necesaria y suficiente para
que el producto de dos LR -espacios sea un bn-e_s_

pacio?.
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