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O. Definiciones y notación 

Escribiremos N (resp. R ) para el conjunto de los núme 

ros naturales (resp. reales), lAl para el número cardinal 

del conjunto A y N* para la compactación de Alexandroff 

del espacio discretoN. 

La palabra espacio servirá para desi gnar un espacio to 

pológico de Ilausdorff. La compactación de Stone-~ech de un 

espacio X completamente re .o;ular vendrá denotada por ~X 

Dos compactaciones K1 y K~ de un espacio Y se dice que 

son iguales si existe un homeomorfismo de K'1 sobre li<.z cu

ya restricción a Y es la identidad. En este caso escribi-

remos K1: K,i • 

El anillo de las funciones reales continuas (resp. y 

acotadas) en un espacio X vendrá denotado por C<X> (resp. 

c•c x ». Un subconjunto A de X se dice que es e -sumer g; i-

ble (resp. c•-sumer g ible) en X si toda función de C<A> 

(resp. e• (A ) ) admite una extensión continua a X . Escri-

biremos CA4< X> Cresp. Ce< X>> para C e X > provisto de la 

topología d e convergencia uniforme (resp. compacta-abi e rta) 

en X 

El producto tensorial C .. (X) e c•(y) será el con-

junto de las funci ones de la forma ,t (X , 't ) = L j;,. (X ) d¿ (J<), 

donde la suma es fin ita l ¡,€.C.( X) y J~E. e.( y ) . S i J es 

una función real dei'inida en XxY , escribiremos "Px<J) 
para la aplicación d e X en RY definida por 
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.><E X 

Si o( es un ordinal, escribiremos o(+~ para el ord.i-

nal que le sigue y ~(~) para el conjunto de todos los or-

dinales menores que a( , dotado de la topología del orden. 

El primer ordinal infinito (resp. no numerable)vendrá deno-

tado por '4>0 (resp. Wt, ) • 

Se dice que una aplicaci6n entre dos espacios topol6gi-

cos es cerrada (resp. .i! -cerrada, o< -cerrada) si la imagen 

de todo conjunto cerrado (resp. cero, cerrado de cardinal 

~o(. ) es un conjunto cerrado. La proyecci6n de XxY sobre 

X vendrá denotado. por Px y lo mismo para los subespacios 

de X . Si K es un espacio com!lacto, Frolik (11) ha pro-

bado que la proyecci6n Px 
cerrada. 

de X"K sobre X es siempre 

Se dice que un espacio X es pseudocompacto si C(.X)= 

= c'*(X) • Evidentemente todo espacio compacto es pseudocom

pacto. Un espacio X es sucesionalmente compacto si toda su

cesi6n en X posee una subsucesi6n convergente. Sea o(~Ko 

diremos que un espacio X es «-compacto si de todo cubri-

miento abierto de X de cardinal ~o( , se puede extraer un 

subcubrimiento finito. Todo subespacio cerrado de cardinal 

en un espacio o( -comp a cto, es compacto. Desde luego 

tocio espacio s ucesionalmente conr¡ v ~ cto es X
0
-compacto, 

sin einbnrgo [3N es compacto pero no sucesionalmente compa~ 

to. 

Fundación Juan March (Madrid)



5 

Todo espacio )c'o -compacto es pseudoco1:1pacto sin cmbari';O el 

recíproco no es cierto como ha probado I•lrowka ( 25). 

Un subconjunto A de un espacio X se dice que es aco-

ta do si para toda !e C(X), la función á/A está acotada. 

Escribiremos (resp. K ,;/) para la familia de todos 

los conjuntos acotados (resp. compactos, sucesiones conver-

gentes con su límite) de un espacio. Si J1. es un cubrimien 

to cerrado de un espacio X , escribiremos cr(íl) para la to

pología sobre X para la cual un conjunto A C X es cerrado 

si y sólo si AnF es cerrado en X para todo FE .fl.. 

Diremos que un espacio es un~ -espacio (resp. S -espacio) 

si su topología coincide con la topología cr(K.) (resp. 

<J( <J.) ) • Evidentemente todo 5 -espacio es un .a. -espacio, 

sin embargo (3N no es un 5 -espacio. El ~-espacio 

(resp. S -espacio) asociado a un espacio X , denotado por 

-kX (resp. sX ) , será X con la topolo .11; ía -:r(U) (resp. 

cr(;¡) ) • Se dice que X es un ~ -espacio (resp. 4.-~-

SR-espacio)si toda función real, continua desde ca 

da conjunto compacto(resp. acotado, sucesión converg ente con 

límite) de X , es continua en X • Todo ~ -espacio es 

-ti( -espacio y todo ~ -espacio es un bA -espacio, sieE'._ 

su 

un 

do falsos los dos recíprocos. El ~~ -espacio asociado a un 

espacio X completamente re ::';ular, denotado por kH.X , será 

A con la topología proyectiva corre s pondiente a la familia 

de todas las funciones reales continua s desde compactos. 
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l. Pseudocompacidad de espacios producto 

Dados dos espacios (.ití) X e 'J' , en general no es cierto 

que (3(XxY) = (3X1t(3Y • Por ejemplo (3N X ~JJ es una 

co :.:p;,ctación de N X N distinta de (3(NxN) , ya que en 

(3(NxN) la clausura de todo conjunto abierto es abier-

ta, sin embarp;o (?>N JC~N no posee esta propiedad. 

Los primeros resultados sobre la igualdad 

= ~)( >C (3Y se deben a llenriksen e Isbell ( 18); posteriomen-

te Gl icksbcrg en (15) prueba el si~uient e resultado f undamen-

tal: 

Teorema 1.1.- Sea [X¿ :.iEI] una familia de esnacios 

tal ~ ~ conjunto n [X,.; :.C:eI, i.l:.i.] es inf inito para 

todo .i
0
eI . Se verifica la i r;ualdad 

(3 (n{x.i. :4eIJ)= n{~X.¿:.ieIJ 

si y_ sólo si el esnacio f1 {X¡_ : iEI] es pseudocomµacto. 

El estudio de la distributividad del onerador ~ es 

por lo tanto equivalente al estudio de la pseudocompacidad 

de espacios producto. 

La nseudocomp a cidad no es propiedad productiva, como 

ha probado Terasaka (33) dando un ejemplo de d os espacios 

esta 
. , 

St~ CC10n la palabra esnncio r:esi .1:;nL.trá un espacio 

topoló .c i co de l lausilorff completamente re r ~ular . 
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numerablemente compactos, cuyo producto no es pseudocompac-

to. Surge entonces, la cuestión de en que condiciones el pro-

dueto de dos espacios pseudocon~actos es pseudocompacto. En 

esta direcci6n , Tamano ha probado lo siguiente: 

Teorema l.2.- Para dos espacios X e Y las siguientes 

condiciones~ equivalentes: 

(a) Los espacios X ~ Y son pseudocompac tos 2:'.. la pro-

yección Px es e -cerrada. 

(b) El producto tensorial C*<X )8 C #( 'j) es denso en 

C! < X"' Y l · 

(e) El espacio X"Y es pseudocompacto. 

Como consecuencia del teorema anterior se tiene que, el 

producto de un espacio com nacto por un espacio pseudocompac-

to, es pseudocompacto. Este resultado permite educir la pse~ 

docompacidad del prodncto de un Í<.-esnacio pseudocompacto por 

un espacio pseudocomnacto. 

Aparece entonces la si guiente cuestión: ¿ ~ 1ue condicio-

nes tl ebe veri f icar un espacio para que su producto por cual-

quier espacio pseudocompacto, sea psc docon:pacto?. Esta cues-

ti6n ha sido resuel t n por J?rolík en (12 ) , con la si guiente 

caracterización de la clase !J3) de todos los espacios con la 

anterior propiedad. 
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Teorema .!.!.l.·- Un espa c i o X pertenece ~ :J3 si y:_ sólo 

si dada ~ sucesión {AlN\.:l't\.COfll] ~abie r tos,~ vacíos, dis-

juntos dos ~ dos, existe ~ subsucesión {Uirlt(: KEN] , tal 

que cuando ~ es un filtro de subconjuntos infinitos de N 

se verifica 

se 

Nosotros hemos obt e nido otra caracterización de la cla

~ , que darnos a continuación. 

Teorema 1.4.- Un espacio X pert e nece ~ !J3 si y_ sólo 

si cuando ,2 es un subespa cio pseudocompacto de (3N 

contiene a N , el producto ·de X x~ ~ pseudocompacto. 

Demostración.- Supongamos que x+ !13 , entonces por la 

caracte rización de Frolík existe una sucesión {U""': lt\E N J 

de abiertos, no vacíos, disjuntos dos a dos, tal que cuando 

N0 es un subconjunto infinito de N , existe un filtro 

3f'(N
0

) de partes inf i nita s d e No para el cual 

---X n u.u,... =fJ 
F'E,.-(No) "'~s:' 

Sea U No un ul trafi l tro en N que conte n g a a la base 

d e filtro 9Í(No) y consideremos el si g ui e nte s ubespa cio 

Y de rN 
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converge a 

Entonces Y es un e spacio p s e udocomp acto y la familia 

f<.t"""['WL): MEN} de abiertos, no vacíos, es loca lmente fi -

nita en X IC Y , por lo que X1t Y no es pseudocompacto. 

El si guiente teorema se debe a Frolík (11) y nos per-

mitir& establecer la ~ardinalidad de al ~u nos e spacios de la 

clase ':(3 . 

Teorema 1.5.-

sea He (3X ... X 

Sea X un espacio métrico se para ble z 
Jc'o 

~ conjunto de card inal <-2~ . ;..;n-

tonces existe un espacio J<0 -comp a cto T de cardinal ~ ./ZXº 

tal gue 

Como consecuencia <le e s t e resultado se tiene: 

Teorema 1. 6 .- Si Ne Y e (3N 
IYI = .e 2"'º. 

Demos t raci6n. Supon g amos q ue 

~ Ye ~ , entonces 

, e ntonc e s 

IYo1Nj < ~.¿JC'o y por el t eo rema a nt e rior, exist e un es p acio 

~ numerau1eme nte com p acto t a 1 q ue N e~ e (3N-(Y-N) 

Ah,ora b ien, el conjunto {(111. 11'.):'"-E N} es ab i e rt o y cer r ado 

y por lo t a nto YJ( ~ no es p s e u d oc o rn na ct o . 
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Si~* es la clase de todos los espacios X tales nue 

cuando {V,,..: 1)\.€ N J 
no vacíos, disjuntos dos 

a infinitos V,.,._ Frolík 

clase ·ropia de ~ 

es una sucesión de abiertos en X , 
a dos, existe un compacto que corta 

( 12) ha probado que -!f>ilf. es una sub-

Nas resultados sobre estas clases los ha dado Noble en 

( 27), donde demuestra que si el -1.R-espacio asociado a un es-

pacio dado es pseudocompacto, entonces dicho espacio perten~ 

m*, ce a la clase ~ y propone como cuestión abierta encontrar 

un ejei:!plo de un espacio de la clase ~· cuyo ./tll. -espacio 

asociado no sea pseudocompacto. Este problema lo hemos re-

sucl to con el ejemplo c1ue c!amos a continuación ( 3 ) • 

Ejemplo 1.- Sea :2
0 

el subespacio de W(t:v.,z.-+~) cons-

tituído por {<.J,i] y todos los puntos n ue poseen una base num e 

rablc d e entornos. El subespacio es suce 

sional:nente com¡iacto y por lo tanto ~o tambien lo es. El 

punto W.z. , resulta no ser de acumulación de ningún subespa-

cio com ;¡a cto de Z
0 

, por .lo que la función cuyo valor es d.. 

en W.2- y O en 2 0 "' {w~ J es continua desde cada conjunto 

compacto de ,C; 0 

en ~R ~o 

Entonces {w¿] es un conjunto abierto 
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Sea X el espacio ( Zo >tW(Woi'il)- [lt.Jc,Wol] y vamos 

a ver que pertenece a :J3*. Puesto que S es s11cesionalmen le 

compacto, W'(Wo+~) es compacto y la clase ,!p. es cerrada p~ 

ra productos ( ( 27), T.3.4.), se tiene que el espacio Y= 

= 5xW(w
0
+.t) é !¡3* y como Y es denso en X , se si.<;ue que 

XE ~ *' . Por otra parte, el conjunto {(c•J.a 1 ""') J es abierto 

en ,ftft )( para todo l\'\.e N , por lo que la funci6n cuyo valor 

en (we,-) es l'Y\.. y se anula en los demás puntos de X , es 

continua en ~R)( y no acotada. 

En su estudio sobre la clase ;p , Frolík caracteriza la 

clase ~ de los espacios tales que todo subespacio cerrado 

pertenece a ~ , con el si g uiente teorema. 

Teorema 1.7.- Para un espacio X las si '.:;uientes condi-

ciones son equivalentes: 

(a) xe~. 

( b) Si M es ~ subconjunto infinito de X , existe 

un subespacio comn acto K de X cuya intersección 

con M es infinita. 

( c) Si { .x"'": 1YtEN] es una suce s ión en X , exis-

te una subsucesi6n { XrtL.c : KE N J tal 

el conjunto LJ{XM.c:t<EN] es relativamente COlll-

pacto. 
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Isiwata (20) investiga las relaciones cntre Hlsunas 

de las clases introducidas por Frolik en (11)
1

(12), dando 

dos nuevas caructerizaciones d·e la clase !T; , sin embar

go una <le ellas es err6nea, como probamos nosotros con el 

si;:;uiente ejemplo de un espacio X perteneciente a ~ 

que contiene una copia H de N de forma que el espacio 

HU (~X..,X) es pseudocompacto. 

Ejemplo 2.- Sea Y el espacio producto 

W(GJ1+ i) x W(4>0 +'1)" W(w1+-1.) 

y sea X el subespacio 

Y"' { W(C.U-t)x W(Wo+i)x[w~JJ 

Como X es uni6n de los e spacios sucesionalmente com-

pactos 

W(C.U1 H.)x "#(w0 + i.)1<W(w.d, { w ... ]x W(wo~i) x [w~l 

se tiene 11ue X es sucesionalmcnte compac !·.o y por lo tanto 

pertenece a ~ (12), 4.2.2) 

Del teorema de Glisksberg se deduce que 

Y= ('(W(w1H)x W(wo-t-i)~ W(w1)) 

Y= 13X 
1 

lue 1'o 

Si , se tiene que H es una co 

pia de N contenida en X y 2 = 1-1 U (¡'3 X- X) es pseu-

docompucto, ya que este espacio es homeomorfo a 
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El siguiente t'bre:na es una modif'icación del dado por Isi 

wata para caracterizar la clase ':ff 

Teorema 1.13.- Para un esp¡:icio X las si .:;uientes condicio 

nes son equivalentes: 

(b) Sea H una copia de N contenida ~X , ~ K una 

compactación de X y_ ~ V un entorno abierto de H 

~K . Si 

cio HUS 

Y= xuv Se K~Y 

no ~ pseudocompacto. 

( c) Si [a.,..,: 1YLEN] ~ una sucesión infinita x_ discreta 

en X , existe una subsucesión {a.l'fl.lt..: K.eNJ tal ~ 

para todo filtro ':Ji de subconjuntos infinitos de 

N se tiene 

Demostración.- (a) ---9 (b) Supongamos que XE ~ y que 

H es una copia de N contenida en X • Del teorema l. 7 se 

deduce que existe un conjunto compacto K0 C X tal que 

Ho=k,.nH es infinito. Entonces H0 es un subconjunto abi e r 

to y cerrado de HU 5 , por lo tanto HU S no es pseudocom

pacto. (b)~(c) Si H= LJ{a.'""':.Ylt:N] y V es un entorno a-

bierto de H en (~X , por hipótesis el espacio 

~ = HU ( H !
3

.x.., Y) 
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no es pseudoco:;:pacto, donde Y=XUV • Cso quiere decir 

que existe una sucesión [ ,U.I(.: Ké N] de abiertos, no vacíos, 

disjuntos do.s a dos, que es localmente finita en r . Si 

a.. ..... K E. H ¡ 1 u.I( I ¡( = 1,.:. 1 -- -

_.,.. 
y ,~ es un filtro de u artes infi-

ni tas de N se tiene que 

- X 
1 ~ - Lr>,~, -¡:. / 

l<t: F 

pues si esa intersección fuese vacía, se tendría que 

¡:. / 

y la sucesión ~ l ~K : ;.<.: j "- no sería localmente finita en ~ 

(c)-+(a). La ;¡¡isma demostración de ( (20), T.2.1). 
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2. Compacidad numerable de espacios producto 

Como en el caso de los espacios pseudocompactos, la com-

pacidad numerable no es propiedad productiva, como lo han 

probado Novak (31) y Terasaka (33). 

En (11), Frolík estudia la clase ~ de todos los espa

cios completamente re g u l ares X tales que, cuando Y es un 

espacio completamente regular J<o -compacto, el espacio pro-

dueto X)< Y es Xo -compacto. Es suya la siguiente caracte 

rización de esta clase. 

Teorema 2.1 Un espacio X completamente regular ~ per.1. 

tenece a {!, si "X_ sólo si existe ~ copia H de N conteni

da en X tal que, cuando K es ~ compactación d~ X , exis.1. 

te un subconjunto S C:: J,{.:. X tal que ~espacio HU S es 

)<0 -compacto. 

A continuación damos una caracterizaci¿n de la clase Q: 

similar a la q ue hemos dado para la clase !p en el teorema 

1.4. 

Teorema 2. 2. - Un espacio X completamente re ,l!;ular per

tenece a (!: si y sólo si cuando ~ ~ ~ subespacio Xo -com -

pacto de ('N 

)<0 -co mp a cto. 

que c o n t iene ~ N , el producto Xx 'l:: es 
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Demostraci6n. - Supongamos que Y es un espacio .)<
0 

-

-compacto, que )<.. satisface la condición del teorema (por lo 

tanto es .J<o -compacto) y que Xx Y no es .)<0 -co:!lpacto. En

tonces existen dos copias de N , Ni= U {a...._: ""-éN J e X 

N.¿ = U { b ..... : IYlE N] e Y de forma que el conjunto 

{(a.~, b .... ): ·YLEN} es cerrado en X.xY . Evidentemente 
-Y 
N¿ 

-y 
es N

0
-co;01pacto y Xx N.¿ no lo es. Si t' es la aplicación 

ll'1.---+ b,.. de N sobre N.¿ , sea t' la extensión Stone de t' 

que va de AN -~Y 
1- sobre N.Z.. • Si , se tiene 

que Z es .)<0 -co :npacto, ya que t es continua, cerrada y 

es compacto para todo 
-Y 

yeN.¿ ((11), P.1.1). Como 

es la imag;en continua de X" t , resulta que X><~ 

no es ..><'
0
-compacto. 

Seg6n se ha visto en la demostración del teorema 1.6, 

si NcYcf3N y IYI< ~~xº , existe un espacio .><o -com-

pacto 2' tal que Y><c no es pseudocompacto. Como consecuen-

cia de este hecho se tiene que: 

Teorema 2.3.- Si Y es un espacio ~ (! que contiene ~ 

~ I ~~ subes pacio C -sumerg ible no pseudocompacto, entonces IY ~.¿ • 

Demostración. - Supongamos que X es C*-sumergible en 

Y y que X no es pseudocornpacto. Si H es una copia de N 
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= H ~>' 

ta que 

, ya que 
-Y rc
HE\!. 

17 

-p>< 
en X ( (13), C.1.21), se tiene que ~H=H = 
X ~y= ()X 

1 
• Ahora bien como YE(!: , resul

RYc:gH 
, y de ,- se sigue que 1 H)'I = .e..eJc'º 

Corolario,- Si Y ~ .!:!!! espacio ~ (! que contiene .!:!!! 

subespacio denso C,*-sumergible separable ~ pseudocompacto, 

"'"º entonces 1 Yl=-2..., • 

Algunos ejemplos de espacios pertenecientes a la clase 

(! nos los proporcionan los siguientes resultados debidos a 

Frolík (11) y Noble (27) - Franklin (10) respectivamente. 

Teorema 2.4.- ~ )( es un espacio completamente regular 

)(6 -compacto que posee ~compactaci6n K tal que IK-XI< 

<-l"º , entonces X pertenece ~ (! 

Teorema 2.5.- ~Y ~ .feX son espacios .>/o -compac-

tos, entonces XKY es X
0 

-compacto. 

Aun no hemos analizado sin embargo, la cuestión de en 

que condiciones el producto de dos espacios )<0 -compactos, 

es .)(0 -compacto. Nosotros vamos a dar mas adelante una con-

dici6n necesaria y suficiente para que ello se verifique, en 

términos de una clase especial de proyecciones en los espa 

cios producto, definidas anteriormente (p.4 ) y que 
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llamaremos proyecciones ~-cerradas. 

En primer lu.<;ar estableceremos dos resultados sobre pr~ 

yecciones o( -cerradas 1 o(.>,.J<o 1 que utilizaremos posterior-

r.1ente. 

Proposición 2.6.- ~ il un cubrimiento cerrado de ~ 

espacio X y supongamos que X está provisto d!:, la topología 

O'(.Jl.) . Entonces, la proyección Px de Xx Y sobre X es 

o( -cerrada si y_ sólo ~ para todo F"€ fl 1 la proyección 

de F")( Y sobre F es o( -cerrada. 

Demostración.- La necesidad es evidente ya que los co~ 

juntos de Jl son cerrados en )( • La suficiencia es conse

cuencia de ia definición cte cr(!l) y de que si Ac XxY , e~ 
tonces ~(A 0 ):Enfx(A) , donde A0 :An(ExYJ, 

Eeíl 

Corolario.- Si X es un ~-espacio !:. Y es un espacio 

.f<0 -compacto, entonces la proyección D rx es o( -cerrada. 

Demostración.- Por la proposición anterior basta ver 

que si J< es un espacio compacto e Y es o( -compacto, la pr~ 

yccción pk es o( -cerrada. Como el producto J<x Y es 

}(
0 

-compacto (11 ) , T .1. 3), si 1-1 es un subconjunto cerrado 

de J<x 'Y tal que / H /,<o( , entonces 1-1 es compacto. Pero Jk 
es continua, lue g o ~(H) es comnu cto y por lo tanto cerra 
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do en K 

El siguiente resultado es en parte una condición necesa-

ria y suficiente para la compacidad numerable del producto 

de dos espacios Xo -compactos. Una generalización de esta con 

dición para oJ.>No veremos con un ejemplo que no es probable. 

Teorema 2.7.- Si ~producto XxY es o( -compacto, ~

tonces la proyección fx es o( -cerrada. Si X ~ Y son espa-

cios J<0 -compactos z D es 
IX -

X.-cerrada, el producto X.J<Y 

es Jc'o-compacto. 

Demostración.- La prueba de la primera afirmación es la 

misma que para fk en el corolario anterior. Veamos entonces 

la segunda. Si H es un subconjunto cerrado numerable de 

XxY , entonces Px (H) es cerrado en X y por lo tanto es 

compacto. El espacio fx(H) X Y es .)<'0 -compacto ( (11) , 

T.1.3) y como H es cerrado en ese producto, será compacto. 

Como todo subconjunto numerable cerrado de )<xY es compac-

to, se tiene que Xx Y es .fa'o-com;>acto ( (l.3), 5.II.5). 

Como vamos a ver con un ejemplo 1 la caracterización((13) 

5.H.5) de compacidad numerable no es válida en general para 
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o()Xo , con lo cual conjeturamos que las proyecciones 

Cl( -cerradas no caracterizan los p roductos o( -com,Jactos, p~ 

ra 

Ejemplo 3.- SeaX el conjunto de todos los ordinales 

no mayores que Cu.f provisto de la topología para la cual los 

puntos distintos de C&l4 son aislados, y una base de entornos 

de~ es la familia de todos los conjuntos de la f orma 

Como todo punto de .X. posee una base de entornos que 

son a la vez abiertos y cerrados, se deduce que )(es compl~ 

tamente regular. Evidentemente, todo conjunto de la forma 

es horneo-

morfo a N y 
-~X 

C -sumergible en X , por lo tanto C(o(o) = 
• Si Y= ~X-fCJf) se tiene que todo 

subconjunto cerrado infinito de Y tiene cardinal mayor o 

igual que ..z..eXo se puede considerar co-

mo una red en Y sin subredes conver g entes, resulta que Y 

no es .)(~-compacto, sin embargo todo subconjunto cerrado de 

/ con cardinal ,<.)(1.. , es finito y p or lo tanto compacto. 

Como cons e c ue ncia del t e orema anter i or y del corolario 

de la proposici6n 2. 6 se de duc e el teorema 2.5, que .c;en e ra-
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9). Sin e~bargo la clase de los espacios 

es .N0 -compacto, es una subclase propia 

de la clase ([ como vamos a probar a continuaci6n. 

Ejemplo 4.- Suponiendo la hip6tesis del continuo, el 

conjunto P(N) 

X= ~N - PCN) 

de P -puntos de ~N"'N no es vacío. Sea 

, entonces como ha probado Isiwata ( (20), 

E.3.1.), X pertenece a <! • Por otra parte, teniendo en 

cuenta que P(N) es denso en ~N .. N (13), 9.M.3.), se de-

duce que N corta a los subconjuntos compactos de )( en con

juntos finitos, por lo tanto N es abierto y cerrado en -'.X . 

Finalizamos esta secci6n con unas caracterizaciones de 

los espacios sucesionalmente compactos y los X 0 -compactos 

por proyecciones. 

Lema.- Si la proyección Py de X'll"j sobre Y es 

)<o -cerrada ~ Y contiene ~ copia de tJ ~ cerrada, en

tonces X ~ }<'
0

-compacto. 

Proposición 2.8.- El espacio S X es ..X0 -compacto 

si y_ sólo si para todo esnacio infinito X
0 

-compacto Y 

la proyección Py de YxsX sobre Y es J<0 -cerrada. 
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De;;1ostración.- La suficiencia es consecuencia del lema 

anterior. Recíprocamente, por ser 

.J<o -compacto, el producto YxsX 

sX 

es 

un ,& -espacio 

J<0 -compacto y por el 

teorema 2. 7, la proyección Py es X0 -cerrada. 

Noble ( (27), T.4.1.) caracteriza los espacios sucesio-

nalmente compactos, como aquellos espacios tales que su .5 -es 

pacio asociado es }<0 -compacto. De la proposición anterior 

se deduce entonces: 

Teorema 2. 9.- Un espacio X ~ sucesionalmente compacto 

si y sólo si para todo espacio Y infinito Xo -compacto, la 

proyecci6n Py de YxsX sobre Y es Xo-cerrada. 

Del teorema 2.7 se sigue la siguiente caracterización de 

la compacidad numerable. 

Teorema 2.10.

la proyección pK de 

Si K 

/,<x X 

si X es Xo-co;npacto. 

es un espacio compacto infinito, 

sobre 1( es .)(o-cerrada si ~ sólo 

Teniendo en cuenta que si X es un e spacio sequencial e 

Y es )<0 -compacto, la proyección fx es cerrada ( ( 7 ~ 
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p.77) se deduce: 

Cqrolario.- Si K es un espacio compacto sequencial in

finito, las si g uientes condiciones son equivalentes: 

(a) X es J<o -compacto. 

(b) PK es .X!-cerrada. 

( c) PK es cerrada. 

PROBLEMA ABIERTO.- Encontrar un ejemplo de dos espacios 

o( -compactos tales que su producto no sea o( -compacto, sin 

embargo sus proyecciones sean o< -cerradas. 
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3. Productos finitos de .AR-espacios, bR-espacios y_ 

SR -espacios 

Los resultados de Glicksberg, Tamano y Frolik sobre la 

distributividad del operador ~ y por lo tanto sobre la pseu-

docompacidad de los espacios producto, son obtenidos en gran 

parte utilizando la aplicaci6n exponencial 'llJ)( de c*'(XxY) 

en C(X.., c!(Y)) y el teorema de Ascoli. Con una genera-

lizaci6n conveniente de estas t¡cnicas, nosotros hacemos un 

estudio de la p ro ductividad finita de ftlt -e s pacios, 

pacios y Stt -espacios. 

Brown ( ;l j ha dado el siguiente resul tacto sobre produc

tivida d de .j¿A -espacios: 

Teorema 3.1.- Si X ~ Y son ~-espacios completa-

mente regulares, ~ tiene que 

De este resultado deduce HuMek (19) la si g uiente candi-

ci6n n e cesaria y sufici e nte para que el producto de dos espa

cios completamente re g u l ares s ea un ~R. -espacio. 
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Teorema 3.2.- Sean X ~ Y espacios completa1;ie11te re.;;ula-

~· El espacio producto X,c Y ~ ~ .kA. -espacio si z sólo 

si )\ ~ Y son 

Del teorema anterior obtiene Hulek una caracterización 

de la clase de espacios completamente regulares con la propie

dad de que su producto por un ~-espacio completamente regu

lar, es un 4-espacio. 

Teorema 3.3.- ~X ~ ~-espacio completa1;iente rec:;u

lar. Entonces el producto de X por cualguier ~ -espacio ~ 

pletamente re gular ~ ~ 4 -espacio ~ z sólo si X es local 

mente acotado. 

Este resultado es similar al obt e nido por Michael (23) 

para caracterizar los espacios localmente con1pactos por sus 

productos con k-espacios. 

A continuación damos unos resultados previos que utili-

zaremos para establecer los principales teoremas. Sean X e 

'/ dos espacios y J una función real deI'inida en X.x Y 

Con la misma demostración de que (a) implica (c) en ( (32), 
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T.l) se tiene ¡1ue: 

Proposición 3.4.- Si Je C(X"Y) x_ la nroyección Px es 

~ -cerrada, entonces la aplicación 'l/Jx(j) de X en C...._(Y) 

es continua. 

Proposición 3.5.- La familia [j(x,) :XEXj es e-

quicontinua ~ Y si x_ sólo si la aplicación 'l/Jy (j) de Y 

en C""" (X) es continua. 

Proposición 3.6.- Si \./ ~ ~ entorno de X 0 ~ )( W es 

un entorno de y~é Y y_ la aplicación riJ'V (j) de V en C....,(W) 

es continua, entonces ¡ es continua en (Xo1 Yo) 

Proposición hl .- Si A i:_s 1:!!1 subconjunto acotado <!_e X 

y k i:_s ~n subconjunto compacto de Y , entonces A)(K es un 

subconjunto acotado de )(xY 

Sea una familia de subconjuntos de X cuya unión sea 

X . Una función real definida en X se dice que es ~ -con

tinua si su restricción a cada Af::Jí es continua. Un ~ -e~ 

pacio será un espacio en el que toda función real ~ -conti

nua sea continua. Con estas definiciones se tiene que !Í3R-es-

pacio : hR -espacio, <JA -espacio 

: C::.R-espacio. 
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Como consecnencia de que un espacio 2 es c ompletame nte 

re gular si y s6lo si su topología coincide con la topología 

p royectiva ind ucida por C(~) y de que en este caso una apl~ 

caci6n ~ de un espacio Y en Z es continua si y s6lo si 

para toda a E C(~) , se tiene: 

Proposici6n 3.8.- g 'f' es ~ anlicaci6n de ~ Ji,; ::_e!!_ 

pacio X en un espacio completamente regular tal que ~ ~-

tricci6n <f {A es continua para ~ A€ Jf(X) , entonces 

'f es continua. 

En el si guiente teorema consideramos 6nicamente familias 

':Jf' con las si :~u ientes propiedades: !) :Jfc $ • Si 

A 6 $(X)/ 8 e Jf{Y) n K.(Y) y J es una funci6n 

~ -continua en X)(Y , entonces j/Att.B E C(Ax B) 

dentemente J{ y '/ verifican estas condiciones y de la pro-

• Evi-

posici6n 3.7 se decuce que tambien las verifica. 

Teorema 3.9.- Si c:fifc J<.n:J1 , X es ~ ~ -espacio 

.!:_ Y ~ ~ ~ -espa cio localmente acotado, entonces XxY 

es un Yí; -espacio. 

Demostraci6n.- Sea J una funci6n ~-continua en 
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y sea J<e ~X). si Me ~(Y) , como J< es compacto 

resulta que Jf KxH € C{K.xM) y por la proposici6n 3.4 

la aplicación 'l/JM (j) de M en C ..... (K) es continua. Como y 

es un .9¡ -espacio, de la proposición 3.8 se deduce que la 

aplicaci6n 'l/'y(j) de Y en C~O<) es continua. Sea X. un 

punto de Y y sea V un entorno acotado de Yo • Como el con 

junto '1/Jy(/)(V) es relativamente compacto en C...,..{K) 

la familia {/( 1 Y): '/E V] es equicontinua en K por el 

teorema de Ascoli. Por la proposición 3.5 la aplicaci6n 1'Kf/J 
de K en C.u.. (V) es continua y puesto que X es un ~ -es-

pacio, la aplicaci6n de X en C. (V) es continua. 

De la proposici6n 3.6 se sigue que la funci6n J es continua 

en (>c,Yo) para todo X E X 

Corolario 3.9.1.- El producto ~ un ~ -espacio (resp 

5~ -espacio) -y_ ~ ~ -espacio (resp. 511. -espacio) local-

mente acotado,~~ -~-espacio (resp. SR-espacio). 

Corolario 3.9.2.- ~ producto de un ~ -e s pacio ~ un 

bR ~espacio localmente acotado es un ~ -espacio. 

Teorema 3.10.- Si X ~ ~ bl\ -espacio ~ Y ~ local-

r.iente compacto, el producto Xx'j es un bR -espacio. 
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Demostración."." Sea ! una función ~ -continua en 

y sea Yo un punto de Y y un en-

. ' , 
torno compacto .¡ de y. • Como 

• Elijamos AeS3(X) 

Axv'€ 83(XxY) se tiene que 

jfA,..v E C(4"V) 

VxA 

Gc.(v) 

es cerrada, la 

y como la proyecci6n ~ 

a p licación 1/IA {/) de A 

de 

en 

es continua. Pero X es un bR -espacio, luego la a-

plicación 'Y'x (j) de X en C:.(V) es continua y por lo tanto 

J es continua en (><1'10) para todo XE X 

La nece s idad de la condición del teorema 3.3, la esta

blece Hu~ek construyendo para cada espa cio X completamente 

regular no localmente acotado, un 

pacto E (X) y una función ! que 

e s pacio sequencial paraco~ 

~ -continua en es 

XxE(X) , pero que no es continua. Sin embargo, para la 

definición de f.(X) y de J no es necesaria la completa re

gularidad de X , siendo además fácil probar que la función 

bR. -continua en >(xE(x) • 

De estas consi d eraciones y del corolario 3.9.1 se d e du-

cen los si guientes resultados: 

Teorema 3.11.- Si para todo bR. -espacio Y,, !:.!. produc

to XxY es un bit -espacio, entonces X es localmente aco-

tado. 
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Teorema 3.12.- Para un espacio )( las siguientes condi 

cienes~ equivalentes: 

ca> X es un t -espacio cresp. s~ -e s pacio) localmen 

te acotado. 

( b) Si Y es un ~-espacio (res p. Sie -espacio), el 

producto X)( Y es un t -espacio (resp. SR -espa-

cio). 

( c) Si Y es un espacio sequencial paracompacto, ~ 

producto XxY es un ~ -espacio (resp. Sit -es-

pacio). 

Si X es completamente regular, (a), (b) y ( c) son e qui 

valcntes a 

( d) X es un ~-espacio SR _espacio) local 

mente pseudocompacto. 

PHOBLE:r lAS AJJIBHTOS 

(1) ¿Es el producto de dos espacios pseudocompactos un 

b~ -espacio?. 

( 2) ¿ós el producto de un 

localmente acotado un 

bR -espacio por un espacio 

1R -espacio?. 

(3) ¿Cual es la condici6n necesaria y suficiente para 

que el producto de dos bR -espacios sea un ~ -es 

pacio?. 
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Manuel Bastarreche A/faro (Arquitectura y Urbanismo. Extranjero, 19 73) 

24. - Moderna teoda de control: método adaptativo-predictivo 
Teoría y realizaciones. /Juan Manuel Martín Sánchez 
(Ingeniería. España, 1973) 

25. - Neurobiología ( I Semana de Biologz'a. Conferencias-coloquio 
sobre Investigaciones biológicas 19 77) 

26. - Genética ( I Semana de Biología. Conferencias-coloquio 
sobre Investigaciones biológicas 19 77) 

2 7. - Genética (!Semana de Biología. Conferencias-coloquio 
sobre Investigaciones biológicas 1977) 

28. - Investigación y desarrollo de un analizador diferencial digital 
( A.D.D.) para control en tiempo real. /Vicente Zugasti Arf?izu 
(Física. España, 19 75) 

29. - Transferencia de carga en aleaciones binarias./ Julio A. Alonso 
(Física. Extranjero, 19 7 5) 

30. - Estabilidad de osciladores no sinusoidales en el rango de 
microondas. /José Luis Sebastian Franco. 
(Física. Extranjero, 1974) 
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31.- Estudio de los transistores FET de microondas en puerta común. 
Juan 'Zapata Ferrer. (Ingeniería. Extranjero, 1975). 

32. - Estudio sobre la moral de Epicuro y el Aristóteles esotérico./ 
Eduardo A costa Mendez (Filoso! ía. España, 19 73) 

33.- Las Bauxitas Españolas como mena de aluminio./ 
Salvador Ordoñez Delgado (Geología. España, 1975). 

34 Los grupos profesionales en la prestación de trabajo: obrero y 
empleados./Federico Durán López (Derecho. España, 1975) 

35. - Obtención de Series aneuploides (monosómicas y ditelosómicas) 
en variedades españolas de trigo común./ Nicolás Jouve de la 
Barreda. (Ciencias Agrarias. España, 1975). 

36. - Efectos dinámicos aleatorios en túneles y obras subterráneas./ 
Enrique A/arcón Alvarez. (Ingeniería. España, 1975). 

3 7. - Lenguaje en periodismo escrito./ Fernando Lázaro Carreter, 
Luis Michelena Elissalt, Robert Escarpit, Eugenio de Bustos, 
Víctor de la Serna, Emilio Alarcos Llorach y Juan Luis Cebrián. 
(Seminario organizado por la Fundación Juan March los días 
30 y 31 de mayo de 1977). 

38. - Factores que influyen en el espigado de la remolacha azucarera, 
beta vulgaris L./ José Manuel Lasa Dolhagaray y Antonio 
Silván López. (Ciencias Agrarias. España, 1974). 
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