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SUMARIO 
========= 

La llegada de las calculadoras digitales 

ha permitido la implementación práctica de los 

métodos de integración aproximada de gran pre­

cisión conocidos en los traslados de Análisis 

Numérico. Sin embargo en el momento presente 

las calculadoras digitales de tipo universal, 

incluso las de mayor velocidad operativa, por 

su estructura fundamentalmente serie no son 

apropiadas para control y solución de ecuacio 

nes diferenciales en tiempo real. 

No es sorprendente por lo tanto que se rea 
. -

lizasen intentos de combinar la precisión inh~ 

rente a todo sistema digital con la velocidád 

operativa de las calculadoras analógicas. El 

resultado fue el nacimiento del Analizador Di­

ferencial Digital (A.D.D.). 

El ADD podríamos pues definirlo como un sis 

tema de cálculo que ejecuta sus operaciones de 

forma digital pero está organizado de forma tal 

que tiene las propiedades operativas de una cal 

culadora analógica. 
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En el presente trabajo realizamos un estu 

dio de los métodos de integración digital des 

de el punto de vista de la teoría general de 

sistemas, utilizando el método de la transfor 

mada Z. 

Abordamos asimismo el problema de acotamien 

to y reducción de los errores inherentes a 

todo proceso digital de integración como son 

los de truncación, - redondeo y retardo, consi­

derando este último como un aspecto del de 

truncación. Esto induce a buscar un orden ó~ 

timo de procesamiento de los integradores p~ 

ra cada problema y tipo de integrador. Cuando 

el método de integración es el rectangular la 

obtención de dicho orden óptimo nos lleva a d~ 

finir un nuevo tipo de integrador numérico de 

características satisfactorias. Este resulñado 

positivo y su sencillez de implementación nos 

induce a optar por el método rectangular de in 

tegración. 

Queda descrito en el presente trabajo el 

proceso de diseño y construcción de un Integr~ 

dor rectangular modular de 8 bits con posibili 

dades de conectarse formando integradores de 

8.n bits. 

A partir de dicho módulo ha sido construi 

do un ADD de 8 integradores de 8 bits cuyas ca 

racterísticas describimos. 
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RESUMEN 

El formalismo de la densidad local , en la aproxi-

macion de Thomas-Fermi-Dirac , es usado para inves­

tigar la transferencia de carga en aleaciones binarias 

ol"'denadas y en aleaciones dilufdas de Fe- O( Este 

mé'todo se usa para calcular la densidad e lec trÓnica 
.. lf ~ 

fuera del core ionico . En cada 11 core 11 iÓni ca 
' 

la 

densidad es calculada a partir de funciones de onda 
. , 

del atomo libre . 

Las propiedades cohesivas de metales puros se 

predicen en buen acuerdo con los :resultados experi­

mentales. Para impurezas semimetálicas en Fe- O( 

la variació'n cualitativa del par~metro de la red con 

la e once ntrac iÓn de impureza se predice cor i e eta-
I 

mente. Se ha encontrado una interesan te corre lac ion 

con el poder fragilizante que dichas impurezas tienen 

sobre los aceros. 

Este método hace ver la importancia que la den­

sidad electr¿nica en la superficie de las celdas at~­

micas de los metales puros tiene en la formac icin de 

la aleacio'n . La transferencia de carga en compues -

tos intermet~licos formados por metales de transic io'n 

muestra buen acuerdo con los resultados de oti os au-
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. . / 

to res y demuestra que los elementos de trans ic 10n a 

la izquierda del Cr transfieren electrones a los ele­

mentos a la derecha . Se ha estudiado tambi<Ín la in-

fluencia de la t1ansferencia de caiga en la formaci6n 

de la aleac i¿n . 
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I. - INTRODUCCION 

Aunque actualmente las propiedades cohesivas de 

metales (incl uÍdos metales de transic i~n) se explican 

te6ricamente de modo satisfactorio, la Teor{a Cohe si-
, 

va de aleaciones esta muy poco desarrollada. El calor 

de formación en aleaciones es típicamente un orden d e 

magnitud menor que la energía cohesiva de los meta -

les. Incluso el signo del calor de formación es difícil 

de predecir. Ya que la energía de un cristal es un fun-

, - , 
cional de la densidad electronica §l (t'") (1 ), informacion 

sobre _f(r) y sobre la transferencia de carga (o grado 

de ionizac iÓn)es fundamental para explicar la forma -

ciÓn de aleaciones. Tal información solo existe para 

aleaciones simples (con electrones cuasilibres). El ca­

lor de formación se relaciona con la carga transferida 

6 Q . El valor de Ó Q depende de la definic iÓn usada 

En aleaciones con estructura cristalográfica sencilla 

es frecuente dividir el s~lido en celdas atómicas de 

igual volumen (construyendo celdas de Wigner-Seitz); 

en este caso ~ Q se identifica con la carga neta de 

cada celda. Este es el criterio seguido en el presente 

trabajo. La relación entre ó .Q obtenida en cálc u-

los teóricos y la obtenida experimentalmente no es di­

recta , ya que los experimentos no miden una A Q 
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global sino la correspondiente a ciertos electrones ca­

racter{sticos (por ejemplo, electrones en la superficie 

de Fermi en un experimento de 11Knight shift 11
). Hod­

ges y Wearie (2) han sumarizado los resultados ted'ri­

cos m;{s importantes en la Teoría de formacio'n de a-

leaciones. Los m~todos usados m!s frecuentemente en 

aleaciones sencillas son el m~todo de Pseudopotencia -

les y el de la Densidad Local. 
I 

Los calculas existentes 

demuestran que, en general, la transferencia de carga 

es pequena, 
,. 

del orden de fracciones de e lec tron, in-

cluso en aleaciones heterovalentes. La escala de elec­

tronegatividad de Pauling ayuda a predecir la dirección 

en que la carga es transferida , aunque no es univer­

salmente v~lida para aleaciones. El principal esfuerzo 

se cifra actualmente en investigar los par;metros H­

sicos que gobiernan f:>.Q y el calor de solución. Se 

han obtenido ciertos exitos parciales tomando como 

par~metros más importantes el potencial qu{mico de 

los metales componentes (o alguna magnitud relacio­

nada con ~l, como la funciÓn de trabajo)y la densidad 

en la superficie de las celdas atómicas. Basado en es­

tas ideas, Miedema(3) ha conseguido racionalizar em-
I . , 

p1ncamente ciertas propiedades de un gran numero de 

aleaciones. 
, 

Las aleaciones que incluyen metales de transicion 
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presentan mayores complicaciones debido a los elec -

trones d. Por esto solo han sido estudiados el l(mite 

diluÍdo y aleaciones equiat6micas ordenadas con es­

tructura de Cs Cl. Además , los valores de~{;)y f1Q 

obtenidos a partir de funciones de onda en un cálculo 

de bandas dependen seriamente de que éste sea auto-

consistente (para un resumen de los resultados exis­

tentes en cálculos de ó.Q vease las reí. (4) y (5)). 

En este trabajo estudiamos la formaci6n de alea­

ciones usando un m~todo basado en el Formalismo de 

la Densidad Local. El método , que permite estudiar 

un gran número de aleaciones sin excesivo esfuerzo, 

deriva en ~ltimo t~rmino de la Teoría de Hohenberg 

y Kohn (1), que muestra la conexión entre los méto­

dos cuánticos y las generalizaciones del Modelo Esta­

dístico de Thomas-Fermi. Los métodos basados en el 

Modelo de Thomas-Fermi asumen que el potencial 

I I 
que actua sobre los electrones varia lentamente, lo 

cual no es cierto en las proximidades de los nircleos. 

Por ello nuestra modificac iÓn consiste en usar el For­

malismo de la Densidad Local (en la aproximación de 

Thomas- Fermi-Dirac) para calcular f(r), solo en re­

giones no muy cercanas a los ·núcleos. Cerca de los 

núcleos ~(Y) se construye a partir de func i.one s de on-

da del átomo libre, eligiendo la configuración más a-
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propiada para el s6lido. Esto permite tratar de forma 

aproximada incluso electrones d , ya que la delocali­

zaci6n que estos sufren al pasar del ~tomo libre al 

sólido es simulada por la forma de tratar la regi~n 

externa de las celdas atómicas. 

El objetivo principal de este trabajo es investigar 

los parámetros f{sicos relevantes en la formacidn de 

aleaciones, el origen de la transferencia de carga y la 

relación de ésta con las propiedades cohesivas. 

En II se introduce el modelo y se aplica al estu­

dio de ciertas propiedades de metales puros. Un sen­

cillo esquema de la formacic{n de aleaciones es pre-

sentado en III. IV y V se dedican a aplicaciones a 

ciertos tipos especiales de aleaciones: impurezas se -
, 

mimetalicas en Hierro- ()( 
. ~ 

y compuestos 1ntermeta-

licos ordenados. En VI se resumen las conclusiones 

del trcbajo. 

II. -APROXIMACION DE LA DENSIDAD LOCAL. 

APLICACION A METALES 

II. 1 Formalismo de la Densidad Local 

.Hohenberg y Kohn (1) han demostrado que la ener-
, 

g1a del estado fundamental de un sistema de electro-

nes y n~cleos es un funcional de la densidad electr~ -

nica dado por 
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donde el segundo y tercer te"rmino s re pre sen tan res-
, 

pectivamente la interaccion coulombiana de los elec-

trones con los núcleos y de los electrones entre si; 

UN da cuenta de las interacciones nucleares y el 

primer t~rmino incluye las energías cin~tica , de in­

tercambio y de correlación de los electrones. Si f 
I 

varía lentamente con 1, el primer termino puede a-

prox imarse por (1) 

J ( { 'l. ( )1/?, 5'/3 
.Ll~(~)cl~=J~"C ~~ ; f 

(V.~)2 
+ 

72f 

".?, --'1 ( 3 )1/3 4/3 o [ '1/3J} l\ f -0.0~11 f u1 1 +9 (4nf/3) u..a . [2] 

donde los dos primeros sumandos representan la e­

nergía ciné'tica, el tercero la de intercambio y el 
, . I 

cuarto la de correlacion. Sh1h (6) demostro, usando 

[21 en [1] que el funcional resultante da una exce­

lente aproxirnaci~n a la energfa de ~tomos libres 

cuando se usa una densidad suficientemente exacta. 
I I , 

En un solido (o en atamos o moleculas}, la densi-

dad J (:?) puede calcularse (fijadas las posiciones de 

los núcleos) minimizando [1] ·con la condici~n adicio-
I 

nal de que el numero total de electrones sea constan-

te. Despreciando en [2] la correlaci~n y el t~rmino 
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gradiente, 
I I 

la minimizacion lleva a la relacion de 

Thomas-Fermi-Dirac 

th . 1.. 2./3 )1/3 
1 = ~ (~ g /re) - ( 3 S / n -)l [3a] 

donde p ' es el potencial electrostatico y ~ es una 

constante que se identifica con el potencial quÍmico. 

Imponiendo autoconsistencia. entre f y <f' por medio 
I 

de la ecuacion de Poisson 

[3b] 

el problema se reduce a resolver ( 3a] y [3b] con 

las condiciones de contorno apropiadas. Sin embargo, 

las hip¿tesis que han llevado a deducir [3a] fallan 

en la proximidad de los núcleos; por ello nuestra mo­

dificaci~n consiste en dividir el cristal en dos regio-

nes 

a} Alrededor de cada n~cleo consideramos un 

volumen esf~rico de radio R c. ( Rc1 , Re 2. , etc. si 

hay diferentes tipos de nticleos} en el que la densidad 
... I I I 

~ (r} , esfericamente simetrica, es construida a par-
I 

tir de funciones de onda de Hartree-Fock para atomos 

libres , pero con la configuracibn electr¿nica apro­

piada al sólido. 

b} En el resto del cristal, f es calculada inte-

grando [3a] y [3b] . 
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,/ 

Esta divisi6n es reminiscente , aunque no identica, 

de la división de un cristal en iones y electrones de 

valencia. En las superficies de radio R imponemos 
c 

las condiciones de contorno : 

~ 

a) Continuidad de ~ (r) en r = R c 

b) Continuidad del campo eléctrico Jt (=-vf) en r: R c· 
_,. 
E(R ) se- calcula por medio del Teorema de Gauss 

c 

d. ~ / 1 = - R; 2. ( l - L.¡ 7l s Re r 'l. .f J L ) ( L¡ ] 

4..r Re O 
I 

En la practica el problema se simplifica dividiendo 

' el sÓlido en celdas (polihedros ) atomicas, lo que 

permite transformar [1] 

U= t tJ ~(~) .¡. 

en 

E1- ) 
rrrr d ~ [5] 

. I . 

es el volumen de la i-es1ma celda. La in-donde Jli. 

tegral de E 1/&n I 
es una forma mas compacta de es-

I 1 
cribir la energia potencial. UM es una energ1a de 

Madelung, presente solo si las celdas no son eléc-

/ 
tricamente neutras (la forma de construir las celdas 

, 
es arbitraria). La division en celdas permite simpli-

ficar la integración de [3a] y [ 3 b) , suponiendo s1me-

trfa esf~rica dentro de cada celda y sustituyendo , 

para propÓs i tos computacionalés, el polihedro por u­

na esfera de igual volumen. Debe añadirse la condi­

ción de contorno siguiente: 
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~ 

c) Continuidad de ~ y E en la superficie de las 

celdas, que implica la continuidad de df /dr. 

ll. 2 Aplicación a meta le s. Propiedades cohesivas. 

En este caso el cálculo se simplifica , ya que todas 

las celdas son iguales (eligiendo celdas de Wigner­

Seitz). Debido a esto y llamando R al radio de las 

celdas la condición c) se transforma en 
-+ 
E(R) = O (neutralidad eléctrica de la celda) 

Variando R obtenemos soluciones correspondientes 
c 

a diferentes R. Entonces , usando [ 5] y [2] se cal-

cula U(R) como función de R y el R de equilibrio. 

Nótese que en el cálculo de 

correlaci¿n y el t~rmino en 

/ I 
energ1as , la energ1a de 

(\Jf ) 2 
son usados como 

perturbaciones. La ener g{a cohesiva está dada por 

(las energ{as en [6] 
,. I 

representan energ1as por ato-

mo) 

U h = U(R ) - U(at. libre) [6] 
co eq 

donde U(at. libre) se calcula tambi~n usando el fun-

cional dado en [5] y [2], usando para f (i) en todo 

' el espacio , la correspondiente al a tomo libre. En 

un trabajo anterior (1- 9 ) calculamos propiedades co­

hesivas de algunos metales usando funciones de onda 

analÚicas. En el presente trabajo hemos usado funcio-

' nes de onda de Hartree-Fock numericas,obtenidas 
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usando el programa de Herman-Skillman (10). Los re-

sultados para U y R están dados en la Tabla l. 
coh eq 

Nuestro principal interés se cifra en metales de tran­

sición. Para ellos se usaron las configuraciones e-
n -2 2 

lectrÓnicas d s (n es el nÚme ro total de elec-
n -1 1 

trones d y s externos ) y d s . Esta 6.ltima es 

más apta para el sólido (4). Los resultados son acep-
, 

tables especialmente para metales de transicion. 

IL 3 Densidad en la superficie de las celdas. 

El intere' s en conocer los valores de .f en la su-
, . 

perficie de las celdas atom1cas en metales ha creci-

do recientemente, ya que f' (R )se considera un pa­

rámetro fundamental en la formación de aleaciones 

. (2 - 5). Ante la falta de informaciÓ.n sobre .J' (R ),Mie­

dema propuso la relacio"n s emiempfrica ( 3) 

(7 J 

donde B es el inverso de la compresibilidad y V M 

el volumen molar. Su validez no est~ probada(5) ; por 

ello hemos calculado J (J\,) para algunos metales de 

transicio'n . Los resultados se dan en la Tabla II. Las 

configuraciones electr¿nicas usadas son las sugeridas 

recientemente por Nieminen y Hodges (11), dadas en 

la Tabla II. Estos autores han estimado también .f (Rec¡) 
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a partir de c~lculos de bandas. Nuestros resultados 

están en buen acuerdo con los suyos. Los obtenidos a 

partir de la fÓrmula (7] aparentemente sobreestiman 

f (~~);sin embargo, reproducen la variac i6n relativa 

correctamente, lo que puede explicar las interesantes 

correlaciones encontradas por Miedema . 

III. FORMACION DE ALEACIONES Y TRANSFE -

RENCIA DE CARGA. 

La formación de una aleacid'n binaria puede enten-
I . 

derse por medio del siguiente proceso esquematice, 

que pone de relieve la importancia de f (R) , la den­

sidad electro"nica en la superficie de las celdas at¿-

micas. Usaremos la Figura 1 para facilitar la des -

. . / 

cr1pc1on. 

a) Expandamos o comprimamos los metales puros 

A y B, hasta que adquieran un volumen at¿-mico Dal 

el volumen experimental por átomo en la aleación , 

lo que corresponde a seleccionar los puntos con abs­

cisa Ral en la Fig. l. Esta etapa requiere una e­

nergía elástica que se opone a la formación de la a-
/ 

leacion. 

b) Transforme mos ahora los metales de modo que 

adquieran la estructura cristalogr¿{fica de la aleación, 
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para lo cual debemos suministrar , normalmente, u­

na pequeña cantidad de energía. En este momento, 

las celdas atómicas de los dos metales (las llamare­

mos "celdas preparadas" )tienen el mismo tamaño y 

forma. 

c) Separemos los metales en celdas de Wigner­

Seitz y formemos la aleació'n a partir de ellas, sin 

permitir que la densidad se relaje. Este paso requie­

re una pequena energ{a electrost~tica, debido a la no 

esfericidad de las celdas. En este momento f es 

discontinua en la superficie de las celdas atómicas , 

como puede verse en la Figura 1 y JJ-A el potencial 

químico de las celdas A , es diferente de P.e . Estos 
, . 

potenciales qmm1cos se calculan por medio de la e-

cuaciÓn [3a] tomando como 

electrostático en la superficie 

cero de f el potencial 

de la celda (esta es la 

convención usual en el modelo de Thomas-Fermi). 

d) Por Último, permitamos que la densidad elec­

trónica se relaje (manteniendo fijas las posiciones de 

los núcleos) hasta su distribuci~n de equilibrio, lo 

que hace J continua e iguala J-l . Este paso libera 

energfa y favorece la formación de la a leació'n. Esta 

relajacicfn puede entenderse de dos formas equivalen -
, 

tes: bien como una relajacion del volumen de las cel-
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das (como se indica en la figura 1) que conserva la 

neutralidad eléctrica de cada celda , o bien como una 

transferencia de carga entre celdas que conserva el 

" volumen de cada celda. Nuestros calculas correspon-

den a la primera interpretació'n (condiciones de con-
, . 

torno mas simples) aunque la transferencia de carga 

(segunda interpretaciÓn) se calcula inmediatamente u­

na vez conocida '$ (1). 

Como Hodges y Weaire ('l..) han hecho notar, esta 

definición de transferencia de carga no correlacion;:i. 

necesariamente con la obtenida a partir de la escala 

de electronegatividad de Pauling (1'1..). Al p•:!rmitir que 

la densidad se relaje, la carga será transferida de 

las celdas con mayo:· JA a las celdas ·::on menor }A. 

o lo que es igual, de las celdas con. mayor '$ (R 'ª 
aquellas con menor ~ (R )(vease ec. [?.a] ). Como 

puede verse en la Figura 1 , si la curva ~= _s>(R) del 

metal A está por encima d·:! la del metal B, la carga 

es transferida de las celdas A a las celdas B. Si 

consideramos el problema en términos de celdas neu-

tras , el volumen de las celdas A aurnen1a durante 

el proceso de relajación, mientras '.].'.le el d.~ 

las e eldas B d:. sminuye. 
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, 
El metodo expuesto es poco adecuado para nietales 

con grandes distancias interatÓmicas y pequeño radio 

iÓnico por razones expuestas en las reí. ( 4 )y ( q ). 

IV.- IMPUREZAS SEMIMETALICAS EN Fe -o< 

En esta sección estudiamos la transferencia de car-

ga en aleaciones dilufdas de Fe- O( con elementos de 

los grupos IV A, V A, VI A • Las impurezas substitu 

cionales Si , P, S, Ge, As, Se, Sn, Sb, Te, han sido e-

1 d 
. / . I 

t;gidas, aparte e por su interes intr1nseco, por su 

efecto fragilizante sobre los aceros(l3). 

Aunque el volumen at¿mico de estos elementos en 

sus respectivos sólidos elementales es, en todos los 

casos, mayor que el volumen atómico del Fe-C(, so-

lamen te Ge, As, Sn, y Sb (y probablemente Se y Te) 

inducen un aumento en la constante de la red del Fe . 

Para analizar los orígenes de este diferente compor -

tamiento , usamos un modelo te¿rico muy sencillo 

para aleaciones en el límite dilufdo: suponemos que 

las celdas atómicas (neutras) de la matriz , conser 

van el mismo volumen atómico .11.Fe que tenían en el 

metal puro y la misma densidad electrónica; entonces 

la celda neutra de la impureza ajusta su propio volu -

men de modo que la densidad electr~nica en la super-
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ficie de la celda sea igual a la densidad en la super­

ficie de las celdas de Fe. Llamemos D. I a este vo­

lumen efectivo de la impureza en Fe - oc • Como D:r y 

J1 Fe son diferentes , la sustitución de un átomo de 
I I 

Fe por un atomo de impureza induce una variacion en 

el volumen del cristal y una correspondiente distor -

• I 

s10n en la red, localizada alrededor de la impureza. 

Para pequeña concentracidn de impureza (Jnica situa­

ci~n en la que el modelo est~ justificado) tenemos en­

tonces una relación semejante a la Ley de Vega rd 

donde el es la concentración de la impureza yfl en . 
I 

el primer miembro es el volumen por atomo en la a-

1 
. I 

eac1on. 

Un modelo m~s realista deber{a tener en cuenta el 

posible cambio en la configuraci~n electrÓnica de 10 s 

~tomos de Fe próximos a la impureza. Este efecto 

deberfa tenerse en cuenta , por ejemplo, si la ma­

triz fuese Ni ;sin embargo, siendo la matriz Fe y la 

impureza un elemento no de transicio'n, la perturba -

cidn en los vecinos es muy pequeña. Experimental­

mente se ha comprobado que la variació"n E;n el mo-

' · d 1 I d ' · 1 mento magnetico e os atomos e Fe prox1mos a a 
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-impureza es muy pequena, lo que indica que los elec-

tm nes d del Fe apenas son alterados. Terakura (14) y 

Sayers (15) han propuesto recientemente explicaciones 

teóricas de este hecho. 

Hemos calculado la variación fraccional con la 

concentraci¿n de impureza , 
I 

en la aleacion 

1 
a 

c 1 -+o 

I 

del volumen por atomo 

En [ 9] a re pre sen ta el radio de una esfera de 

íl 
I . I 

volumen {volumen por atomo en la aleac10n). Los 

resultados teÓricos y experimentales se comparan en 

la Tabla III. Las dos series 
I 

teoricas corresponden a 

las configuraciones 
7 1 

y 3d 4s • Con ambas 

se predice de forma cualitativa correcta el cambio en 

' ' el parametro de la red y el modelo explica porque 

Si , P (y quiz~ S ) inducen una disminucidn en el pa­

rámetro de la red, mientras el resto inducen una ex­

pansi¿n. Confirmamos tambiEf"n que la expansión se a-
I I 

centua segun nos movemos de arriba hacia abajo en 

la Tabla Peri¿dica. También hemos calculado la trans 

ferencia de carga. Para ello consideramos un "clus­

ter" formado por la impureza y sus primeros y se-
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gundos vecinos (catorce en total) y definimos como vo­

lumen local de la celda de Wigner-Seitz , el corres 
, 

pondiente al volumen por atomo en el ''cluster". En -

tonces , la transferencia de carga se calcula de acuer 

do con la definición dada en III. Los resultados se 

dan en la Tabla IV. Si se usara la configuración pro-

puesta por Nieminen y Hodges (Tabla II) los resulta­

dos ser{an intermedios entre las dos series de la Ta­

bla IV. Como ya se indic6, los resultados no corre­

lacionan necesariamente con la escala de Pauling (1'2.). 
, 

La razon podemos verla como un efecto de volumen: 

Para llevar , por ejemplo , la celda de Sn , desde su 

volumen en Sn puro , hasta el volumen de la celda 
, 

de Fe , su volumen debe sufrir una compre sion del 
I 

40% . Es dudoso el que la escala de Pauling sea va-

lida en estas circunstancias. 

Las impurezas que estamos estudiando tienen im­

portantes efectos sobre las propiedades de fractura 

de los aceros comerciales. Aunque su concentraci~n 

all{ es muy pequena, del orden de partes por mi -

ll¿n ) , estas impurezas segregan hacia las superfi­

cies de los microcristales , donde pueden alcanzar 

concl'ntraciones apreciables y fragilizan los aceros. 

La raz~n ffsica ha sido propuesta recientemente por 
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varios autores (4, 13, 16). La idea es que cuando una 

impureza substitucional de radio at6mico R
1 

, tal que 

R
1 
> RFe llega a las interfases entre microcristales, 

, 
induce un aumento de las distancias interatomicas en-

tre los microcristales, lo que resulta en una pérdida 

de cohesión. El an~lisis de estos efectos es diffcil 

debido a que la velocidad de segregación es diferente, 

pero si nos concentramos en el efecto en las superfi-

cies de los microcristales , podemos observar que la 

variación cualitativa experimental del poder fragilizan-

te correlaciona con los resultados de las Tablas III y 

IV ; es decir , a medida que el radio efectivo de la 

impureza aumenta , aumenta tambiEfn su poder fragili­

zante. Puede establecerse una interpretacio'n análoga 

en t~rminos de la til:'ansferencia de carga : debido a la 

presencia de la impureza se origina una pequeña re­

pulsio'n electrost~tica entre los ~tomos de Fe vecinos. 

V COMPUESTOS INTERMETALICOS 

V .1 Transferencia de carga 

Los compuestos intermet~licos ordenados con es-

tructura de Cs Cl ofrecen un atraotivo especial para 

la aplicación de nuestro modelo ya que la celda de 

Wigner-Seitz presenta gran simetrfa, (la red es b. c. c) 
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y para algunos de ellos se ha calculado te~ricamente 

la transferencia de carga. 

Usando las configuraciones electrónicas de la Tabla 

Il hemos calculado la transferencia de carga en cier -

tos compuestos de metales de transición , con los re-

sultados de la Tabla V. Estos resultados corresponden 

al volumen experimental. El usar en el compuesto la 

misma con figuraciC:-n electr6nica del metal puro, es 

v~lido solo en primera aproximaci¿n (usaremos una 

mejor aproximaci~n en esta misma sección) pero 

produce resultados cualitativos interesantes. La ma-
, 

yana de los compuestos estudiados son tales que uno 

de los elementos est~ a la izquierda del Cr en la Ta­

bla PeriÓdica y el otro a la derecha. De los resulta-

dos se deducen varias conclusiones: 

a)Llamando R~ al radio at~mico del metal puro 

A y RAA al radio efectivo (de la celda neutra) en 

la aleación , R~ / R~ es m~s pro'ximo a la uni-
A B 

dad que R M / R M 
, 

b) Dentro de un mismo periodo, el elemento a la 

izquierda del Cr transfiere electrones al elemento a 

derecha. Llamaremos A Q a la carga transferida. 

Ejemplos son V Fe , Ti Fe , Ti Co , Se Ni , Se Cu , 
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Y Rh, Y Ag. Este resultado está de acuerdo con los 
, 

calculas de Yamashita- Asano (17), Papaconstantopou-

los (18) y Giner (19). Estos autores demostraron que 

la mayor parte de la transferencia de carga se de be 

a los electrones d. 

e) A Q aumenta con la distancia de los componen­

tes en la Tabla Periódica : nótese la secuencia V Fe, 

Ti Fe , Ti Co , Se Co , Ti Ni , Se Ni , Se Cu. 

d)Cuando los componentes pertenecen a diferentes 

perfodos la carga fluye del elemento en 
, 

el periodo 

4d al elemento en el 3d. 

Existen algunos c~lculos de la transferencia de 

carga en estos compuestos a partir de la estructura 

de bandas,calculada usando los metodos KKR y APW. 

Los resultados están dados en la Tabla V. Solo los 

resultados de Moruzzi (20) son directamente compara-

bl~s con los nuestros.En los <lemas casos hemos 

calculado la transferencia de carga apropiada a nues­

tra definici¿n a partir de los resultados de los traba-

jos originales para lo cual deben hacerse ciertas sim­

plificaciones ( 5 ). Se aprecia que nuestros cálculos 

subes timan cuantitativamente la transferencia de car­

ga, clara consecuencia de usar para la aleacic5'n las 
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mismas configuraciones electrÓni~as de los metales 

puros. Con todo la dirección se predice correctamente. 

Cálculos de la estructura de bandas demuestran (17~ 

19) la existencia de una pequeña transferencia de e­

lectrones d , del metal a la izquierda del Cr al me­

tal a la derecha. Su origen puede predecirse , en 
. . , 

nuestra op1n1on , analizando la estructura de bandas 

d e los metales componentes. Papaconstantopoulos (21) 

ha sugerido que una compresión del volun1en en meta-

.. " . l es de trans1c1on tiene por efecto el reducir ligera -

mente el caracte r d de la carga electr<;nica . Si com-

paramos el radio de Wigner-Seitz de los metales 

(Tabla II ) con el de los compuestos (Tabla V), ob-

servamos que al 11 preparar" las celdas de acuerdo con 

el proceso descrito en III, las celdas de los metales 

a la izquierda del Cr deben ser comprimidas , y las 

de los metales a la derecha , expandidas • Si supone­

mos que una expansión en el volumen tiene el efecto 

opuesto al estimado por Papaconstantopoulos para la 

. , 1 , 1 ld ft compres1on, podemos conc u1r que as ce as prepa-

radas 11 tienen ya una configuraci~n electrónica muy 

similar a la configuración final en la aleación. Esta 

explicación es solo tentativa , 
I 

en ausencia de calcu-
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. , 
los detallados sobre la influencia de la pre s10n en la 

estructura de bandas . 

Sobre 

sando la 
n-1 

y d 

es ta base , hemos repetido los c~lculos u­

' n- 2 2 
configuracion d s a la izquierda del e r 

1 
s para los de la derecha. Los nuevos re sul-

tados aparecen en la Tabla VI • El acuerdo con otros 

autores es ahora mejor pero las · conclusiones deriva­

das anteriormente permanecen v~lidas , lo que justi-

fica la validez del modelo , 
• I 

incluso en su ve rs1on 
, 

mas simple , al menos para estudiar tendencias cua-

litativas. Un comentario final es necesario : si toma-

mos un compuesto como Se Rh y comparamos los e­

lementos en la aleación con los metales puros , po-

demos decir que el Se cede electrones d al Rh. Sin 

embargo la transferencia de carga total, entre celdas 

de igual volumen , tiene la dirección opuesta. Este e­

jemplo hace ver las dificultades con que tropieza toda 

definici~n de transferencia de carga . La definición 

usada en este trabajo es ~til en un análisis de la e-

, d h . / I 1 s • 2 nerg1a e co es1on , como se vera en a ecc1on V •. 

En la Tabla VI damos también el valor de la densi­

dad electrónica en la superficie de las celdas. 
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V. 2 Propiedades Cohesivas 

Ya que la energ{a es un funcional de la densidad 

electrónica g(r) , una vez conocida f (;) (obtenida 

en el proceso de cálculo de la transferencia de carga) 

podemos calcular teóricamente el parámetro de la red 

de la aleación . Para ello minimizamos la energía , 

dada en las ecuaciones [5] y [2] con respecto al pa­

rámetro de la red. En este c~lculo es conveniente 

considerar celdas neutras , con lo que no aparece 

UM. A partir de los radios de equilibrio de las cel­

das de tipo A y B obtenemos el radio de Wigner-Seitz 

de la aleac i6n , que está dado en la Tabla VI y com -

para favorablemente con el r esultado experimental ; 

el error promedio es del 8%. 

Para la energía de formaciC:n es más conveniente usar 

el proceso descrito en III , que permite analizar la 

importancia de cada contribución. Tres contribuciones 

1 
I . 

son as mas importantes: .. 
a) Energ{a elástica para formar las celdas prepa-

radas'' 
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A B 
donde U(R 

1
) y U(R 

1
) 

a A a 
preparadas y U(R M) y 

, 
son las energ1as de las 

B , 
U(R ) son las energ1as M . 

celdas 

por 

~tomo de los metales puros en la situaci~n experimen­

tal de equilibrio. Este cambio de energ(a , por ~tomo , 

puede calcularse a partir de la compresibilidad expe-

_ 2 TI 
- -

?.> 
[11 J 

I 

y an~logamente para e 1 componente B. Esta formula 

est~ m~s justificada para compresiones que para ex­

' pansione s , donde la curva Energ1a-Volumen puede 
I 

diferir apreciablemente de una parabola. Por ello , 

para expansiones hemos calculado el cambio de ener-

Ya que los resultados te¿ricos tie-

nen la limitaci~n de que el R met~lico de equilibrio 

no coincide con el experimental , hemos desplazado 
I I 

la curva teorica Energ1a-Volumen para corregir este 

defecto . A pesar de esta arbitrariedad , considera-

mos que los resultados tienen menos error que si u­

s~ramos la ecuaci¿n [11],ya que las expansiones son 

Fundación Juan March (Madrid)



32 

a veces grandes. 

b) Energía electroqufmica, U liberada al igua-
ec 

~ . 
larse los potenciales qu1m1cos de las celdas A y B. 

En primer orden en ó Q , U es (22) 
ec 

U.ec = I (,u.A - µ . ~) b. Q 
(H.] 

Por medio de la ecuaci~n [?.a)~l potencial qu{mico en , 

11 ' las celdas pre paradas" (incluyendo ademas e 1 efecto de 

correlación )es funci¿n de la densidad en la superficie 

de las celdas 

[13) 

c)Energía de Madelung U , que resulta de la 
. M 

transferencia de carga. Para la estructura Cs Cl esta 

energfa es (por átomo) 

donde A es el par{metro de la red. 

La energía de formación es la suma da las tres 

contri bue iones . Los resultados están dados en la Ta-

bla V l 1 . El calor de formacio'n que debe ser nega-

tivo, solo ha sido medido en algunos casos; de los 

diecinueve compuestos estudiados, catorce tienen ca-
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lor de formación teórico negativo y cinco , positivo, 
1 -3 

dos de estos ultimos, cercano a cero ("-'10 ryd.). 

Los resultados son alentadores, teniendo en cuenta 
, / -

que las energ1as de formacion son pe quenas. Es de 

esperar que los compuestos intermetálicos formados 
, 

por metales del periodo 4d tengan un calor de forma-

ciÓn relativamente grande (3) lo cual está' de acuerdo 

con nuestros resultados para Zr Co , Y Cu y Rh Fe. 

Podemos ver en la Tabla que U es suficiente pa-
ec 

ra compensar U el sin necesidad de la contribución d e 

Madelung en los casos V Fe , Zn Cu , Ag Zn , Z r Co , 

Y Cu y Rh Fe • Todos estos sistemas binarios, ex­

cepto Z r Co forman solución sÓlida para un rango ex­

tenso de concentraciones , lo que sugiere que en or­

den a formar solución s~lida , debe ocurrir U ,+U 
e ec 

I I <O , ya que para la solucion solida la falta de or-
I I 

den hara que la energ1a de Madelung no contribuya. 

V. 3 Otras alead one s 

Terminamos esta sección con un comentario sobre 

transferencia de carga en otra clase de aleaciones 

binarias : aleaciones homovalente s no ordenadas de me-

tales con . electrones cuasilibres, es decir
1
aquellas 
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formadas , por ejemplo , por dos metales alcalinos o 

dos metales alcalino-terreos • Comentamos al final 

de la Sección III que nuestro método no es adecuado 

para estos metales. A pesar de ello puede utilizarse 

en ciertos casos especiales para investigar tendencias 

cualitativas. Consideremos los metales alcalinos :He-

mos comprobado que para estos metales nuestro me­

todo subestima (4, 9) sistemáticamente ~ (R) ; sin em­

bargo esperamos que conserve el orden relativo de 

las curvas f = ~ (R) entre los distintos metales al-

calino s • Ya que es el orden lo que cuenta a la hora 

de investigar la dire cci~n de la transferencia de car­

ga, hemos calculado la siguiente escala de ele ctrone­

gatividad (la transferencia de carga sigue la dirección 

de las flechas) 

C s ~ Rb -+ K ~ Na --+ Li 

lo que est~ de acuerdo con otros estudios (2.2.)y con 

los resultados de la teor{a de Pseudopotenciales ( 2..3) 

: la profundidad del Pseudopotencial ( 2.'l)y por tanto 

' su caracter atractivo , aumenta en la direccion de las 

flechas • Las mismas ideas permiten establecer para 

los alcalino-terreo s , la escala 

Ba - Sr - Ca - Mg - Be . 
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VI. CONCLUSIONES 

Hemos investigado la transferencia de carga en a­

leaciones binarias ordenadas y en aleaciones dilu{das 

de Fe -0( usando una modificaci~n del M~todo de Tho­

mas-Fermi-Dirac , consistente en usar la Teorfa de 

TFD solamente en regiones del cristal no cercanas a 

los núcleos. En una región esf~rica centrada en cada 

núcleo , la densidad es calculada usando funciones de 

onda del átomo libre (con la configuración apropiada 

al sólido ). 

Este m~todo reproduce satisfactoriamente las pro-

piedades cohesivas de metales puros ,en especial 

• • I 
metales de trans1c1on • 

Para impurezas semimet~licas en Fe - « la varia­

ción del parámetro de la red con la concentración 

muestra buen acuerdo con los resultados ex pe rimen­

tale s. Hemos encontrado una interesante correlación 

entre la transferencia de carga y el poder fragili­

zante de estas impurezas sobre los aceros. 

Nuestro modelo demuestra expl{citamente la im­

portancia 9ue _s>(R), la densidad electr~nica en la su­

perficie de las celdas atÓmicas , tiene en la forma­

ción de aleaciones y en la transferencia de carga. 
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Valores de S ( R) calculados para metales de tran-

siciÓn est~n en buen acuerdo con los calculados a 
I 

partir de funciones de onda obtenidas en calculos de 

bandas • 

La formaci~n de una aleaci~n puede visualizarse 

como un proceso en el que : a) las celdas atómicas 

de los metales puros se expanden o comprimen hasta 

alcanzar el volumen por ~tomo de la aleación ~ b) es-
fl • • I 

tas celdas "preparadas se llevan a la pos1c10n que 

van a ocupar en la aleaci¿n ; c)se permite que la 

densidad electrónica se redistribuya hasta alcanzar la 

distribución de equilibrio • En este ~ltimo paso se 

transfiere carga desde las celdas con mayor g(Rai) 

hasta aquellas con menor g (R a¡). 

Cálculos en compuestos intermetálicos ordenados 

con estructura de C sCl demuestran : a) El cociente 

de los vol~menes de las celdas atómicas neutras es 

mas cercano a la unidad que el correspondiente co­

ciente para las celdas de lo~ metales puros; b) den-

tro de un mismo pe do do el elemento a la izquierda 

del grupo del Cr transfiere electrones al elemento a 

la derecha • Esta transferencia aumenta al aumentar 

la separaci~n de los dos componentes en la Tabla 
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Periódica ; c) el radio de Wigner-Seitz teórico mues­

tra buen acuerdo con el experimental; d) el c~lculo de 

la energía de formación por medio del proceso des­

crito anteriormente produce resultados semicuantita­

tivos razonables y proporciona una imagen física clara 

del pro ce so de formación de una aleaci~n • En todos 

los c~lculos de energfas hemos tenido en cuenta la 

correlación y la corrección de inhomogeneidad a la 

' . ~ . energ1a cmetica. 

- Comentario sobre Trabajos relacionados : 

El m¿todo para solidos met~licos expuesto en este 

trabajo fue propuesto simultaneamente por el autor(7) 

y por Ratti y Ziman (25) • Nuestra versi~n tiene la 

ventaja de que incluye intercambio y de que las con­

diciones de contorno en r::: R son f{sicamente m~s 
c 

correctas (Ratti y Ziman no exigen continuidad de J' 

en r := R ). Recientemente Cragg y Fletcher (26) han 
c 

extendido el trabajo de Ratti y Ziman exigiendo la 

continuidad de J pe ro tampoco introducen inte rcam­

bio , sino que continuan en la aproximaci~n de Tho -

mas-Fermi . En su trabajo tambi¿n plantean cue s­

tione s sobre la influencia de la configuracio'n elec­

tr¿nica elegida para la zona interna , que han sido 
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investigadas en d e talle en nue sti o trabajo . De la cor:; 

parac iÓn (5) entre la transferencia de carga calculada 

por Cragg y Fletcher y la calculada en este trabajo 

podemos conclu(r que la corrección de intercambio 

debe ser considerada como importante en el cálculo 

de transfe rene ia de carga en aleaciones . 
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Radio celda neutra(u. a.) 

Figura 1 : Proceso esquemático de la formación 

de una aleaci~n. Cuando las celdas de los metales 

puros se comprimen o expanden de modo que adquie­

ran el Rws de la aleaci~n , Ral , la densidad electró­

nica es discontinua en la superficie de las celdas. En­

tonces las celdas se relajan hasta que f (R) es con­

tinua. 
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Tabla l. -Radio de Wigner-Seitz (en u. a. ) y 

Energía cohesiva( en eV.) 

Metal R (exp.) R (teor~ U h (exp.) U h (teor.) 
eq eq co co 

Li 
Be 
Na 
Mg 
Al 
Ca 
Se 
Ti 

V 
Cr 
Mn 
Fe 
Co 
Ni 
Cu 
Zn 
Ge 
y 

Zr 
Mo 
Rh 
Ag 

Cd 

3.27 
2.37 
3.99 
3.34 

2.99 
4. 12 
3.43 
3. 18 

2. 82 
2.68 
2.70 
2.67 
2.62 
2.60 
2.67 
2.90 
3.07 
3.76 
3.35 
2. 93 
2.81 
3. 02 
3.26 

2. 38 
2.60 
2.71 
2.87 
3. 18 
3.24 

3.27(3.17) 
3.26(3.13) 
3. 2 5 (3. 11) 

(3. 07) 
3.22(3.04) 
3. 2 o (2. 98) 
3. 18(2. 97) 
3. 17 (2. 93) 
2. 92 
3. 12 
3.25 
3.47 
3.45 
3.48 
3.41 
3.28 
3. 40 

Sn 3.52 3.44 
Hg 3.35 3.50 
Pb 3. 66 3. 55 

3.33 

l. 13 

3. 93 
4.86 
5.30 

2.98 
4.29 
4.39 
4.44 
3.50 
l. 35 

6. 81 

2.96 

10.57 

2.77 

5.38 

4.76 
4. 15 

3. 15 
2.77 
2.46 
2.21 
l. 36 
l. 85 

2.75 

l. 78 

Nota:valores en paréntesis corresponden a la con-
n-1 1 

figuración 3d 4s • Y,Zr y Rh con config. de N·lí 
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Tabla V. - Transferencia de carga (en fracciones de 
electrón). La direccion es Ao.+B. 

A R: bQ Compuesto R al (u. a.) RM AQ 

A-B - Otros R~ R~ 

Ti Fe 2.769 l. 15 l. 02 0.09 0.30 

V Fe 2.708 l. 06 1. o l 0.03 

Se Co 2. 926 l. 31 l. 03 
a 

o. 11 o. 54 

Ti Co 2.783 l. 17 l. 03 o. 11 

Se Ni 2.950 l. 32 l. 05 o. 14 

Ti Ni 2.805 l. 17 l. 04 o. 15 

Se Cu 3. 029 l. 28 l. 05 
a 

o. 15 o. 58 

Fe Co 2. 658 l. 02 l. 0.1 
e 

0.03 o. 2 5 

Zn Ni 2. 711 l. 12 l. 02 
d 

0.08 o. 16 

Zn Cu 2.748 l. 09 l. 03 0.09 
d o. 15 

Ag Se 3. 175 0.88 l. 05 o. 18 

Ag Zn 2.936 l. 04 l. 08 0.28 

Zr Co 2.975 l. 28 l. 12 0.45 

Y Cu 3.235 l. 41 l. 14 0.40 

Rh Se 2. 983 o. 89 l. 08 0.31 

Y Rh 3. 174 l. 34 l. 01 0.04 

y Ag 3.365 l. 25 l. 03 o. ro 
Rh Fe 2.773 l. 13 l. 11 0.47 

(a) Ref. 17 (b) Ref. 18 (C) Ref. 24 (d) Ref. 20 
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Tabla VI. - Transferencia de carga (nueva apro-
ximaciÓn). 

R: 
f:,.Q Compuesto f\ a Boundary Ra

1
(teor) 

A -8 A Density 
Ti F e l. 07 o. 2 5 0.028 3. 13 

V F e T. 06 0.24 0.031 3 . 12 

Se Co l. 08 0.26 0.021 3. 14 

Ti Co l. 08 o. 2 7 0.027 3. 12 

Se Ni l. 09 0.27 0.019 3. 13 

Ti Ni l. 10 o. 29 0.025 3.09 

Se Cu l. 10 0.27 0.017 3. 12 

F e Co l. o 1 0 . 03 o. 028 2.99 

Zn Ni l. 04 o. 14 o. 02 5 3.03 

Zn Cu 1 . o 5 o. 16 0.024 3.02 

Ag Se J. 02 0.06 o. o 17 3.28 

Ag Zn l. 07 o. 2 5 0.024 3.20 

Zr Co l. J 5 0.54 0.023 3.23 

y Cu l. 16 0.45 0.014 3.20 

Rh Se J. 05 o. 21 o. 029 3.31 

y Rh l. 02 0.08 o. 021 3.40 

y Ag l. 04 o. 14 0.015 3.36 

Rh F e l. 12 0.49 0.032 3. 19 

Cd Ag 1. o 1 0.05 o. 021 3.29 
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Tabla VII. - Calor de formaci~n en compuestos in-

termetálicos. (en 10
3 

Ryd. 
/ 

por atomo) 

C. Form. 
a 

Compuesto u UM uel Expt. 
ec 

Ti Fe -15. 3 -22. 1 28. 1 -9. 3 -15. 5 

V Fe -1 o. 5 -21. 3 3.4 -28. 4 

Se Co -14. 6 -22.5 22.8 -14.2 

Ti Co -18. 6 -26.9 27.8 -17. 7 

Se Ni -16.7 -25. 7 22.2 -20. 2 

Ti Ni -21. 6 -31. 1 26.3 -26.4 -25. 9 

Se Cu -15. 1 -24.3 16.3 -23.1 

Fe Co -º· 3 
- o. 4 o. 9 0.3 

Zn Ni - 5. 8 -7.3 7.4 - 5. 7 

Zn Cu - 7. o -9.4 2.9 -13. 5 - 8. 5 

Ag Se - o. 8 - l. 1 7. 1 5.2 

Ag Zn -13.9 -21. o l. 3 -33.6 - 5. 1 

Zr Co -60.5 -97.5 26.0 -132. o 

Y Cu -37.5 -61. 9 26.9 -72. 5 

Rh Se - 9. 6 -14.8 21. 1 - 3. 3 

Y Rh - 1. 1 - 2. 1 30.0 26.8 

y Ag - 3. 3 - 6. 2 17. 1 7.8 

Rh Fe - 62. 1 -87.5 l. 2 -148.4 

Cd Ag - º· 5 - o. 9 2.8 1. 5 - 5.9 

a. -R. Hultgren:Selected val. of prop . of alloys (ASMJ 97 3 
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