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SISTEMAS INTERMEDIOS 

La 16gica de segundo orden se caracteriza por 
la utilizaci6n de variables cuantificables que se 
refieren a relaciones. Si aceptamos como origen 
pr6ximo de la 16gica el trabajo de Frege, diremos 
que las nociones primeras sobre 16gica de segundo 
orden se desarrollan en los inicios de la 16gica. 
Efectivamente, al introducir su notaci6n cuantifi 
cacional en la primera parte de Begriffsschrift, 
Frege plantea la doble opci6n de usar variables 
que se refieran a individuos o a relaciones. Sin 
embargo, la separaci6n efectiva entre la 16gica de 
primer orden y la de segundo orden, aunque implíci 
ta en la teoría de los tipos de Russell, no se co_!l 
solida hasta el trabajo de Hilbert y Ackermann. 

La cuantificaci6n sobre variables relacionales 
confiere a estos formalismos una gran potencia e~ 
presiva. Para ilus trar este incremento de poder e~ 
presivo, supongamos que nuestras variables indivi 
duales varían sobre los n~meros naturales. En la 
16gica de primer orden no podemos decir que para 
cada dos propiedades de los naturales existe otra 
propiedad que cumplen aquellos naturales que veri 
fican la primera de las propiedades y no verifican 
la segunda. Sin embargo, en la 16gica de segundo 
orden podemos formalizar este pensamiento como si 
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Varias importantes teorías matemáticas tales co 
roo la aritm~tica natural y el álgebra real se for~ 
lizan adecuadamente en segundo orden. En efecto, de 
bido a la capacidad expresiva de esta 16gica, el 
principio de inducci6n natural puede formalizarse 
así: 

A z (z ~AA~ (~ !. ~z ~!_)-'!>A ~ z ~) 
Aparte del interás hist6rico que tiene el poder ex 
presar un principio explícitamente formulado y usado 
por Pascal, la formalizaci6n en segundo orden de e~ 
te principio posee ventajas en sí misma. Me estoy 
refiriendo a lR fuerza de la cuantificaci6n sobre to 
dos los conjuntos de n~rneros naturales. En primer 
orden, usando un n~mero infinito de axiomas, no se 
consigue dar tanta generalidad; de hecho, s6lo nos 
podemos referir a los conjuntos de naturales defini 
bles mediante f 6rmulas de primer orden. 

Por otra parte, si N es la aritmética de Peano 
de segundo orden, se puede demostrar que todos los 
sistemas standard de segundo orden que sean modelos 
de N son isomorfos. Es decir, N constituye un 
conjunto de f6rmulas categ6rico. Sin embargo, la 
aritmética de Peano de primer orden no es categ6rica. 

De forma similar, el álgebra de los reales es 
expresable categ6ricamente y mediante s6lo un n~mero 
finito de axiomas en se ,crundo orden. Por supuesto, 
estos resultados son inconseguibles en primer orden. 
Estas importantes diferencias entre teorías de pri 
mero y seeundo orden existen no s6lo en los casos 
citados de la aritmética y el álgebra, sino también 
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en los de otras teorías matemáticas entre las que 
se cuentan varias teorías de geometría. 

Otro aspecto en el que las teorías de segundo 
orden son superiores a las de primer orden es que, 
a causa del aumento de capacidad expresiva, al~ 
nos conceptos tomados como primitivos en la lógica 
de primer orden pueden introducirse por definici6n 
en la de segundo orden. Tal es el caso de la igua_.!. 
dad que en segundo orden puede definirse formali­
zando el principio de identidad de los indiscerni 
bles de Leibniz. En segundo orden tenemos una do 
ble opci6n. Podemos introducir la igualdad del mi!!. 
mo modo que en primer orden; es decir, añadiendo 
una constante predicativa binaria que denote la re 
laci6n de identidad. Podemos también definir 
!_ = z mediante la f6rmula 

/t. Y (Y x~Y z) 

En los sistemas standard esta f6rmula es satisfecha 
siempre que y s6lo cuando las denotaciones de las 
variables libres ~ e z coincidan. Esto signifi 
ca que en los sistemas standard la denotaci6n de la 
constante "=" es la prototípica relaci6n de ide.!!, 
tidad. Es decir, la relaci6n que mantiene un objeto 
consigo mismo y que falla con cualquier otro objeto. 

Por otra parte, en la 16gica de seG1111do orden 
podemos hacer uso del abstractor. El signo A . de 
abstracci6n fué introducido por Church y permite 
construir predicados a partir de f6rmulas. El co_g 
cepto de abstracci6n de clases y relaciones, aunque 
haciendo uso de una notaci6n menos c6moda, fue e!_ 
tensamente usado por Frege. Russell y Whitehead tam 
bién lo utilizaron en los Principia. 
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Es también interesante observar cómo en los f'or 
malismos de segundo orden con abstracci6n se lleva 
a cabo una antigüa aspiraci6n. Me refiero a la pos.!, 
bilidad de construir un cálculo 16gico de segundo 
orden usando como 11nicos conceptos primitivos los de 
identidad y abstracci6n. En efecto, ya en 1923 
Tarski plante6 l a cuesti6n • .Más tarde Quina obsev6 
que los cuantificadores podían ser definidos en fu!!_ 
ci6n de la i gualdad en un formalismo que contuviera 
el e.bstractor. Por ejemplo, si .Á !_ <(> (~) es el pr~ 
dicado monario obtenido por abs tracci6n a partir de 
la f6rmula 'f (~) , entonces pode rnos definir 

/\ ~ 'f (~) mediante: A x ~ (x) = A x x = x 
El desarrollo comple to de un cálculo 16gico con 

estos 11nicos conceptos primitivos se lo debemos a 
Henkin. 

Con el paso del tiempo, la identidad se ha rea 
firmado en su posici6n de concepto base. A ello hay 
que sumar su importancia his tórica en el desarrollo 
de la 16gica. En cualquier punto de este desarrollo 
en que nos situeQOS -piénsese en Arist6teles, Leib 
niz, Frege, Tarski, Quine o Henkin- encontraremos 
precisiones y utilizaciones de este concepto. Y co 
mo hemos señalado, la realizaci6n de las aspiraci~ 
nes centradas en la igualdad pasa por el uso de la 
cuantificaci6n sobre variables predicativas; es de 
cir, por la 16gica de segundo orden. 

A pesar de todas estas ventajas evidentes de la 
lógica de segundo orden sobre la de primer orden, 
existe una gran desventaja: la de se~ndo orden es 
incompleta en un sentido muy importante. Es decir, 
la clase de las sentencias válidas en todo sistema 
standard no coincide con la de las sentencias dedu 
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cibles sin premisas en el cálculo; hay f6roulas 1.2_ 
gicamente válidas que no son teore~as 16~icos. 

El problema es que la 16gica de segundo orden 
no s6lo es incompleta, sino incompletable: no se 
pueden añadir axiomas y re e las de inferencia hasta 
hacer coincidir la clase de las f 6rmulas 16gicarneE_ 
te válidas con la de los teoremas lógicos. Estos 
resultados se siguen a partir del trabajo de Godel. 
Concretamente, Godel prob6 que la identificnci6n de 
f6rmulas verdaderas de la aritmética con f6rmulas 
formalmente derivables de los axiomas de Peano era 
insostenible y también, que si existiera una prueba 
de consistencj_a tal como Hilbert la planteaba, e!!_ 
tonces la aritmética sería incompleta. 

Debido en parte al problema de la incompletud, 
los formalismos de segundo orden no han sido muy 
estudiados. Sin embargo, recientemente se observa 
un incremento de la atenci6n prestada a éstos y a 
formalismos cuya capacidad expresiva se sitúa entre 
el primero y el segundo orden. Sstos estudios quedan 
englobados en el ámbito de la teoría de modelos. 

En la 16gica actual muchas de las cuestiones e~ 
tudiadas son de la forma:¿Tiene una cierta estructu 
ra matemática una propiedad dada? En la teoría de 
modelos se estudian todas las propiedades, o mejor, 
una restringida pero extensa clase de propiedades. 
Normalmente, estas propiedades se pueden expresar 
en un cierto lenguaje. Por ejemplo, la propiedad de 
ser un grupo o de ser un grupo abeliano son expres~ 
bles en un lenguaje de primer orden. Entonces, en 
vez de decir que el grupo G es abeliano, podemos 
decir que es un modelo de la sentencia de primer or 
den A !_ ;¡_ f x ;¡_ = f ;¡_ ~ 
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Sucede que existen resultados aplicables a t~ 
das las propiedades expresables en primer orden. 
Estos resultados se basan en el modo especial en 
que las propiedades se expresan; es decir, en los 
lenp,1.lajes de primer orden. 

Algunos de los resultados son muy convenientes; 
por ejemplo, los teoremas de completud, compacidad 
y el de Lowenheim-Skolem. Este último data de 1915, 
fecha en la que Lowenheim prob6 que si una teoría 
finit~rnente axiomatizable tenia un modelo, entonces 
tenía un modelo numerable. r.íás tarde Skolem lo ex 
tendió a teorías numerables. Otras remodelaciones y 
extensiones del teorema se deben a Tarski y a Henkin. 
El teorema de completud fué demostrado por Godel y 

más tarde, en 1950 Henkin di6 una nueva versi6n del 
mismo. 

A pesar de todas estas ventajas de los formali~ 
mos de primer orden y de que por supuesto se pueden 
decir cosas interesantes en ellos, la 16gica de pri 
mer orden no es suficientemente expresiva, no sirve 
de lenguaje universal para toda la matemática. De 
hecho, s6lo pueden ser descritas categ6ricamente m~ 
diante sentencias de primer orden las estructuras 
finitas. 

Es natural por tanto, investigar otros lenguajes 
más expresivos. Convendría que los nuevos lenguajes 
conservaran en lo posible las ventajas de los de pri 
mer orden; es decir, que se cumplieran para ellos 
los teoremas antes citados. Esto a veces resulta i.!!!, 
posible pues algunas de las ventajas llevan como 
consecuencia la merma del poder expresivo. Concreta 
mente esto es lo que sucede en el caso de los teor~ 
mas de compacidad y de LBwenheim-Skolem respecto de 
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la imposibilidad de caracterizar estructuras infini 
tas mediante axiomas categ6ricos. Por tanto, uno 
tiene que elegir qué virtudes le interesa preservar. 

En 01 caso de la .16gica de segundo orden se pu~ 
de demostrar un teorema dábil de completud. En 1950 
Henkin mostr6 que existe una cierta completud para 
l a teor í a de los tipos siempre que se admitan noci2 
nes no clásicas de verdad . Se trata de ampliar el 

• concepto de modelo a fin de poder ex traer de entre 
las sentencias verdaderas en el sentido clásico o 
standard, aquellas que son formalmen t e probables en 
el cálculo . Las sentencias válidas de los nuevos mo 
delos son deducibles en el cálculo ; es decir, la te2 
ría de los tipos es completa respecto de estos mod~ 
los. 

La definici6n de los nuevos modelos no es cons 
tructiva, no proporciona un procedimiento algebrai 
co que permita construirlos. Este problema está en 
el núcleo de mi investigaci6n. 

Para caracterizar algebraicamente a los sistemas 
generales es preciso traducir en requisitos de dicha 
naturaleza algebraica la condición de posibilidad o 
existencia en ellos de todas las relaciones defini 
bles en estos sistemas. Los requisitos definitivos, 
caso de existir , serían los que permitiesen probar 
la semejanza tota l de los sis temas construídos me 
diante ellos con los sistemas generales. 

El problema de la caracterizaci6n algebraica de 
todos los sistemas generales no parece tener una s~ 
luci6n fácil. En efecto, se gún se desprende del tr~ 
bajo de Jan 3a.rwise, Admissible Sets and Structures, 
no es siempre el caso de que la intersecci6n de si~ 
temas generales sea así mismo un sistema general. 
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De es to modo, se descarta al candidato natural que 
sería precisamente esta intersecci6n. 

Sin embargo, he demostrado que existe una exteE_ 
sa clase de sistemas generales, a los que llamo s~ 
temas intermedios, que pueden ser definidos algebrai 
camente. Para hacerlo utilizo cinco reglas. En los 
sistemas intermedios se cumplen las obvias expecta 
tivas; por ejemplo, 
si (A, (An) n é N ••• ) es un sistema interme 

dio , y si X ~ A
1 

, entonces A-Xt::.A 
1 

y si X, Y é A1 , entonces X (') Y E A
1 

• También, 

si X E A
2 

, entonces su inversa está en A
2 

y su 

dominio primero está en A
1 

• 

Una vez presentados los sistemas intermedios, 
pruebo que son generales. Es decir, que si cJl e s un 
sistema intermedio, entonces todas las relaciones de 
finibles en J1 son posibles en JI • 

Pruebo además una serie de teoremas que me sirver 
para demostrar la cardinalidad de los universos A 

n 
de un sistema intermedio . Los resultados que arrojan 
dichos teoremas califican a los A como álgebras 
de Boole completas y at6micas que ncumplen además 
ciertas condiciones suplementarias. Estas condiciones 
relacionan entre sí los universos de distinto n~mero 
ario. 

Se sigue del hecho de que los universos A sean 
n 

álgebras de Boole completas y at6rnicas, el que sean 
conjuntos finitos o supernumerables, pero no numer~ 
bles. Es por esto por lo que no todos los sistemas 
generales son intermedios. En efecto, el sistema ~ 
neral del teorema de completud de Henkin tiene uni 
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versos relacionales numerables. 

l. Sistemas 

1.1. Definici6n 

~ es un sistema si y s6lo si 

2 =(S, ( S) .&.N' ((c . ) 
n n... i i~I ' 

d6nde: 

i S ~ ~ es el universo del sistema. 

ii ( S } es una familia numerable de universos 
n nEN 

iii 

iv 

relacionales no vacíos. Para cada natural n , 

(c.) es una sucesi6n de elementos de s • 
1 i~I 

(Rj) jtJ 
es una sucesi6n de relaciones definí-

das sobre s • Estas relaciones están ordenadas a 

su vez por la sucesi6n creciente de números natura­

les < n.) . J • Para cada j é J , R . es una re-
J JE J 

laci6n n.-aria definida sobre S • 
J 

v Para cada j E J 

vi Para cada i ~ I 
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Jiota: ~ es un sistema de tipo ( I , (n .) > 
J jEJ 

1.2. Sistemas standard y no-standard. 

~ es un sistema standard si y s6lo si para cada 

n EN : S 
n 

~ es un sistema no-standard si y s6lo si para 

algún nEN 

2. Interpretaciones 

2.1. Definici6n 

Sea ~ un formalismo de segundo orden cuyos signos 

peculiares est~n ordenados,(< c.) . I (R.> . J) . 
-:i.. iE -J JE 

Sea ~ un sistema del mismo tipo que ~ • 

J es una interpretaci6n de )( definida sobre 2. 
si y s6lo si 'J. es una funci6n tal que: 

i A cada variable individual 'j le asigna un indi-

viduo de S • 

ii A cada variable predicativa n-aria del formalis­

mo ~ le asigna una relaci6n n-aria del univer-

so s 
n • 
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iii Para cada i~ I i (c. ) = c . • -i 1 

iv Para cada jE J 1 (R. ) R • -J j 

2 . 2 . Interpretaci6n v-variante de una dada . 

Sea j una interpretaci6n sobre ¿ 
' 

V 

ble de ~ (individual o predicativa ) y 

to de ¿ ( V es un individuo de s si 

riable individual y v es una relaci6n de 

es una variable predicativa n-aria) . 

3. Denotaci6n y satisfacci6n. 

una 

V 

V 

un 

es 

s 
n 

varia-

elemen-

una va-

si V 

Dado un sistema ~ de universo S y una interpreta­

ci6n ) definida sobre ~ , cada término de ';;( deno-

ta un individuo de S cada predicado n-ario de :t 
una relaci6n n-aria definida sobre S -Es decir, un 

subconjunto de Sn- y cada f6rmula de ~ es satisfe­

cha o no por r . 
Notaci6n: 

Para indicar que .1 denota x en ~ mediante 'J es-
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cribo j. (~) = X • 

P P
n 

ara indicar que denota en~ mediante ':j 
escribo t (Pn) = Xn • 

Para indicar que 

cribo ) sat ~ 

'f es satisfecha por t en L es-

• 

J)f. -Por inducci6n semi6tica-

~ (x) = j (~) 
j (e . ) = c . , para cada i é I 

-.i 1 

j (Xn) = 'j (Xn) 

'f (R . ) = R . , para cada j ~ J 
'J -J J 

j. sat pn .11 • • • ~ syss < ~ (!
1

) ••• '1 (~ ))~ 'Jcpn) 
no 'J sat '{' 'i sa t , 'f> syss 

j. sato( /\ J syss 

j sat o(v~ syss 

j sat G\"~)'3 syss 

j satQ"'~ Jl syss 

J sat e( y 'j sat j.> 
'j sat O( o J sat T3 
si 'j- sat °"' , entonces 'j sat J3 
'j sat CY' syss t sat ~ 

'j sa t Jl ~ lp syss para cada z é S : ~ : sat 'f 

d sa t V ~ <f syss para algún z 6 s :J: sat 'f 

j sat/1 ~n~ s:yss para cada 

zn 

Zné S : ~ zn sat ~ n 
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4. Sistemas generales. 

xl • • .xn 

x
1 
••• x 

- -n 

No todos los sistemas proporcionan una base correc­
ta para interpretar )( • El problema reside en que da­
do un sistema y una interpretaci6n, los predicados 
n-arios de ~ denotan subconjuntos de sn, pero no ne­
cesariamente elementos del universo S del sistema. 
Este es el problema que se pretende ev~tar al introdu­
cir los sistemas generales. 

4.1. Relaciones definibles en un sistema. 

Sea 2 un sistema del mismo tipo que 'X . 
Df. R C Sn es una relaci6n definible en~ si 

y s6lo si existe una f6rmula V de ;::t , distintas va­
riables individuales x

1 
••• x y una interpretaci6n 

"'f sobre Z.. tal que: -n 

1 ( A ~l. • • ~ Y1 ) = R 

Df. ~ es un sistema general si y s6lo si para ca­
da t sobre 2. , para cada ¿s

1 
••• x distintas y 

para cada y de ~ , en d6nde las ~riables indivi­
duales libres son a lo sumo x

1 
••• xn , se verifica: 

'J ( A ~l • • • x n l( ) 6 S n 
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5. Sistemas intermedios 

5.1. Definici6n 

Nota: Los signos f\J , ...(_ , Y , ~ , ~ , ~ , j , 
-Negador, conyunctor, disyunctor, condicionador, bicon­
dicionador, generalizador, particularizador-

son usados aquí como paráfrasis de las posibles expre­
s i ones correspondientes del castellano. 

J( =(A, (An)n~N ((ci) i~I (Rj>j<!J> es 

un sistema intermedio si y sólo si: 

i 

ii 

iii 

iv 

V 

\J. n X (n ~ N Á.. X é A -) An 
n 

~ n pX (né N-f l~Á..pé~O, 1, ••• 

~)<x 1 ••• x n-p ~ / j z1 ••• zp ( x1 ••• 

~Xlé A ) J n-p 

X~ A ) 
n 

n- lJÁ. X é- An 

X z1 • • • Z 'L n-p P r-

ti n X ( n ~ N Á. X é A -) 
n 

X X A é A n.¡.l ) 

~ n X e (n é N - ~ l~ Á. X ~ An ~ e d: 5n --:'\ 

1<x1••• xn) / (xé'(l) ... xe(n))é X~ C::: An) 

Un~ A ) . n ~nD(néN..lDC..A ~ 
n 

5 .2. Teorer;:as. 
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Nota: En cada uno de los teoremas siguientes, que ci­

to sin pruebas ( A, ( An) n~N ••• ) es un sistema inter­

medio. 

~ n D (n~ N Á. DC A ~n D ~ A ) 
n n 

~ n X y (néHÁ.X,Ytf A=.> x() Yé A ) 
n n 

5.2.3. ~ n X Y (n~ N ÁX,Y é: A =-) X\JY~A ) 
n n 

5.2.4. ~ n (n~ N ~ Ané A ) 
n 

5.2.5. ~ n (né N ~~<=A) 
n 

5.2.6. J nXY (né-N Á X,Y ~ A ~ X - Y E A ) 
n n 

5.2.7. ~ n X Y ( n E N Á.. X , Y é A =-? 
n 

X~Y 6 A ) 
n 

d6nde X""'> Y = An - (X - Y) 

5.2.8. 't} n X y (néN .{.. X,Y 6 A ~ x¿VJy ~ . A ) 
n n 

d<Snde XvJ°> Y = (X0Y) n (Y~X) 

5.2.9. ~ n p X (néN -i l~..lX~An..(. pé~o,1, ••• n-1~ 
~(i 1 ••• ip')~~l ••• n~ P...(_ i 1 ( ••• ( ip ~ 
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-p 
) 

X. 1 • • • X ) / 
1 t n 

p 

5 • 2 .1 O. ~ n m X Y ( n, m <= N Á.. X E: A A.. Y lf A __:..~ 
n m 

XXY~A m) 
n + 

5.3. Ejemplos de sistemas intermedios que no son 
standard. 

d6nde para cada 

Ejemplo 2. Sea N el conjunto de los números natura­
les menos el cero. 
Sea G el conjunto de todas las permutaciones sobre 
los naturales. Es decir, de todas las bifunciones 
g:N~N. 

Sea Se el conjunto de todas las permutaciones sobre 
los numeres naturales que dejan fijos 1,2, ••• ,k • 

Es decir, 

Gk = ~ gé G / ~ n (nE: ~ l ••• k 5 ~ g (n) = n) 

Para cada X e= P ( I-f ) y para cada g é G , se define 

g (X)~ P (11f) del sig-Uiente modo: 
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g (X) = ~ ( g ( x
1 

) • • • g ( x n ) ) / ( x
1

• • • x n ) ~ X j 
Por otra parte, X ~ P (lf) es Gk -invariante si y 

s6lo si X = g (X) 

Para cada n éN, 

para cada g é Gk • 

A(k) es el conjunto de las relacio­
n 

nes n-arias sobre N que son Gk-invariantes. 

Proposici6n: Jt (k) = ( N ( A (k)) \. es un siste-
' n n~ N l 

ma intermedio 

6. La relaci6n de identidad en los sistemas intermedios. 

En los formalismos de segundo orden se suele introducir 
la identidad mediante la defini6i6n 

!.. = ;¡_ ~Df ¡\ Z (Z ,!.~Z i.)• 

La identidad del formalismo, o lo que es lo mismo, el 

predicado A .!_ y_ A Z (~ !.e::--,~ z) , denota en cada 

sistema una relaci6n binaria a la que llamo identidad 
del sistema. En los sistemas sin adjetivos esta relaci6n 
pudiera no pertenecer al universo de relaciones binarias. 
Sin embargo, en los sis temas intermedios, la identidad 
del sistema est~ en el universo de relaciones binarias. 

En efecto, si Jl: = ( A, < An ~ né rt •• ) es un siste­

ma intermedio y j- una interpretaci6n sobre ~ , en­

tonces 1 (A .!_ ;¡_ !\ Z (Z !. ~ Z ;¡_) ) 

= n ( Z 
2 Ü (A - Z ) 

2 
) é A

2 Zé A
1 
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La relaci6n de identidad de un sistema intermedio pue­
de diferir de la prototípica relaci6n de identidad; 
es decir, de la relaci6n que mantiene un objeto consi­
go mismo y que falla con cua l quier otro objeto. 

En el ejemplo 1 de sistema intermedio, siempre que A 
no sea una clase unitaria, la relaci6n de identidad del 
sistema será distinta de la identidad prototípica. 

En este sistema para cada "J sobre ~ 

t sat /\ Z (~ !_ ~ ~ ;¡) 

incluso cuando t (,!.) = 1 y ) (;l) = 2 

De forma parecida, en el ejemplo 2 de sistema interme­
dio la relaci6n de identidad del sistema es 

Fácilmente se comprueba que esta relaci6n es G -inva­
riante y que por tanto está en el universo de r~lacio­
nes binarias del sistema. 

En este sistema se verifica que si ) es una interpre­

taci6n sobre él, ) sat /\ Z (z X ~ Z J:_) inclu­

so cuando j- (,!.) f j. (z) siempre que j. (!_) e 'j- (z) 
sean mayores que k. 

6.1. Sistemas intermedios con identidad. 

A algunos, entre los que me cuento, puede molestar­
les el hecho de que en muchos sistemas intermedios la 
identidad del sistema difiera de la identidad prototí­
pica. Se me ocurren dos soluciones para este problema. 
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La primera consiste en introducir la igualdad del mis­
mo modo que en primer orden; es decir, como concepto 
primitivo, haciendo que el relator diádico est~ en-
tre las constantes del formalismo y estipulando reglas 
de uso de este signo. En la interpretaci6n del forma­
lismo se postulará que si cJt es un sistema y ~ una 
interpretaci6n sobre Jf , t sat !_ = y_ si y s6lo 

si t (!.) = J. (y_). Los sistemas intermedios con 
identidad adecuados a estos formalismos, s6lo se dife­
rencian de los sistemas intermedios en que la prototí­
pica relaci6n de identidad está en el universo de rela­
ciones binarias. 

Otra soluci6n es introducir la igualdad mediante 
la definici6n 

X== V~ 
- "'- Df 

y utilizar sistemas intermedios con identidad. 

Si cJl. es un sistema intermedio tal que 

1 <X y > é: A 
2 

/ X = y ~ 6 A2 
y 'j una interpretaci6n sobre ~ , entonces 

'?J. sat /\ z2 
(/\E. z2

u u -3> z2
.!_y_) 

syss 'J (,!.) = J- (y_) 

6.1.l. Definici6n. 

cJ:I es un sistema intermedio con identidad si y 

s6lo si ~ es un sistema intermedio y 

vi \) n (n~N~(x 1 ••• xn)éAn / x1 = ••• xn~é An) 
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Es decir, las diagonales de las potencias de A 
son posibles en ¡}¡. • 

6.2. Ejemplos de sistemas intermedios con identidad. 

Ejemplo l. Sea A = ~ 1,2 ~ 

Sea h : A __,., A 

1 --» 2 

2 ~l 

Para cada X C An , h (X ) = 

= ~ < h (X 1) • • • h (X n) > / ( xl. • • X n) é: X i 
El sistema ~ = (A, <A > N) d6nde para cada 

n n~ 

n é N , An = r XC An / X = h (X)~ es un sistema 

intermedio con identidad. 

Ejemplo 2. El sistema Jt. = <A, ( An) né N) del 

ejemplo 2 de 5.3. es un sistema intermedio con iden­
tidad. 

Este sistema es intermedio y posee la identidad. 
Sin embargo, pese a poseerla, 

~ (A ~ Y. ¡\ Z (~ ~ ~ ~ ~) ) no es la 

identidad. Todo depende de c<Smo se introduzca la igual­
dad en el formalismo. 

6.3. Notaciones y teoremas. 

Como se ha visto, depende de cómo se introduzca l a 
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igualdad en el Iorrnalismo y de si el sistor.2 interme­
dio posee o no la identidad, el que 

) (A .!_ ;¡_ x = ;¡_) sea o no la identidad 

prototípica. 

Sin embargo, utilizar~ la notaci6n unificada IA2 
para hacer reierencia a la relaci6n binaria 

'1(Ax~ ~=z) siendo c:Jf- un sistema 

y j una interpretaci6n sobre JI. 
En los casos en que ~ = ;¡_ sea una f6rmula del 

formalismo ~ en d6nde la igualdad se introduce median-

te /\ Z (~ ~ ~ Z -;¡_ ) y Jt sea un sis tema inter-

medio, IA2 =fl (z
2 lJ (A - Z)

2
). Z ~ A

1 

Cuando x = ;,: sea una f 6rmula de un formalismo 
de segundo orden con igualdad o en d6nde la ingualdad 
se introduce mediante 

¡\ z
2 el\~ ~ 2 1::!.. ~ ~ J/x ~) y ~ sea un 

sistema intermedio con identidad, 

IA2=~(xy)é.A
2 

/ X=y~ 
De forma similar, introduzco la 

para hacer referencia a la relaci6n 
notaci6n 
n-ádica 

1- e A x 1 ••• ~ ••• l\x l=X) -n- -n 

6.3.1. ~ n p X (néN -~ 11..(. X éAn .Á.. Pé 

~to,1, ••• ,n-1~ Á(i1 ••• ip ~é'=~ l ••• njp ,,.,<. i 1 ( ••• 
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•••< ipA.(j1 ••• jp)é;({1 ••• n3-i i 1 ••• ip~)p~ 

{ ( x1 • • • x n ~ / ( x
1

• • • x n) 6 X....(. tJ s ( s é=l 1. • • p} 
~ (x x. ) 6 I 2 ) 3 G A ) 

i J A n 
s s 

Para hacer referencia a esta relaci6n escribo: 

(ji· •• jp > 
PROY( 

1
. ) I X 

i1··· p 

7. Teorema. 

Si c:Jl es un sistema intermedio, entonces para 
cada ) sobre J1 , para cada x

1 
••• x distintas 

y para cada ~ de ~ en d6nde las varlables indivi-
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c.uales libres son a lo surio x
1 
••• x , se verificD,: 

- -n 
'-lc\x .•. x lo)é A '1 /\ -1 -n l 11 

Con este teore ~a demue s tro que la clase de los sis­
temas interriedios es un subconjunto de la de los genera­
les. 

La demostraci6n es por inducci6n semi6tica sobre 
la construcci6n de f6rmulas. 

En el caso de f6rmulas simples consideramos toda 
la posible complicaci6n que pueda darse en ellasf que 
aparezcan constantes, que algunas variables estén repe­
tidas y q_ue la, secuencia de a )arici6n de las vai·iables 
x, ••• x como términos de la f6r rnula simple sea dis-
-+ -:-ri 
tinta de la marcada :90r los subíndices 1, ••• n • La per-
tenencia a A de l a relaci6n ~ (A ~ 1 ••• x lf ) , 
cuando <e es

11
una f6r r::ula simple, se sigue de ]] defi­

nici6n de los sistemas intermedios y de los teoremas al­
gebraicos que se cumplen en ellos; en especial, de la 
ree la iv de 5.1. y de los teoremas 5.2.10. y 
6.3.2. 

Por otra parte, si el teorema se cumple para una 
f6rmula 'f , es fácil probar que también se cumple para 
-i 'f usando la regla i de 5.1. Si el teorena se 

cumple para f6rmulas cualesquiera q' y p , también se 
cumple para su conyunci6n, disyunci6n, condicional y 
bicondicional. Se usarán respectiv.s,mente, los teoremas 
5.2.2., 5.2.3., 5.2.7. y 5.2.8. 

Por último, si elVteorema se cump~1 para <p , tam-
bién se cumple para ~ <e y para V Zm (f • En el 
primer caso usando la regla ii de 5.1. , en el segun­
do, la regla v • 

Fundación Juan March (Madrid)



24 

8. Al .i:i;ebras de Boole. 

De los sistemas intermedios puede hablarse en el 
lenguaje de las ál :;ebras de Boole. Concretamente, puede 
demostrarse que los universos relacionales de un sistema 
intermedio o son finitos o son supernumerables. 

8.1. Definiciones. 

8.1.1. Al,";'ebra de Boole de un conjunto de subconjuntos. 

Df. °ü3 = < B, U , íl , .y ) d6nde B es un conjunto de 
subconjuntos de un cierto H - es decir, B C P (H) -
y B está provisto de las operaciones binarias U , n 
junto con la operaci6n monaria -t' - d6nde x-f = H - X -
es un ál~ora de Boole si: 

i 

ii 

iii 

y1f:B, H~B 

V X y (X' y 6 B "' X \)y é B) 

~X (X é B .-::) l.A'E B) 

Nota: La anterior definici6n sólo abraza a los casos en 
que las operaciones u ' n sean la uni6n e intersec-· 
ci6n de conjuntos. 

8.1.2. Algebra de Boole completa. 

Df. El álc;ebra de Boo1e (J5 = ( B, U, f) , 4 
, u, n > 

es completa si verifica además, 

iv ~ D (D e: B :4 Un cG :s) 

Hota: En este caso U es la gran uni6n. 
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8.1.3. Atomos. 

Df. X é B es un átomo si y s6lo si X f ~ y 

'<] Y (Yé B ~ X C. Y Y' X () Y = ~ ) 

Es decir, un elemento de B es un átomo si no es 
vacío y si está contenido en todos los elementos de B 
que tienen al menos un elemento en comi!n con él. 

8.1.4. Algebra de Boole at6mica. 

Df. '03 es a t6mica si y s6lo si 'J X (X é B Á X .J rjJ 
_..., ~ Y (Y ~ I3 .A... Y es un átomo ....<.. Y 6 X ) ) 

Es decir, un á l r;eb :::-a de Boole es at6mica si :oara 
cada elemento de ~ h ~y un átomo contenido en él. 

8.2. Teorema. 

Para cada n é N , 
pleta. 

A es un ál0ebra de Boole com­
n 

Demostraci6n. 

Sea n éN. Por definici6n 
n 

junto de subconjuntos de A • 
A C:::: P (An) es un con­

n 

Además, 

- Por 

Por 

(X , Y 6 A i) X U Y ~ A ) 
n n 

- Far 5.2.3. -

tl x (XéA ~An- XéA) 
n n 

- Por re ~ la i de 5.1. -
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Se verifican por tanto las condiciones i , ii y 
iii que califican a A como álgebra de Boole. 

n 

V n ( n e A =-) U n é A ) 
n n 
- Por regla v de 5.1. -

A es por tanto un álgebra de Boole completa. 
n 

8.3. Definici6n alternativa de los sistemas intermedios. 

~ = (A, ( An ~ n ~ N ( ( c i > i ~ I ( R j ) j é J > es -

un sistema intermedio si y s6lo si: 

i Para cada n E N , ( A , U , () , .4- , U , íl) es un 
n 

ál~bra de 
, ~ n Boole completa siendo ~ el cero del álgebra 

y A el elemento unidad. 

ii V n p X (n é N - { 1 ~ ..(.. p ~{ o, 1, ••• , n - 1 ~ ~ 
X ~ A n --'> ~ ( x 1• • • xn-p > / ~ z 1• • • z p ( x1 • • • x n-p 

z
1 
••• z ) ~ X 1 1: A ) 

P J n-p 

iii 't) n X (n t= NA. X~ A ~ X )C A: E A ) 
n n-1 

iv \} n X e (n 6 N - i l ~ ...(. X 4!i: A ..(. e~ '$ -~ 
n n 

i<x1••• xn) / (xe(1)• .. xe(n))é x)é An) 

La equivalencia de esta definici6n con la defini­
ci6n 5.1. se sigue del teorema 8.2. 

9. Cardinalidad de los universos A en sistemas inter­
n 
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medios. 

Demuestro que para cada n 6: N , A es finito o 
n 

supernumerable. La cardinalidad de A es una consecuen-
cia del hecho de ser ( A , V , n , -t ~ U , n ) un ál­
gebra de Boole completa ~ at6mica. 

9.1. Teorema. 

Para cada n cr: N , ( A , \) , 1) , ..f , U , n ) es 
un álgebra de Boole at6mica.n 

Demostraci6n. 

Sea i} el conjunto de 

Es decir, 11 = ~ X é 

x(.yyxl)y= ~) 

los átomos de 

A-~~~/ ti n 

A • n 

Y (Y~ A ~ 
n 

Demuestro que para cada relaci6n n-aria no vacía, 
existe un elemento de 11- contenido en él. 

En efecto, 

Sea Xé A 
n 

y 

Por ser X no vacío, existirá al menos un elemen­
to en X • Digamos e ~ X. 

A 
n 

Sea E la gran intersecci6n de los elementos de 
a los que pertenece e • Es decir, 

Usando · 5.2.1. 
fácil comprobar que 

demuestro que E ~ A • Es también 
E es un átomo y quencontiene a X. 

Queda demostrado pues que el ál ~ ebra de Boole 
es at6mica. 

A 
n 
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9. 2. Teorema. 

Para cada né N , A es biyectable con P (""J/ ). 
n 

Demostraci6n. 

Sea f : A 
n 

p cll ) 
BC. l} ÜB.!::A 

Es fácil demos trar que f 
tiva. En efecto, sean B

1 
y B

2 
Si U B = U B entonces B

1 
tos de t1 y B~ son ~tomos. 

n 

es inyectiva y epiyec­
conjuntos de ~tomos. 

= B
2 

ya que los elemen-

Por otra parte, toda relaci6n X€: A puede ser 
expresada como la gran uni6n de un ciertonconjunto de 
~tomos. Concrete.mente, X = U B d6nde B = i D / D = 

n ~Y i: An / X é Y 3 , X é X j 

9.3. Teorema. 

Para cada 

Se sigue 
l as partes de 
merable si l1 

n ~ N, A 
n 

es finito o supernumerable. 

del teorema 9.2. 
~ es finito si 
es numerable. 

ya que el conjunto de 
if es finito y supernu-

10 . Sistemas generales no intermedios. 

Como se ha visto, los sistemas intermedios se ca­
racterizan por tener conjuntos finitos o supernumerables 
como universos relacionales. Es este el motivo por el 
que no todos los sistemas gener ales son intermedios. En 
efecto, en l a demostraci6n del teorema de completud se 
hace uso de un conjunto ~ m~ima m ente consistente y 
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ejemplificado de sentencias para construir con su ayuda 
un sistema general. Puesto que l\ es numerable y el sis­
tema construido consiste básicamente en tomar como uni­
verso S el de las constantes individuales y como ele­
mentos de los universos S las relaciones 

n 

t ( .2..1 • • • ~ > / Dn .Q.1 • •• ~eLJ.}, tanto S como los. 

S son numerables. Para construir el sistema 
n 

< S ( S ) ) se uti" lizan c1· ertas relaciones n n~ lT • • • 

de equivalencia. Esto no modifica la argumentaci6n que 
estoy haciendo en lo fundamental; los universos podrán 
ser finitos en vez de numerables, pero nunca podrán ser 
supernumerables. Concretamente, los universos S se­
rán numerables siempre que est~ en .Ó alguno denlos 
axiomas de infinitud; como por ejemplo, 

\} z ¡\ .!. V :¿_ ( 1 Z 2S. .!. A z .!. :¿_ A 

¡\ ~ .!:!_ (z ~ ~ /\ Z ~ .!:!_ ~ Z X _l!)) 

.J. w. Robbin, en su libro Mathematical Logic, cita 
como sistema general el siguiente: 

d6nde para cada ne! N , 

siendo A(k) el conjunto de las 
n 

relaciones n-arias sobre N que son Gk-invariantes. 
Como se recordará el sistema 

( JJ , ( A~k))n~ N > fué utilizado en 5.3. como 

ejemplo de sistema intermedio. Pues bien, aunque cada 
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uno de los sistemas ( N , < A~k)) n é N ) son inter­

medios, ( H , ( An) nE:- N ) no es un sistema intermedio. 

De hecho, < N , ( An> ne N > tiene todas las pro­

piedades de los sistemas intermedios excepto la de la 
completud del ~lgebra. 

Esto nos permite apreciar la importancia de la pro­
piedad de ser un álgebra de Boole completa en la delimi­
taci6n de la frontera entre los sistemas generales inter­
medios y los que no lo son. 
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28. - Investigación y desarrollo de un analizador diferencial digital 
(A.D.D.) para control en tiempo real./ Vicente Zugasti Arbizu 
(Física. España, 1975) 

29.- Transferencia de carga en aleaciones binarias./ Julio A. Alonso 
(Física. Extranjero, 1975) 

30. - Estabilidad de osciladores no sinusoidales en el rango de 
microondas./ José Luis Sebastián Franco 
(Física. Extranjero, 1974) 
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31.- Estudio de los transistores FET de microondas en puerta común.¡ 
Juan Zapata Ferrer. (Ingeniería. Extranjero, 1975). 

32. - Estudios sobre la moral de Epicuro y el Aristóteles esotérico./ 
Eduardo A costa Méndez. (Filosofía. España, 19 73). 

33. - Las Bauxitas Españolas como mena de aluminio./ 
Salvador Ordóñez Delgado. (G eología. España, 1975). 

34. - Los grupos profesionales en la prestación de trabajo : obreros y 
empleados./Federico Durán López. (Derecho . España, 1975). 

35. - Obtención de Series aneuploides (monosómicas y ditelosómicas) 
en variedades españolas de trigo común. /Nicolás J ouve de la 
Barreda. (Ciencias Agrarias. España, 1975). 

36. - Efectos dinámicos aleatorios en túneles y obras subterráneas./ 
Enrique A/arcón Alvarez. (Ingeniería. España, 1975). 

37. - Lenguaje en periodismo escrito. /Fernando Lázaro Carreter, 
Luis Michelena Elissalt, Robert Escarpit, Eugenio de Bustos. 
Víctor de la Serna, Emilio A/arcos Llorach y Juan Luis Cebrián. 
(Seminario organizado por la Fundación Juan March los días 
30 y 31 de mayo de 1977). 

38. - Factores que influyen en el espigado de la remolacha azucarera, 
Beta vulgaris L. /José Manuel Lasa Dolhagaray y Antonio 
Silván López. (Ciencias Agrarias. España, 1974). 

39. - Compacidad numerable y pseudocompacidad del producto de 
dos espacios topológicos. Productos finitos de espacios con 
topologías proyectivas de funciones reales./losé Luis Blasco Olcina. 
(Matemáticas. España, 1975). 

40. - Estructuras de la épica latina. /Mª. del Dulce Nombre 
Estefanía A lvarez. (Literatura y Filología. España; 19 71 ). 

41. - Comunicación por fibras ópticas./Francisco Sandoval 
Hernández. (Ingeniería. España, 1975). 

42. - Representación tridimensional de texturas en chapas 
metálicas del sistema cúbico./losé Antonio Pero-Sanz Elorz. 
(Ingeniería. España, 1974). 

43. - Virus de insectos: multiplicación, aislamiento y bioensayo 
de Baculovirus. /Cándido Santiago-A lvarez. 
(Ciencias Agrarias. Extranjero, 1976). 

44. - Estudio de mu tan tes de saccharomyces cerevisiae alterados 
en la biosíntesis de protez'nas./Lucas Sánchez Rodrzguez. 
(Biología. España, 1976). 

45. - Sistema automático para la exploración del campo visual. 
José Ignacio A cha Catalina. (Medicina, Farmacia y Veterinaria. 
España, 1975). 
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46. - Propiedades físicas de las variedades de tomate para recolección 
mecánica./Margarita Ruiz Altisent. (Ciencias Agrarias. España 1975). 

4 7 - El uso del ácido salicílico para la medida del pH intracelular en 
las células de Ehrlich y en escherichia coli./Francisco Javier 
García-Sancho Martín. (Medicina, Farmacia y Veterinaria. 
Extranjero, 1974). 

48. - .Relación entre iones calcio, fármacos ionóforos y liberación 
de noradrenalina en la neurona adrenérgica periférica./ 
Antonio García García. (Medicina, Farmacia y Veterinaria. 
España, 1975). 

49. - Introducción a los espacios métricos generalizados./ 
Enrique Trillas y Claudi Alsina. (Matemáticas. España, 19 74). 

50. - Síntesis de antibióticos aminoglicosídicos modificados./Enrique 
Pando Ramos. (Quz'mica. España, 1975). 

51. - Utilización óptima de las diferencias genéticas entre razas en la 
mejora. /Fernando Orozco y Carlos López-Fanjul. (Biología 
Genética. España, 1973). 

52. - Mecanismos neurales de adaptación visual a nivel de la capa 
plexiforme externa de la retina./Antonio Gallego Fernández. 
(Biología Neurobiología. España, 1975). 

53. - Compendio de la salud humana de Johannes de Ketham. /Mª. 
Teresa Herrera Hernández. (Literatura y Filología. España, 19 76). 

54. - Breve introducción a la historia del Señorío de Buitrago./Rafael 
Flaquer Montequi. (Filosofía y Letras. España, 19 75). 

55. - Una contribución al estudio de las teorías de cohomología 
generalizadas. /Manuel Castel/et Solanas: (Matemáticas. 
Extranjero, 1974). 

56. - Fructosa 1,6 Bisfosfatasa de hígado de conejo: modificación 
por proteasas lisosomales./Pedro Sánchez Lazo. (Medicina, 
Farmacia y Veterinaria. Extranjero, 1975). 

5 7 - . Estudios sobre la expresión genética de virus animales./ 
Luis Carrasco Llamas. (Medicina, Farmacia y Veterinaria. 
Extranjero, 1975). 

58. - Crecimiento, eficacia biológica y variabilidad genética en 
poblaciones de dípteros. /Juan M. Serradilla Manrique. 
(Ciencias Agrarias. Extranjero, 1974). 
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59. - Efectos magneto-ópticos de simetría par en metales 
ferromagnéticos./Carmen Nieves Afonso Rodríguez. 
(Física. España, 1975). 

60. - El sistema de Serve t./ Angel Alcalá Calve. (Filosofía. 
España, 1974). 

6 J. - Dos estudios sobre literatura portuguesa contemporánea./ 
David Mour"iio-Ferreira Y · Vergilio Ferreira. (Literatura y Filología, 1977). 
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