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SISTEMAS INTERMEDIOS

La 16gica de segundo orden se caracteriza por
la utilizacién de variables cuantificables que se
refieren a relaciones, Si aceptamos como origen
préximo de la 1légica el trabajo de Frege, diremos
que las nociones primeras sobre 1l6gica de segundo
orden se desarrollan en los inicios de la 1l8gica.
Efectivamente, al introducir su notacién cuantifi
cacional en la primera parte de Begriffsschrift,
Frege plantea la doble opcién de usar variables
que se refieran a individuos o a relaciones, Sin
embargo, la separacién efectiva entre la 1l6gica de
primer orden y la de segundo orden, aunque implici
ta en la teorfa de los tipos de Russell, no se con
solida hasta el trabajo de Hilbert y Ackermann,

La cuantificacién sobre variables relacionales
confiere a estos formalismos una gran potencia ex
presiva. Para ilustrar este incremento de poder ex
presivo, supongamos que nuestras variables indivi
duales varfan sobre los ndmeros naturales, En la
18gica de primer orden no podemos decir que para
cada dos propiedades de los naturales existe otra
propiedad que cumplen aquellos naturales que veri
fican la primera de las propiedades y no verifican
la segunda, Sin embargo, en la 1l6gica de segundo
orden podemos formalizar este pensamiento como si




gue:
AxtVzAz gresxzaa )

Varias importantes teorfas matemfticas tales co
mo la aritmética natural y el 4lgebra real se forma
lizan adecuadamente en segundo orden. En efecto, de
bido a la capacidad expresiva de esta l1l6gica, el
principio de induccién natural puede formalizarse
as{:

A é(&gA/\z(_Z_ié.Z_.s_zs)%/\z Z x)

Aparte del interés histérico que tiene el poder ex
presar un principio explicitamente formulado y usado
por Pascal, la formalizacién en segundo orden de es
te principio posee ventajas en si misma. Me estoy
refiriendo a la fuerza de la cuantificacibén sobre to
dos los conjuntos de mimeros naturales, En primer
orden, usando un nimero infinito de axiomas, no se
consigue dar tanta generalidad; de hecho, sélo nos
podemos referir a los conjuntos de naturales defini
bles mediante férmulas de primer orden,

Por otra parte, si N es la aritmética de Peano
de segundo orden, se puede demostrar que todos los
sistemas standard de segundo orden que sean modelos
de N son isomorfos. Es decir, N constituye un
conjunto de férmulas categérico. Sin embargo, la
aritmética de Peano de primer orden no es categérica.

De forma similar, el dlgebra de los reales es
expresable categéricamente y mediante s6lo un nimero
finito de axiomas en segundo orden. Por supuesto,
estos resultados son inconseguibles en primer orden.
Estas importantes diferencias entre teorfas de pri
mero y sezundo orden existen no sélo en los casos
citados de la aritmética y el 4lgebra, sino también



en los de otras teorfas matemdticas entre las que
se cuentan varias teorfas de geometrfa.

Otro aspecto en el que las teorfas de segundo
orden snn superiores a las de primer orden es que,
a causa del aumento de capacidad expresiva, algu
nos conceptos tomados como primitivos en la légica
de primer orden pueden introducirse por definicién
en la de segundo orden. Tal es el caso de la igual
dad que en segundo orden puede definirse formali-
zando el principio de identidad de los indiscerni
bles de Leibniz. En segundo orden tenemos una do
ble opciéne Podemos introducir la igualdad del mis
mo modo que en primer orden; es decir, ahiadiendo
una constante predicativa binaria que denote la re
lacién de identidad. Podemos también definir
X = y mediante la férmula

AL (L ze>Y y)

En los sistemas standard esta férmula es satisfecha
siempre que y sélo cuando las denotaciones de las
variables libres X e y coincidan. Esto signifi
ca que en los sistemas standard la denotacién de la
constante "=" es la prototfpica relacién de iden
tidade. Es decir, la relacién que mantiene un objeto
consigo mismo y que falla con cualquier otro objeto.

Por otra parte, en la 1légica de segundo orden
podemos hacer uso del abstractor. E1 signo .A de
abstraccién fué introducido por Church y permite
construir predicados a partir de férmulas. El con
cepto de abstraccién de clases y relaciones, aungue
haciendo uso de una notacién menos cémoda, fue ex
tensamente usado por Frege. Russell y Whitehead tam
bién lo utilizaron en los Principia.



Es también interesante observar cdémo en los for
nmalismos de segundo orden con abstraccién se lleva
a cabo una antigiia aspiracidn. Ne refiero a la posi
bilidad de construir un célculo l&gico de segundo
orden usando como finicos conceptos primitivos los de
identidad y abstraccién. En efecto, ya en 1923
Tarski plante8 la cuestién. Mds tarde Quine obsevs
que los cuantificadores podfan ser definidos en fun
cibn de la igualdad en un formalismo que contuviers
el abstractor. Por ejemplo, si A x @ (x) es el pre
dicado monario obtenido por abstraccién a partir de
lz férmula \P (5) s entonces podemos definir

AZ‘_‘P(E) mediante: /\x(p(x)= A x X =X

El desarrollo completo de un cédlculo lbgico con
estos Unicos conceptos primitivos se lo debemos a
Henkin.

Con el paso del tiempo, la identidad se ha rea
firmado en su posicidn de concepto base. A ello hay
gue sumar su importancia histérica en el desarrollo
de la légica. En cualquier punto de este desarrollo
en que nos situemos -piénsese en AristSteles, Leib
niz, Frege, Tarski, Quine o Henkin- encontraremos
precisiones y utilizaciones de este concepto. Y co
mo hemos seflalado, la realizacién de las aspiracio
nes centradas en la igualdad pasa por el uso de la
cuantificacién sobre variables predicativas; es de
cir, por la l8gica de segundo orden,

A pesar de todas estas ventajas evidentes de la
16gica de sesundo orden sobre la de primer orden,
existe una gran desventaja: la de se-undo orden es
incompleta en un sentido muy importante. Es decir,
la clase de las sentencias vdlidas en todo sistema
standard no coincide con la de las sentencias dedu



cibles sin premisas en el c&lculoj; hay férmulas 168
gicamente vdlidas que no son teoremas légicos.

El problema es que la 1l8gica de segundo orden
no s8lo es incompleta, sino incompletable: no se
pueden afadir axiomas y reglas de inferencia hasta
hacer coincidir la clase de las férmulas légicamen
te v4lidas con la de los teoremas l&gicos. Estos
resultados se siguen a vartir del trabajo de GBdel.
Concretamente, G8del probd que la identificacién de
férmulas verdaderas de la aritmética con férmulas
formalmente derivables de los axiomas de Peano era
insostenible y también, que si existiera una prueba
de consistencia tal como Hilbert la planteaba, en
tonces la aritmética seria incompleta.

Debido en parte al problema de la incompletud,
los formalismos de segundo orden no han sido muy
estudiados, Sin embargo, recientemente se observa
un incremento de la atencidn prestada a éstos y a
formalismos cuya capacidad expresiva se situda entre
el primero y el segundo orden. Sstos estudios quedan
englobados en el dmbito de la teorfa de modelos.

En la 18gica actual muchas de las cuestiones es
tudiadas son de la forma:iTiene una cierta estructu
ra matemdtica una propiedad dada? En la teorfa de
modelos se estudian todas las propiedades, o mejor,
una restringida pero extensa clase de propiedades.
Normalmente, estas propiedades se pueden expresar
en un cierto lenguaje. Por ejemplo, la vpropiedad de
ser un grupo o de ser un grupo abeliano son expresa
bles en un lenguaje de primer orden. Entonces, en
vez de decir que el grupo G es abeliano, podemos
decir que es un modelo de la sentencia de primer or
dien  Axy £xy- fyx



Sucede que existen resultados aplicables a to
das las propiedades expresables en primer orden.
Estos resultados se basan en el modo esvecial en
que las propiedades se expresan; es decir, en los
lenguajes de primer orden,

Algunos de los resultados son muy convenientes;
por ejemplo, los teoremas de comnletud, compacidad
y el de Léwenheim-Skolem., Este dltimo data de 1915,
fecha en la gue L¥wenheim probd que si una teoria
finitamente axiomatizable tenia un modelo, entonces
tenfa un modelo numerable. l4s tarde Skolem lo ex
tendié a teorfas numerables. Otras remodelaciones y
extensiones del teorema se deben a Tarski y a Henkin.
El teorema de completud fué demostrado por GBdel y
nfs tarde, en 1950 Henkin dié una nueva versién del
mismo.

A pesar de todas estas ventajas de los formalis
mos de primer orden y de que por supuesto se pueden
decir cosas interesantes en ellos, la légica de pri
mer orden no es suficientemente expresiva, no sirve
de lenguaje universal para toda la matemdtica. De
hecho, s6lo pueden ser descritas categéricamente me
diante sentencias de primer orden las estructuras
finitas,

Es natural por tanto, investigar otros lenguajes
méis expresivos. Convendria que los nuevos lenguajes
conservaran en lo posible las ventajas de los de pri
mer ordenj; es decir, que se cumplieran para ellos
los teoremas antes citados. Esto a veces resulta im
posible pues algunas de las ventajas llevan como
consecuencia la merma del poder expresivo. Concreta
mente esto es lo que sucede en el caso de los teore
mas de compacidad y de LBwenheim-3kolem respecto de



la imposibilidad de caracterizar estructuras infini
tas mediante axiomas categbricos. Por tanto, uno
tiene que elegir qué virtudes le interesa preservar.

En ¢l caso de la.lbgica de sezundo orden se pue
de demostrar un teorema d4bil de completud. En 1950
Henkin mostré que existe una cierta completud para
la teorfa de los tipos siempre que se admitan nocio
nes no cldsicas de verdad. Se trata de ampliar el
concepto de modefo a fin de poder extraer de entre
las sentencias verdaderas en el sentido clidsico o
standard, aguellas que son formalmente probables en
el cdlculo, Las sentencias vdlidas de los nuevos mo
delos son deducibles en el cdlculos es decir, la teo
rfa de los tipos es completa respecto de estos mode
los.

La definicién de los nuevos modelos no es cons
tructiva, no proporciona un procedimiento algebrai
co que permita construirlos. Este problema estd en
el nficleo de mi investigacién.

Para caracterizar algebraicamente a los sistemas
generales es preciso traducir en reguisitos de dicha
naturaleza algebraica la condicidén de posibilidad o
existencia en ellos de todas las relaciones defini
bles en estos sistemas. Los requisitos definitivos,
caso de existir, serfan los gue permitiesen probar
la semejanza total de los sistemas construfdos me
diante ellos con los sistemas generales.,

El problema de la caracterizacién algebraica de
todos los sistemas generales no parece tener una so
lucién fécil. En efecto, sexiin se desprende del tra
bajo de Jon Barwise, Admissible Sets and Structures,
no es siempre el caso de que la interseccién de sis
temas generales sea asi mismo un sistema general.




De esto modo, se descarta al candidato natural que
serfa precisamente esta interseccién.

Sin embargo, he demostrado que existe una exten
sa clase de sistemas generales, a los que llamo sis
temas intermedios, que pueden ser definidos algebrai
camente, Para hacerlo utilizo cinco reglas. En los
sistemas intermedios se cumplen las obvias expecta
tivasj por ejemplo,
si  <a, (An) nen ...> es un sistema interme
dio, ¥y si X € Al , entonces A - X & Al
y si X, Y€ A , entonces 1N Ye A, .+ También,

si X € A2 s entonces su inversa est4 én A2 ¥y su

dominio primero estf{ en A

1 [ )
Una vez presentados los sistemas intermedios,
pruebo que son generales. Es decir, gque si es un

sistema intermedio, entonces todas las relaciones de
finibles en J? son posibles en Jz .

Pruebo ademés una serie de teoremas que me sirver
para demostrar la cardinalidad de los universos A
de un sistema intermedio. Los resultados que arrojgn
dichos teoremas califican a los A  como &lgebras
de Boole completas y atémicas que ncumplen ademés
ciertas condiciones suplementarias. Estas condiciones
relacionan entre sf los universos de distinto ntlimero
arioe.

Se sigue del hecho de que los universos An sean
4lgebras de Boole completas y atémicas, el que sean
conjuntos finitos o supernumerables, pero no numera
bles. Es por esto por lo que no todos los sistemas
generales son intermediose. En efecto, el sistema ge
neral del teorema de completud de Henkin tiene uni



versos relacionales numerables,

l., Sistemas

1.1, Definiciédn

2 es un sistema si y sélo si
Z_¢ >
=<8, Sn> nel ’ <<ci> i€ <Rj> j€J>

dénde:

i S ;4 ;Z( es el universo del sistema.

ii { S ) es una familia numerable de universos
n’ né€N

relacionales no vacios. Para cada natural n ,
s ¢ P (s").
n

iii (ci) i€l es una sucesién de elementos de S .

iv <Rj> j€3 es una sucesién de relaciones defini-
das sobre S , Estas relaciones estdn ordenadas a
su vez por la sucesién creciente de nimeros natura-
les < nJ.) j€7° Para cada j€J, Rj es una re-

lacién nj-aria definida sobre S .

67}

R_€

v Para cada JjE€J
J n

J
i P d ie I S, .
vi Para cada ie t ciz,é N



10
otas S es un sistema de tipo <I ,(nj> jeJ>

1.2. Sistemas standard y no-standard,

2 es un sistema standard si y s6lo si para cada
n€N : S - P (s").

2. es un sistema no-standard si y s6lo si para

algin nelN : sn,é P (s")

2. Interpretaciones

2.1, Definicién
Sea X un formalismo de segundo orden cuyos signos
peculiares estdn ordenados, <(c 1éI <B_J) jeJ> .
Sea 2 un sistema del mismo tipo que N

y es una interpretacidén de X definida sobre 2
si y sélo si \3' es una funcién tal que:
i A cada variable individual j le asigna un indi-

viduo de S ,

ii A cada wvariable predicativa n-aria del formalis-
mo \J' le asigna una relacibén n-aria del univer-

so S .
n
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3 - o, .

1

F@)- R

J

jiji Para cada i€l

iv Para cada j€J

242+ Interpretacibén v-variante de una dada.

Sea \} una interpretacién sobre 2 sy ¥V una varia-
ble de ;( (individual o predicativa) y v un elemen~
tode 2 ( v es un individuo de S si v es una va-

riable individual y v es una relacién de Sn si v

es una variable predicativa n-aria).

Df.}; - (1 -{(L?(X))})U{(l’.s V>}

3+ Denotacién y satisfaccidn.

Dado un sistema 2. de universo S y una interpreta-
cién ? definida sobre 2 s cada término de Z deno-
ta un individuo de S , cada predicado n-ario dez
una relacién n-aria definida sobre S =Es decir, un

subconjunto de 5" y cada férmula de E\,/ es satisfe-
cha o no por \j' .

Notacién:

Para indicar que 1 denota x enz mediante \3 es—
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cribo \} (t) = x .
o as n el 2 .

Para indicar que P  denota X en mediante \;
escribo \;" (_}'in) S
Para indicar que ‘P es satisfecha por \j' en Z es-—
cribo 3’ sat ‘f .
Df., -=Por induccién semibtica-

\g(l_’:) - 3 (x)

\3(21)

Y- )

E(B'j)z Rj s Para cada Jj& J

S P tieee b syss <\3(31) \'3(11,1 ))é\:f(f_n)
\3 sat I syss no ; sat (p
%sat dAy> 3yss \"} sat X y \3 sat)s
3 sat 0(\')3 syss \5 sat X o \_" sat )3
?} sat A-» syss si 3‘ sat & , entonces % sat}-s
3 sat&en ¥ syss 3( sat & syss \3' sat rs

z

c, g para cada ié& I

3sat/‘glf syss parz cada 2z € S 3\32. sat((

N

ssat\)g_(f) syss para algin z & S ‘\le sat\(
n

Z
-1 n \3
ysatA Z ‘,( syss ovara cada Z & Sn : Zn sat?
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n

Z
j‘ sat \} &nlr syss para algin 72" e S : ? g0 sat (f

...X

\}(Ax...x Y)—%(X '"x>/#x...x sat((}

4, Sistemas generales.

o todos los sistemas proporcionan una base correc-—
ta para interpretar X « E1 problema reside en gue da-
do un sistema y una interpretacién, los predicados
n-arios de x denotan subconjuntos de Sn, peroc no ne-—
cesariamente elementos del universo S del sistema,
Este es el problema que se pretende evzlltar al introdu-~
cir los sistemas generales.

4ele Relaciones definibles en un sistema.
Sea Z un sistema del mismo tipo que z .

Df. R C S° es una relacién definible en & si
y s6lo si existe una férmula 'f de :('f s distintas va-
riables individuales X. eee X y una interpretacién
—1 -n
sobre Z tal que:

3(/\51...%Y)=R

Df, 2 es un sistema general si y sélo si para ca-
da ? sobre 2 gy Para cada X_ see En distintas y
para cada ¢ de ){ s en dénde las variables indivi-

duales libres son a lo sumo Xjeee X o s€ verifica:
= =n

\5( /\ 1000 X, Lf:)ss
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5¢ Sistemas intermedios

5el. Definicibn
Hota: Los signos ™V , AL ,VYv , = 9%’V) ’ 3 ’

~Negador, conyunctor, disyunctor, condicionador, bicon-
dicionador, generalizador, particularizador-

son usados aguf como pardfrasis de las posibles expre-
siones correspondientes del castellano.

=y <D ey o) gy <Rj>jéJ> es
un sistema intermedio si y sélo si:

n

i \Vln X(néNz(-XéAn—> AT - X & An)

ii \} npX (ne ¥ =% 1§,£pe§o, lyeee n-154xeAn
=->§(x1... Xn-—p> /3 zl... zp (xl... xn—-p Zl"' zp>é

& X } € An_p)

)

iii VnX(néN«LXéA'—b XX A& A
n n+l

iv V’ nXxe (né& N-{lZIzL X & A A eesn:\
{(xl... xn> / <x€(l)'" xe(n)>é X%é An)

v b’nD(néN&DC_An::) UDé An)

5¢2+. Teoreras,
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Nota: En cada uno de los teoremas siguientes, que ci-
to sin pruebas < A, <An> neN ...> es un sistema inter-

medio,.

5.2.1. Yoo (nevADC & =>(lvea )
52424 \7’ nXY (n€NALX,Y €& A-n=> INye An)
5263 ‘J nXY (nelAX,Y& An=='> TVUYe An)
54244, \) n (nel = A€ a)

5¢2¢54 \7' n(ned = g & An)

5e2¢66 V)nx Y (nev A X,Yé An=b X -7 & An)

562670 enXY (neN A X,YéAn—.:) XY & An)
dénde XADY = A" = (X = Y)

542484 \7’ nXY (n€FW A X,y €2 => LENY € An)
ddnde XeW Y = (X DY) N (YAHX)

5e26%% V‘n p X (nen -gl?,x.xeAn,c pé?O,l,... n-11)
A(ijeee ip)é%l... n%& € vee B ==
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§<"1‘” Ti-1 Fiartt o K 1"”‘n> /
1 1 P D
yzlooo ZP < xl... xil— 1 Zl i 4

xip*' oo xn>é X 35 A _ p)

o]
]
.
[
.
e
N

5.2.10. U nmXY (n,m(‘.‘NO( XeAnA Y é Am -—=>
XX Y €4 )
n+mn

5e¢3. Ejemplos de sistemas intermedios que no son
standard.

Ejenlo 1. OB- N
jemplo 1 l} ( A,n< An$ n& N dénde para cada
neN, A =38 4 5

Ejemplo 2. Sea N el conjunto de los nimeros natura-
les menos el cero.

Sea G el conjunto de todas las permutaciones sobre
los naturales. Es decir, de todas las bifunciones

g: N >N,

Sea G, el conjunto de todas las permutaciones sobre
los nimeros naturales que dejan fijos 1y25eee sk »

Es decir,

Gk =? g€G /Un (né%l... k%:}g (n) =n)

Para cada X € P (N') y para cada gé& G , se define
g (X)& P (') del siguiente modo:
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= XX] see X3
g (1) =< g (x)) eee g8 (x) D / (xpoee x D
Por otra parte, X & P () es Gk—invariante siy

s6lo si X = g (X) para cada g € G, .

k
Para cada né&N, Aflk) es el conjunto de las relacio-

nes n-arias sobre N que son Gk—invariantes.

Proposiciéns f)%(k) ={N, < Ar(1k)>neN> es un siste-

ma intermedio

6o La relacién de identidad en los sistemas intermedios,

En los formalismos de segundo orden se suele introducir
la identidad mediante la definidién

X=y &> Aé (22632 y)

Df
La identidad del formalismo, o lo que es lo mismo, el

predicado ,\ X XA _Z_ (g_ 5(—';_2_ z) s denota en cada

sistema una relacién binaria a la que llamo identidad
del sistema. En los sistemas sin adjetivos esta relacién
pudiera no pertenecer al universo de relaciones binarias.
3in embargo, en los sistemas intermedios, la identidad
del sistema est4 en el universo de relaciones binarias.,

En efecto, #ai J?- =< A, < An> ne N...> es un siste-
ma intermedio y una interpretacién sobre y ON=
tonces  F(Axy Az @zemzy) -

2 2
J\ZM z°U (a-2)°) € 4

1 2
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La relacién de identidad de un sistema intermedio pue-
de diferir de la prototipica relacién de identidad;
es decir, de la relacién que mantiene un objeto consi-
go mismo y que falla con cualquier otro objeto.

En el ejemplo 1 de sistema intermedio, siempre que A
no sea una clase unitaria, la relacién de identidad del
sistema serd distinta de la identidad prototipica.

En este sistema para cada \3' sobre \2
FeatAzzemzy
incluso cuando j‘ (_J_C_) =1 y (z) = 2

De forma parecida, en el ejemplo 2 de sistema interme-—
dio la relacién de identidad del sistema es

2
%(x x ) /xék?:) U (N—{l... k})
Ficilmente se comprueba que esta relacién es G -inva-

riante y que por tanto estd en el universo de relacio-
nes binarias del sistema.

En este sistema se verifica que si ? es una interpre-~
tacién sobre €1, \:} sat /\ Z (& X & 7 X) inclu-
so cuando \3' (x) £ \J' (y) siempre que ?(3_) e ‘} (y)

sean mayores que k.

6el. Sistemas intermedios con identidad.

A algunos, entre los que me cuento, puede molestar-
les el hecho de gue en muchos sistemas intermedios la
identidad del sistema difiera de la identidad prototf-
pica. Se me ocurren dos soluciones para este problema.
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La primera consiste en introducir la igualdad del mis-
mo modo gque en primer orden; es decir, como concepto
primitivo, haciendo que el relator diddico = esté en-
tre las constantes del formalismo y estipulando reglas
de uso de este signo. En la interpretacién del forma-
lismo se postulard gue sic)? es un sistema y una
interpretacién sobre ’ sat X =y siy sélo

si ?; (E) = t?’(z). Los sistemas intermedios con
identidad adecuados a estos formalismos, sblo se dife-
rencian de los sistemas intermedios en que la prototf-
pica relacidn de identidad estd en el universo de rela-
ciones bhinarias.

Otra solucién es introducir la igualdad mediante
la definicién

2 2 2
=y &0 AN ANu un = P2y
y utilizar sistemas intermedios con identidad.
Si C)? es un sistema intermedio tal que
2
%<Xy>éA /x =y ?Jg;A
2
y i;’ una interpretacién sobre ;2} s entonces
2 2 2
\:}sat/\_Z_ (Au 27wy —> 2% y)

syss \;f(zc_) = ‘3-(,}1)

belel, Definicibn.

t)?es un sistema intermedio con identidad si y
sélo si L}? es un sistema intermedio y

vi V n (neN%(xl... xn>éAn / X, = ees = ané An)
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Es decir, las_diagonales de las potencias de A
son posibles en .

6.2, Ejemplos de sistemas intermedios con identidad.
Ejemplo 1, Sea A = § 1,2 g
Sea h ¢t A —» A
1 —=>2
2 —>»1
Para cada XC A", h (X) =
< (xeee (1) > / (xpeee x Y& X
El sistema (2 =<4, < An) neN> dénde para cada
ne N, An={XCA'n /X=h(X)5 es un sistema

intermedio con identidad.

Ejemplo 2. El sistema J?' = < A, < An>n¢N> del

ejemplo 2 de 5.3 es un sistema intermedio con iden-
tidad,

Este sistema es intermedio y posee la identidad.
Sin embargo, pese a poseerla,

y(/\-lc;l A&(ézé——»éz)) no es la

identidad. Todo depende de cémo se introduzca la igual-
dad en el formalismo,

6.3. Notaciones y teoremas.

Como se ha visto, depende de cdmo se introduzca la



21

igualdad en el formalismo y de si el sisternz intcrme—
dio posee o no la identidad, el que

g’ (/\ Xy X -= ;[) sea o0 no la identidad
prototfpica.

Sin embargo, utilizaré la notacién unificada I o
. . A
para hacer referencia a la relacién binaria

g’ (A Xy X =y) siendo (}‘ un sistema
y una interpretacién sobre .

En los casos en que X =y sea una férmula del
formalismo z en dénde la igualdad se introduce median-—

te A Z(Zx&EDzy) ¥ sea un sistema inter—

%V (a - 2)?).

medio, IA2 =ﬂZ & Al

Cuando x =y sea una férmula de un formalismo
de segundo orden con igualdad o en dénde la ingualdad
se introduce mediante

/\_Z_2 (A_I_.I _2213_11'-3_2_22_)52) y(jseaun
sistema intermedio con identidad,
2
IA2=?<Xy>éA /X:y%

De forma similar, introduzco la notacién I o
para hacer referencia a la relacibén n-&dica

\}(/\zl---z_n I =X, A oA x o =X)

1 —n-1 -

6e3ele \}n p X (n€N -{ 17,4_)( éAn.A, P&
€§0,1,000 yn=1 LS4, en i Ve§ leee nsp,L 1€ eee
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DY RN R TIC SR T LR LIS IR DL
{(xl... xns / < X eee xn>é XA.b}s (sé{ lees p}
-‘-"5(11 xj) € Ip )5 & 4 )

6.3.2, ‘oln pX (n€N-31{L X&EA 4L D&

€30, 1yaue o n—13/~ Cijeee ip)é{ lee. n§®

Ai € e ( ipJ.p(;jl... 3,y€ (§1eean} -
- fil... ip} ) =

{(x cee X 2 cee X, X, e 2 Y/
1 1-1 i+l i-1 Tit n

g zlo‘o Zp < xloo. xi -1 Zl xi1+ 1 ese xi -1 Zp

Xip+ 1 eve Xn >6 XA. VS (Sé?looo p% :‘3

<zs xjs> & IA2) 56An p)

Para hacer referencia a esta relacién escribo:

(jlooo Jp>

PRGY< . . I X
llooo lp>

T. Teorema.

S5i ‘2 es un sistema intermedio, entonces para
cada \3 sobre JZ y para cada X...e X distintas
y para cada (e de x en dénde las va;l:’ilables indivi-
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duales libres son 2 lo sumo Xjeee X 5 SE verifica:

\;1 ,X Ziese X L( ) & .

Con este teorema dernuestro que la clase de los sis-—
temas intermedios es un subconjunto de la de los genera-—
les.

>

La demostracibn es por induccidn semibtica sobre
la construccién de férmulas,

En el caso de férmulas simples consideramos toda
la posible complicacién gque pueda darse en ellasj que
aparezcan constantes, que algunas variables estén repe-
tidas y cue le secuencia de acariciédn de las variables
X.ee0e X como términos de la férmula simnle sea dis-
tinta de la marcada oor los subindices l,e.ee n o La pEr—
tenencia a A de la relacién y— (/\ Zyees X ¢ ),
cuando (e es una férmula simple, se S1~ue de l” defi-
nicién de los sistemas intermedios y de los teoremas al-
gebraicos que se cumplen en ellosj en especial, de la
regla iv de 5Hele y de los teoremas 5.2.10. ¥y
6e3e24

Por otra parte, si el teorema se cumple para una
férmula Y , s Tdcil probar que también se cumple para
< §¢ wusando la regla i de 5.l. BSi el teorema se
cumple para férmulas cualesquiera & y‘]5 y también se
cumple para su conyuncién, disyuncién, condicional y
bicondicional, Se usardn respectivemente, los teoremas
5¢2¢2¢y9 5¢2e3ey 5He2eTe ¥ 5He2.8.

Por dltimo, si el teorema se cumpl nara Q’ y tam-
bién se cumple para z y para Z (P s In el
primer caso usando la regla il de 5.l. , en el segun-
do, la regla v .



24

8. Algebras de Boole.

Do los sistemas intermedios puede hablarse en el
lenguaje de las &l~ebras de Boole. Concretamente, puede
denostrarse que los universos relacionales de un sisteme
intermedio o son finitos o son supernumerables.

8.1e Definiciones.,

8elel, Al~ebra de Boole de un conjunto de subconjuntos.

Df. n - < B, U ’ n s 7 ) dénde B es un conjunto de
subconjuntos de un cierto H -~ es decir, B C P (H)=-
y B estd vrovisto de las operaciones binarias U ’ N
junto con la owneracién monarie -+ _abnde X¥=H-X -
es un 4l-ebra de Boole si:

i f € B, He&B

ii VI&Y(X,Y&B@ X\JYe€B)

iii 'C)X (€ B = X'eB)

Nota: La anterior definicién s8lo abraza a los casos en

que las operaciones U ’ N sean 1la unién e intersec~’
cibn de conjuntos,

8ele2s Almebra de Boole completas.

Df., El £lgebra de Boole w =<B, U,f) ,4 ,U,n>

es completa si verifica ademds,
iv 'O(D(DCB ﬁUDéB)

Hota: En este caso U es la gran unién.
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8ele3. Atomos.
Dfe X€ B es un 4tomo si y s6losi X £ § ¥y
VY(YeB=—>XCYv"XnY=¢)

Es decir, un elemento de B es un 4tomo si no es
vacfo y si estf contenido en todos los elementos de B
que tienen al menos un elemento en comién con 81,

8elede Alrebra de Boole atédmica.

Df. Besatémicasiysélosi \JX(XéB/LX;éJZﬂ
= JY(YEBALY es undtomo L Y& X))

Es decir, un £lrcebre de Boole es atdémica si vnara
cada elemento de 3 hey un 4tomo contenido en €1,

8.2+ Teorema.

Para cada n &N , An es un 4lgebra de Boole com-—
pleta.
Demostracién,

Sea n &N . Por definicién AnC P (An) es un con-
junto de subconjuntos de A .

Ademds,
jZSé An - Por 5e¢2¢5¢ =
e A = Por 5¢2.4. -

Y X, Ye An@ AUY & A_q)
V) - Por 5e2¢3s =
- n
X (}LéAn% A~ XE& An)

- Tor recla 1 de 5.1, -
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Se verifican por tanto las condiciones i , ii y
iii que califican a An como £lgebra de Boole,

\}D mca = Ungan)
n n
= Por regla v de 5.1, =

An es por tanto un dlgebra de Boole completa.

8e3e Dofiniciébn alternativa de los sistemas intermedios.

24 =<4, <ad e <<°i> i€T <Rj>jé J> es

un sistema intermedio si y sélo si:

i Para cada néN,(An,U,n,*,U,n)esun

élgegra de Boole completa siendo ¢ el cero del 4lgebra
y A el elemento unidad.

ii blan (néN-—{li.{, pe{ Oy lyees ,n-1§o(.

X & A.nﬂ 2(11000 x_n_p> /9 Zlooo Zp <xlooo xn
Zloo. Zp> & X-je An"P)

iii an (ne N4 X & An=> xX.A;eAn__l)

iv b‘nxe (neN-31}4 xé€ Ana(. ee%n——-B

{<"1f°° x> [ Sxe(nyeer Tem)? € xje A)
La equivalencia de esta definicién con la defini-

cibn 5.1, se sipue del teorema 8.2,

9« Cardinalidad de los universos An en sistemas inter-—



27

medios,

Demuestro que para cada né€& N, A es finito o
supernumerable., lLa cardinalidad de A es una consecusen-—-
cia del hecho de ser € A ,U,n,—rr,lu,ﬂ> un &1~
gebra de Boole completa ? atémica.

9.1, Teorema.

Para cada n & N , (An,U,ﬂ," ,U,ﬂ) es

un jlgebra de Boole atémica.
Demostracién.
Sea ;} el conjunto de los 4tomos de An .
Es decir, W .—.ixéAn-iyf} / \;Y(Yé A =>
XCYVYXNY=§)

Demuestro que para cada relaciém n-aria no vacia,
existe un elemento de'F} contenido en 61,
En efecto,

Sea XE€E A.n y X4 ¢

Por ser X no vacfo, existird al menos un elemen-—
toen X o Digamos e € X,

Sea E 1la gran interseccién de los elementos de
An a los que pertenece e . Es decir,

E:f\{Ye o/ o&vl

Usando 5.2.1ls demuestro que E € A , Es también
. n
fdcil comprobar que E es un dtomo y que contiene a X.

Queda demostrado pues que el &lsebra de Boole A
es atémica. n



28

9.2, Teorema.
Para cade néN , An es biyectable con P (W )e

Denostracién.

Sea f:P(-ﬂ)-Q;An
BcH —> Usea

Bs fdcil demostrar que f es inyectiva y epiyec-
tiva. En efecto, sean B, y B, conjuntos de &tomos.
si Us, =UB entonces B1 = B2 ya que los elemen-—

tos de él y B2 son 4tomos,

Por otra parte, toda relacién X € A puede ser
expresada como la gran unién de un cierto conjunto de
4tomos. Concretamente, X = UB aénde B = i D/D=

()?YéAn/ x&7Y] ,xé.Xj

9+.3. Teorema.
Pora cada n €W, An es finito o supernumerable.

Se sigue del teorema 9.2. ya que el conjunto de
las partes de 1} es finito si F} es finito y supernu-—
merable si 19 es numerable.

10, Sistemas generales no intermedios.

Como se ha visto, los sistemas intermedios se ca-
racterizan por tener conjuntos finitos o supernumerables
como universos relacionales. Es este el motivo por el
que no todos los sistemas generales son intermedios. En
efecto, en la demostracién del teorema de completud se
hace uso de un conjunto A médximamente consistente y
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ejemplificado de sentencias para construir con su ayuda
un sistema smeneral, Puesto que A es numerable y el sis-
tema construfdo consiste bdsicamente en tomar como uni-
verso S el de las constantes individuales y como ele-
mentos de los universos Sn las relaciones

{(c ces C )/ Speee ctA?’, tanto S como los,

Sn son numerables. Para construir el sistema
<S <Sn> ne ...> se utilizan ciertas relaciones

de equivalencia. Esto no modifica la argumentacién que
estoy haciendo en lo fundamental; los universos vodrén
ser finitos en vez de numerables, pero nunca podrédn ser
supernumerables, Concretamente, los universos S se-
rén numerables siempre que esté en [3 alguno de los
axiomas de infinitud; como por ejemplo,

\}/\\)

Je. Yo Robbin, en su libro Mathematical Logic, cita
como sistema generzl el siguiente:

(I-T ’ < A >né N> dénde para cada né€N ,

U A( k) siendo Ar(1k) el conjunto de las
kel
relaciones n-arias sobre N que son G}_—invariantes.
Como se recordard el sistema :

TRIC .

ejemplo de sistema intermedio. Pues bien, aunque cada

> fué utilizado en 5.3 coOmoO
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(k)

uno de 1 ist > i -
os sistemas { W , { A > nEN son inter
. - . . .
medios, < 0, ( An>n6 I~I> no es un sistema intermedio.

De hecho, { ¥ , ¢ An> neE > tiene todas las pro-

piedades de los sistemas intermedios excepto la de la
completud del 4lgebra.

Esto nos permite apreciar la importancia de la pro-
piedad de ser un dlgebra de Boole completa en la delimi-
tacién de la frontera entre los sistemas generales inter-—
medios y los que no lo son,
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Extranjero, 1974).

Fructosa 1,6 Bisfosfatasa de higado de conejo. modificacion
por proteasas lisosomales. [Pedro Sanchez Lazo. (Medicina,
Farmacia y Veterinaria. Extranjero, 1975).

Estudios sobre la expresion genética de virus animales.
Luis Carrasco Llamas.(Medicina, Farmacia y Veterinaria.
Extranjero, 1975).

Crecimiento, eficacia bioldgica y variabilidad genética en
poblaciones de dipteros. [Juan M. Serradilla Manrique.
(Ciencias Agrarias. Extranjero, 1974).
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ferromagnéticos. /Carmen Nieves Afonso Rodriguez.
(Fisica. Esparia, 1975).
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David Mourdgo-Ferreira y Vergilio Ferreira. ( Literatura y Filologia, 1977).
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