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CONTRIBUCION AL ESTUDIO DE LAS ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS

DE LOS SISTEMAS LOGICOS DEDUCTIVOS.

Introduccién,.

A la hora de introducir algebraicamente la idea de siste~
ma 1l8gico, los lfgicos y los mateméticos han adoptado dos
caminos 3

David HILBERT [1923] y Antonio MONTEIRO (hacia [1950])
definen una 1légica como una terna (A,.,D), en donde (A,.)

es una 4lgebra abstracta y D < A, D£ .

Intuitivamente, A es el conjunto de las proposiciones,
. es la implicacidn entre proposiciones - gue es una ley
de composicifn interna - y D es un conjunto elegido de
antemano que representa las proposiciones verdaderas :

ser verdadero es una eleccifin,.

La diferencia entre D, Hilbert y A. Montelxo es una di-
ferencia de generalizacién: para D. Hilbert, D=31} y
la relacifin: "x € y €« X.¥y=1" &8s una relacién de or-
den; para A. Monteiro, D# @ y la relacifn: "x <€ y si,

s6lo si, x,.y& D" es una relacifn de preorden.

Si, como hizo Fco. de Asfs SALES [1971], las &lgebras

de Hilbert se pueden considerar como &lgebras dotadas
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de operaciones y sistemas ordenadores, asf también las
dlgebras introducidas por A. Mcnteiro y llamadas preél-

gebras de Hilbert se pueden mirar como élgebras dotadas

de operaciones y de sistemas precrdenadores.

Alfred TARSKI 19301 llama légica a un sistema (A,Cn),

en donde A es un conjunto £ @ y Cn es un operador de
consecuencia en A; es decir, una aplicacién de P(A) en

P(A) que verifica: (i) Para tode X< A, X< Cn(X)=Cn(Cn(X));
(ii) para todo par X, Y€ P(A), X< Y implica

Cn(Xx) < cn(Y).

Definido el sistema 1légico de esta manera, resulta gue
un elemento x de A es una consecuencia de X& A si, vy

s6lo si, x & Cn(X).

El mismo A. Tarski en el trabajo "Untersuchungen Uber
den Aussagenkalklll" demuestra gue en el célculo de pro-
posiciones clésico g
la relacién H +—— p, definida por : "existen h'l""'
hn de H tales gue
h,~ (h2-—~ (ees (hn—-.p) vee ))

es un tecrema", permite asociar a cada subconjun—

to H de proposicicnes el conjunto H' ={p: Hw+— p}.



La aplicacién H +— H' =Cn(H) es un operador conse-

cuencia en el conjunto P de las proposiciones.

Este hecho nos sugiere un m&todo para relacionar las dos
definiciones algebraicas de 16gica: dada la l#gica
(A,.,D) le podemos asociar la 18gica (A,CD), en donde C

D
es el operador definido por:

CD(X)=§x€ A: existen x,l,...,xn de 5 y x1.(... .(xn.x)..

Al realizar esta construccifn del operador CD S8 nos
presenta una dificultad ; lo més probable es gue CD no

sea, en absoluto, un operador consecuencia.

Los dos primeros capftulos de este trabajo se mueven en
esta 1fnea: hallar qué condiciones deben cumplir los
subconjuntos D de A para gque ciertos operadores CD -
bien determinados -~ sean operadores consecuencia en A,
El tercer capftulo - apartédndose de esta 1fnea - cons-—
truye sistemas deductivos no clé4sicos, que llamamos

sistemas deductivos completos: con ellos podemos rea-

lizar un estudio 1égico gue culmina el tercer capftulo

y el trabajo.

()

)JeD},
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Primer capftulo.

I.17. En una terna (A,.,D), squé condiciones debemos im=

poner a D para que el operador consecuencia inmediata

C(8)={xc A: (3y)lye 8 ey.xaD)}
sea un operador consecuencia en A?

La respuesta a la pregunta anterior nos la da el teorema :
" . . Ficient C

una condicién necesaria y suficiente para que o sea un

operador consecuencia en A es que D sea un conjunto pre-

ordenador (es decir, tal gue la relacién

XSy si, y s6lo si, X.y €& D
es un preorden en A, o equivalentemente :
i) para todo x de A, x.x &€ D
ii) para todo x,y,z de A, x,ye D e y.z& D implican

x,z& D)",

Es claro que CD est4 definido s6lo en P(A)“: P(A)-{yj} .

M&s adelante nos preocuparemos de extenderlo.

I.2. ;Es posible establecer una aplicacién @ entre el

conjunto PO(A) - de los sistemas preordenadores de A -
*

y el conjunto  A(P(A)") - de los operadores consecuen~

*
cia sobre P(A) ? Efectivamente, en virtud de I.1.



Vemos, sin embargo, que tal aplicacién no es exhaustiva ;

los CD son morfismos respecto de las reuniones arbitra-

=~ %
rias y, en cambio, un a0 € A(P(A) ),en general,no 1o es.

Tampoco es inyectiva, pero una condicién necesaria y su-

ficiente para que lo sea es que todo elemento x de A
factorice (esto es, que existan y, z de A tales gue
x=y.z).

De esta manera, la aplicacién @ : PO(A) ——+ Im i‘

es una biyeccién y, por lo tanto, dado que
(pD(A)l Ny v )1

en donde

D2D w D
™~ o

es un retfculo y que @ es un isomorfismo de orden, re-

sulta gue q: es un isomorfismo reticular, si en Im &

definimos las operaciones :

C Vv C. =C C. AC. =C .
D17 DoT DivDs Y Dy DT Dy A Dy

Se observa, sin embargo, que el retfculo (Im &, A, v )

no es un subretfculo del retfoulo ( N(P(A)™ Ja Ny ¥ )

La demostracién de gue @ es isomorfismo de orden

utiliza el hecho de que todo elemento de A factoriza:
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A < A y z& Dq (con z=x.y) y, por lo

D4 D2

tanto, y& AD (x) = AD (x); luego x.y=2ze& Do,
1 2

Un ejemplo concreto nos permite comprobar que, en gene-

ral, (PO(A), Ay v ) no es distributive.

El ejemplo es A= { x,y,z,t} con la operacién :

. J X y 2z t
X X z z z
y y X z 2z
z t t x 2z
t t t t x .

Los sistemas preordenadores de (A,.) son: b, = {x}s

Do={x,y}; Dz={ XyZ 35 Dq=3 x,t}; DS=DZUD3;

Dg=D2 D, ; A. Disponemos, pues; del retfculo

* DJ
Por lo tanto no es ni siguiera modular.



I.3., Deseamos extender CD a P(A) entero. Es preciso que,

para cada x de A, CD(ﬁ)q; CD(x) o, equivalentemente, gue

e /™ ¢ ().
- x& A
51 //~\ CD(x)==¢, entonces la dnica extensifin posible
x e A

polégica en A,

si /7 CD(X) =T#@, entonces disponemos de las opcio—
xXe€e A
nes CD(¢)='T' < T, siempre gue CD(TI)=-r|.

Md4s adelante volveremos scbre esta cuestifin,

I.4. Dada una estructura algebraica (A,.), ¢cmo son los
sistemas preordenadores?

2 2 2
Si 1lamamos A~ el conjunto A = { x : x € A}, resulta que,

2
si D es un sistema preordenador de (A,.), A < D.

Centrando nuestra atencifn al caso particular de los gru-

pos (A,.) se demuestra que He A es un sistema preordena-

dor de (A,.) si, y s6lo si, H es un subgrupo normal que

contiene los cuadrados perfectos .

Entonces disponemos de dos relaciones de equivalencia
inducidas por el subgrupo: en tanto gue subgrupo normal
y en tanto gue sistema preordenador. Disponemos, pues,

de dos conjuntos cocientes: A/H y A/Egkr



El primero es un grupo; el segundo es un conjunto total-

mente desordenado, pero se demuestra que constituyen el

mismo conjunto cociente. Por lo tanto, A/H=A/:r [y 88 un

La demostracién de "si H es un sistema preordenador,
H es un subgrupo de (A,.) gue contiene A2“ es la si-
guiente: i) e=e.ee H, pues AS<: H 11i) x e H,
y & H implican x=x.e, y=e,y &€ H que, por la tran—
sitividad, implican x.y € Hj iii) xe H implica

X=B4X Y EB=X.X & Hy, de nuevo, por la transi-

- -1
tiva, x =eg.,x & H.

Esta demostracifin se puede extender a sistemas algebrai-
cos con neutro e incluso a estructuras algebraicas con
neutro por la izguierda que sea absorbente por la dere-—
cha (elementos tales como el mAximo en una &lgebra de
Boole). Entonces se obtiene "si H es un sistema preorde-—
nador de un sistema algebraico (A,.) con elemento distin-
guido de uno de los tipos indicados, entonces H es una

subestructura gque contiene ASH,

La demostracifén recfproca, en cambio, no admite extensién
puesto gue utiliza la existencia de inversos., Vemos tam—
bién gue existen subestructuras con neutro gue contienen

A y que no son sistemas preordenadores: en (N,.) se

(9)
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considera D = { nz.ma: ny, me. Np, Entonces n2.m2.m(:_ D
Yy 1.n2.m2e D y, en cambio, m puede no pertenecer a D,
Finalmente, si (A,.) no dispone de elementos distingui-
dos como los indicados més arriba pueden existir siste-—
mas preordenadores gue no sean subestructuras: (Z,-)

y D=aN, a > 0.

I.5y I.6. En légica son conocidos los enunciados ;
(1) Cualguier proposicifn implica un teorema (absorcién

por la derecha] ;

(2) De un teorema sflo se pueden deducir teoremas (mo-
dus ponens : M.P.).

Algebraicamente estos enunciados se traducen en:

(1) si x& D, entonces, para todo y € A, y.x € D (o
equivalentemente, y.D < D, para todo y € A) ;

(2) six.y€e Dy xeD, entonces ye D (o eguivalente—

mente, D es un filtro del precrden sD).

;(Es pesible caracterizar por medio del operador CD el he-

cho de gue D verifigque (1) 6 (2)? st.

(1) D es absorbente por la derecha si, y sélo si, para
tode S € P(A)Y, D= c ().

(2) D verifica M.P. si, y s6lo si, existe un S P(A)"

tal que CD(S)=D ; si, y sélo si, CD(D)=D.
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Un sistema preordenador gue verifica M.P. se llama sis-

===

tema deductivo débil.

5i D es un sistema preordenador absorbente por la
derecha que verifica M.P. resulta gque, si intenta-
mos extender CD, nos encontramos con gque CD no EE
un operador clausura topolégica. En efecto: en
virtud de la absorcién D < CD(m y, en virtud del

MoPyy CD(m';_-C (D)=D. Por lo tanto, CD(¢)=D,4¢.

D
En una estructura (A,.) asociativa = o conmutativa -
el dnico sistema deductivo débil y absorbente por

la derecha es A. En otras palabras las estructu=

ras asociativas y conmutativas son inconsistentes.

(x4x)s(x.x) € D implica (x.(x.x)).x& D implica
x€D;

X, y& Dsiye Dy xeA., Luego, si ye Dy x€A,
YeXx=X.y& D y, por M.P,, x& D,

I.7. La existencia de neutro por la izquierda implica
gue todo sistema preordenador D sea sistema deductivo
débil,

La existencia de neutro por la izguierda que sea absor-
bente por la derecha implica que todo sistema preordena—

dor D sea absorbente por la derecha,
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I.8. Una cuestifin gue no hemos tratado hasta ahora y
gue se aleja del intrfngulis de este primer capftulo
es la siguiente: (A,.,D) est& dotado de la relacifin

de eguivalencia :

xEDy si, y s68lo si, x.y& D e y.x& D,

sPodemos asegurar que D es clase de equivalencia?

La respuesta a esta pregunta es negativa y, més toda-—
via, ni tan siguiera podemos asegurar gue D estd con-

tenido totalmente en una clase de equivalencia.

Hemos podido demostrar que :
. D¢ [x]D, x & D, si, y sflo si, D es cerrado
(b.D = D).

2. Cuando [x]D =2 D, xg D, [x]D es mé&ximo en A/ED
si, y sflo si, D es absorbente por la derecha.

3. Cuando [x]D_D_ D, x€ D, y D es absorbente por la
derecha, [x]D =D si, y s6lo si, D verifica M.P.

4, D g A/—_—-:D si, y s6lo si, D es maximalmente cerrado.

Un sistema preordenador D es maximalmente cerrado (M.C.)

si, vy sflo si, 1) D.D<D; ii) si existe T< A, T D,
entonces D.ng D6 T.0¢ D.

5, D absorbente por la derecha: M.P. y M.C. son equi-

valentes,



5in embargo es posible demostrar - consideramos los
grupos - gue M.P. y M.C. no implican la absorcién

por la derecha.

la introduccién del concepto de M.C. nos permite plante-
arnos la siguiente pregunta : Dédo un sistema preordena-
dor D, ¢es pesible construir un sistema preordenador M.C.
gue lo contenga? La respuesta es afirmativa y se puede
dar utilizando dos mé&todos :
el primer método: se considera el conjunto

L ={D':D' es M.C. y D' D} (#@, pues Aff).

Se construye Dy = ///~\\ D' y se demuestra que Dg es un
D'e 5

sistema M,C. gue contiene a D y es, precisamente, el en-—

gendrado por D.

el segundo m&todo: sea D un sistema preordenador cerra-—

do (debemos asegurarnos de la clase engendrada por D con—
tiene D: ver 1.). Construfmos
DP=lgeb=el&bhhsl;, & '.. ,
en donde Dq es, precisamente, el menor sistewa preorq%na—
dor gue contiene Cy y satisface Dq.Dq =Dq. Sea C=\_) Dice

k=1
Se demuestra gue C es M.C., (preordenador y clase),

Tenemos dos métodos, pero mientras el primero es aplice—

ble a todo sistema preordenador, el segundo sélo lo es

8 los sistemas preordenadores cerrados. Pero esta dife-
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rencia es s@lo aparente. En efecto: dado un sistema pre-
ordenador D, construfmos D, por medioc del primer método.
Por otro ledo, & partir de D, construfmos D' - gue es el
menor sistema preordenador que contiene D y es cerrado -
y, & partir de €1 y aplicando el segundo mé&todo, construf-

mos C. Se demuestra gue Dg=C.
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El capftulo II sigue un desarrollo paralelo al que se ha

seguido en el capftulo T.

II,1 y II.2. GSe define una aplicacién
Ky : P(A) o P(A)
por medio de
KD(5)= Ixe A: (3s)(s e sF(s) y sex& Df,
en donde SF(S) designa el conjunto de todas las sucesio-
nes finitas de elementos de S y, si s= (51, o ,sn),
SeX=5_e( aus .(sn.x) «s. ) gue, por cuestiones de brevedad,

1
escribiremos Syv s o8 oX s En particular, si s
n

(n) (n) , 1

.X=t. ss s -t-x ]

= t’ pa—

ra cada i=1, ... yn, entonces t

;Qué condiciones debemos imponer al conjunto D para que
KD sea un operador consecuencia? Para responder a esta

pregunta se introduce el concepto de sistema preordene—

dor fuerte: es todo subconjunto D de A que satisface:

i) para todo x de A, x.x €D; ii) si h1.....hn.xé0'
y, para cada i=1, .44 4N, h::. s .h; .hi € D, entonces
1 1 n n i

h 2 s 08 » e NS lh e o080 o L ] L

1 hm'l 1 hmn x&e D

Introducido este concepto, se demuestra que, para gue

KD sea un operador consecuencia es suficiente que D sea

un sistema preordenador fuerte,

A continuacifn se analiza si es posible dar un concepto
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de sistema preordenador fuerte gue permita generalizar
el teorema dado en el capftulo I; es decir, ;es posi-
ble dar una definicién de sistema preordenador fuerte
gue permita establecer gue la condicidén es también ne—
cesaria? La respuesta es afirmativa, pero al hacerlo
deberfamos renunciar a que el concepto de sistema preor-—
denador fuerte generalizase el concepto de sistema pre-—
ordenador débil (es decir, un sistema preordenador fuer-
te no serfa débil). Y nosotros deseamos que un sistema
preordenador fuerte sea débil. Por este motivo, renun-
ciamos a generalizar el resultado anterior. Se demues-—
tra, ademés, gue, en general, los sistemas preordenado-

res débiles no son fuertes,

II1.3. Definimos la aplicacién

& : PoF(A) —= A(P(A))
por medio de: $(D)=KD. Se demuestra gue @ no es
exhaustiva - para verlo nos basamos en el hecho de gue
la condicién anterior no sea necesaria. En relacifin
con la inyectividad: '"si es inyectiva, entonces todo
elemento de A es factorizable". Sin embargo, no sabe-—

mos si esta condicifn es o no suficiente.

A pesar de gue as es un morfismo de orden, no es posible

generalizar los resultados del capftulo I.



Vemos también que (POF(A), A, v ), ©n general, no es dis-

= = ===

tributivo.

II.

lo
mo
ne

do

Para verlo se considera un grupo de Boole (A,.) con
tres elementos 0, x e y. Los subgrupos

{Dlx}! 10,4y J\Drx"'}’}) L0y X, Yy x+y$
son sistemas preordenadores fuertes (II.4) y cons—

tituyen un rombo :

4quyx+1}

{0, xy v ed0%x+4¥N, o,y }

{o¢
4, Todo sistema preordenador fuerte es débil y, por

tanto, si (A,.) dispone de elementos distinguidos co~

los descritos en I.4, es una subestructura gue contie=-

AZ, Vemos, ademés, que, en el caso de los grupos, to-

subgrupo gue contiene los cuadrados perfectos es un

sistema preordenador fuerte y recfprocamente., Es decir,

en

el caso de los grupos, los sistemas preordenadores

fuertes y dé&biles coinciden,

(17)



La demostracién gue debemos realizar para demostrar
tal resultado es totalmente distinta de la dada en
el caso débil : es preciso recorrer al hecho de

gue todo subgrupo gue contiene los cuadrados per-
fectos es normal y también a la asociatividad de

la operacién,

II.,5. Puesto gue todo sistema preordenador fuerte es

débil resulta que, si D es un sistema preordenador fuer-

te, entonces podemos considerar simulténeamente los ope-~

radores CD y KD. Este pdrrafo los compara y obtiene

los siguientes resultados :

1.

2

3.
4.

*
Para todo S € P(A) , C.(S)= K_(S), pero, en gene~

D D

ral, no coinciden,
Para ver gue pueden ser distintos hacemos uso de
los grupos y también de las 4lgebras de Hilbert,
KD no es morfismo respecto de las reuniones arbi-
trarias,

KD es un operador finitario o de tarski.

KD o CD = CD 0 KD, gue es un resultado conocido,

I1.6. Del mismo modo que en el capftuio I pretendemos

caracterizar la absorcifn por la derecha y el M.,P, por

medio del operador KD' Se obtiene :
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7. 5i D es un sistema preordenador fuerte, absorbente

por la derecha, entonces, si s& P(A)", s< KD(S).

Para ver gque el recfproco en general falla es sufi-

ciente analizar el caso de los grupos.

2. 5i D es un sistema preordenador fuerte, entonces D

satisface M.F. si, y sflo si, existe un subconjunto

S de A, S#£@, tal que KD(S)=D ; si, y s6lo si,

KD(D) =D.

Un sistema preordenador fuerte gue satisfaga M.P. se lla-

ma un sistema deductivo fuerte,

II.?I

En este apartado - que es quizds el mds impor-

tante de esta segunda parte - se recoge un resultado de

Sales [1974] y de #1 se extraen consecuencias gue serdn

dtiles m&s adelante, Este resultado dice: "si D es un

sistema deductive fuerte, absorbente por la derecha,

KD‘(S) es un sistema deductivo débil",

i)

ii)

Por II.6(t) tenemos que, si S& P(A)*,
D_C_.KD(S) y, por lo tanto, x.x e KD(S), para
todo x de A,

Si x.y€& K (S) e y.ze KD(S), entonces exis—

D
ten Sy eeeaS_ Y t1,... 'tm de 5 tales que

e m o8 .S .xl D t e s ®3 8 L] L]
s, n y e y 1 tmyZGD

yy por ser D un sistema deductivo fuerte, resul-



iii)
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ta:
tq. .tm.sq. sre WS eXeZg D
y por lo tanto x.ze KD(S).
S5i x.y € KD(S) y X & KD(S), entonces
e sen 9 lx. D t * s 8 .t [ ) D
S1 Sn y& Y 1 m *& D,
en donde los S; Y los tj pertenecen a § y, dado
gue D es un sistema preocrdenador fuerte, resul-
ta gue
S,.e see S -t « sse -t nyeD
m.

1 n 1
y, por lo tanto, ye& KD(S).

De este resultado se siguen:

A. KD(S) es el sistema deductiveo dé@bil engendrado por

SUD-

Es clarc que KD(S) es un sistema deductivo débil
gue contiene 5« D ; si D' es un sistema deduc-
tivo débil gue contiere § w D, entonces, si

ze KD(S), S,++++ 5 :2€ D, en donde 5. & S.

1

Por lc tanto, s,

por M.P., z& D',

* ose 0 . D' .
snze ysi&D Yy

B. CKD(S)(S)=KD(S).

Este resultado es importante puesto gue nos di-
ce gue "toda consecuencia fuerte es una conse-

cuencia débil, si cambiamos de sistema deducti-



vo". S5i D es un sistema deductivo fuerte, ab-
sorbente por la derecha, KD(S) es un sistema
deductivo débil.

El inconveniente de este resultado es que el
sistema deductivo al que se refieren las conse-
cuencias débiles depehde del conjunto S y, en
general, no es posible asegurar la existencia
de un KD(S) gue valga para todo subconjunto Y

de A,

IT.8. En este apartado se introduce, en A, una relacién

de equivalencia, que llamaremos la relacién de eguivalen—

cia fuerte y gue es, precisamente, la relacién inducida
por el operador KD sobre el conjunto de los conjuntos u=-
nitarios de A:

X~y Y si, y s6lo si, KD(x)==KD(y)

si, y sflo si,

)

“n
existen n, m > 1 tales gue x y €D e y(m X € D,

5i llamamos [x]D la clase de equivalencia débil ds x
(ver 1.8) vy ;D la clase de equivalencia fuerte de x, re-
sulta :

(" [xJD c x pero, en general, no coinciden,

D
Para ver gue no coinciden, consideremos ((0,1 ,.),

en donde X.y=1si x<y y x.y=y/x en otro caso,



Vemos gue [x_}D 4 x_, ya que LX}D = {x}, para

D,
cada xe (0,1} y, en cambio, ;D=(O,‘I), si
x € (0,1).

xlp= %

KD(y) equivale a CD(x)==CD(y).

si, y s#lo si, para todo y de A, KD(x)=

De esta condicifn necesaria y suficiente se deduce

una condicifn suficiente para que [x]D= ;D' Dice :
""""""""" (n)

"para todo par x, y de A, x° “,y& D implica x.y € D"

D(x)n.

Esta condicién, sin embargo, no es necesaria: bas~

gue eguivale a "para todo x de A, CD(x) =K

ta considerar el caso de los grupos.

Podrfa parecer gue la condicifn suficiente de 2) es ex=

trafia - y que, por lo tanto, no se da a menudo - pero no

es asf: la verifican las fdlgebras de Hilbert, la veri-

fican los sistemas deductivos gue, para toda terna x, y,

z de A,

(xe(yez))e((xey).(xe2)) € D,

La verifican asfmismo los sistemas deductivos de los

grupos, pero el motivo es la normalidad de los sistemas

deductivos y la existencia de inversos.
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En el capftulo tercero, analizando las propiedades de los
sistemas deductivos clésicos, encontramos los sistemas

deductivos completos. Estos se parecen mucho a aguellos,

si bien son diferentes., Con ellos se construye una 16—

gica positiva en el sentido de A, Monteiro [1971].

III.41. Recordemos que, si (A,.) es una estructura alge-
braica y D es un conjunto no vacfé < A, se dice que D

es un sistema deductivo clésico si, y s6lo si, satisface:

DC1. x.(y.x) €D, para todo x, y de Aj;

DC2. (xu(yez))e((xuy)a(xsz))€ D, para todo x, y,
z de A

DC3. M.P.

Diremos que D es propio si D#A y gque es meximal si es
propio y, ademds, si D' > D, en donde D' es un sistema

deductivo clésico, entonces Dt =D g D' =A,

Las tesis cl&sicas de A son los elementos de la intersec-—

cién de todos los sistemas deductivos clésicos; es decir,

si & es la familia de todos los sistemas deductivos clé-

sicos, entonces
=7 ) p
pe B

(A,.) es consistente desde el punto de vista clésico si,

y s6lo si, T#A,
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Se demuestra, es un resultado conocido, gue todo siste-
ma deductivo cldsico es un sistema deductivo débil y ab-

sorbente por la derecha., Al revés, en cambio, es falso.

Es conocido también gque en todo sistema deductivo clési-

co se verifican las siguientes propiedades :

1. <« D es un preorden y ED es una relacifn de equiva—
lencia ;

2' DS \ D Y'x ;

3. 2z éD X,y implica z.x $D 2,y 3

4.z = xy implica x = z.y (conmutacién de premi-

sas C.P.) 5

5. x = p Y implica z.x < z.y (isotonfa por la iz~

D
guierda) ;

6. x SD y implica y.z SD XeZ (antiisotonia por la
derecha) ;

7¢  Xoy SD (zex).(z.y)

(leyes del silogismo) ;

8. xy (yez).(x.2)

9, xu(y.z) == 0 (xey)s(xez) (la operacién inducida en
A/ED es "autodistributiva por la izgquierda") ;

10. x.yas:D y para todo y de A si, y sfflo si, x& D

(1a operacién cociente poses "neutro por la izquierda") ;

11. X.(X.y) ED

12, xéD (xey)ey;

XY 3§

es una congruéncia (compatible con la operacién).

13,

=p
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Este dltimo punto es el gue abre el fuego del tercer ca-
pftulo. En I.8 hemos visto gue, si D es un sistema de-
ductivo débil y absorbente por la derecha, es clase de
equivalencia, Ahora debemos preguntarnos si la relae-

cifn y la operacién son "compatibles".

Una- condicifn suficiente - y vemos gue no es necesaria -
_EmEEESERTEE=EE ==

para qgue EEED sea una congruencia - en el supuesto de

gue D sea un sistema deductivo débil y absorbente por la

derecha - es gue verifique las leyes del silogismo.

Este resultado permite introducir el concepto de sistema

deductivo semicompleto: es todo sistema deductivo dé-

bil y absorbente por la derecha que, ademés, satisface

las leyes del silogismo,

Se demuestra entonces, por medio de ejemplos, que un
sistema deductivo semicompleto - que cumple las propie-
dades 1), 5), 6), 7), 8) y M.P. = no tiene porgue cumplir
ninguna més. Los sistemas deductivos semicompletos se
hallan bastante alejados de los sistemas deductivos
clasicos; Por este motiov introducimos una nueva defi-

nicién: llamaremos sistema deductivo completo a todo

sistema deductivo semtcompleto que, ademds, verifique

C.Pse Un sistema deductivo completo satisface 1), 2),
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4), s), 8), 7), 8), 10), 12), DC1 y DC3. Se comprueba
gue hay sistemas deductivos completos gue no verifican

las propiedades restantes.

III.2. La definicién de sistema deductivo completo que
hemos dado es superabundante. En este apartado la damos

por medio de cinco axiomas independientes gque son :

8D0C1. reflexiva: x.x & D, para todo x de A;

8bC2. M,P.: si x,y& D y x& D, entonces ye D

SDC3, 1la absorcién por la derecha; A.D< D ;

SDC4. una ley del silogismo: (x.y).((z.x).(z.y)) & D;
SDCS., CuP. 3 xu(y.2) <, ye(x.2),

Para comprobar gue estos axiomas son independiemtes,

consideramos los ejemplos siguientes:

Independencia de SDC1. A= {x,y,z}, y la operacifn :

z

Y
y
X
y

D=)\x} verifica 8DC2, 3, 4 y 5, pero no verifica SDC1.

Indspendencia de SDC2. A= 4x,y}, dotado de la opera-

Cifn: XuX=y,y=X,y=y.x=X. No se verifica SDC2, si

D={x}.



Independencia de SDC3. A=Z y la operacién + y D=2Z,

Vemos gue SDC3 es falso.

Independencia de SDC4. A= {x,y,z,t} y la operacién:

. l x y z t
X x y z t
y X X z X
z X y x X
t X X x X

y D=%><?.

Independencia de SDCS. A= { X,y,2} y la operacifn :

I11I1.23. En este apartado se estudian las diferencias en—
tre los sistemas deductivos clésicos y los sistemas deduce-
tivos completos, Vemos, en primer lugar, gue "todo sis-—
tema deductivo clésico es completo, peroc que al revés
es falso",
Para comprobar que existen sistemas deductivos come
pletos no clésicos, basta analizar el siguiente e~

jemplo : A::{x,y,z}, la operacifn dada por la ta-

bla :



.4} X y z

x X y z

y X X

z X X X

Sea D={x} No es cldsico, puesto que y.(y.z)?&o YeZ

lo que hace gue falle 11). En cambi es clésico.

Todo sistema deductivo completo - y, por ende, todo sis~
tema deductivo clésico - es fuerte. Este resultado vin-
cula este capftulo con el capftulo II que, hasta ahora,

parecfan independientes.

La demostracién utiliza el hecho de gue sea congruen-—
cia y, por lo tento, la ley del silogismo; utiliza
también C.P- Y MIPI

Para obtener el resultado pretendido se demuestra,

en primer lugar, que si 54" (h1,... Py e 'hj"' .,hn)

Yy Sji= (h,I, XX ’hj, sen ,hi, sse ,hn), entDnCES

Sij'xeD si, y s6lo si, sji.xe D. Visto esto y

aplicando la ley del silogismo, la demostracifn sa—

le fé&cilmente.

Pero el resultado més interesante es haber demostrado que,
sl un sistema deductivo completo D verifica cualguiera
de las propiedades DC2, 3), 9) y 11) = gue son las gue
le faltan & un sistema completo de las gue verifica un

sistema deductivo clésico - es clédsico; es decir, cual-
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guiera de estas propiedades caracteriza la diferencia en—
tre un sistema deductivo completo y un sistema deductivo

clésico.

Es claro gue, si un sistema deductivo completo satis—
face DC2 6 9), es clésico,
Lo gue no resulta tan claro es que, si un sistema
deductivo completo verifica 11), sea clésico.
La demostracifin se basa en el hecho de gue todo
sistema deductivo completo es fuerte y, por lo
tanto, KD(S) es un sistema deductivo débil, cual-
guiera gue sea S A, Elegimos el subconjunto
S=4 x.y, ye(x.2) } . Entonces por la transitiva
de KD(S) resulta que x.(x.z)e KD(S) ; para todo
X, 2 de Ay todo y de A tenemos una de las tres po-
sibilidades siguientes:
(x.y)i(x.2) €D
(ye(x.2))e(x.2) € D;
(yo(xe2z))e((xey)e(x.2))e D (en virtud de 11)).

A partir de aguf la demostracién es inmediata,
Si se verifica 3), puesto gue x <, (x.y).y para
todo x, y de A, resulta gque, para todo x, y de A,

Xo (xay) <, %y por lo tanto, se verifica 11).

Este teorema nos dice que la diferencia entre un siste-



ma deductivo completo y un sistema deductivo clédsico se
puede considerar desde un punto de vista algebraico y

desde un punto de vista l6gico.

Desde el punto de vista algebraico resulta gue, si D

es un sistema deductivo completo — no clédsico - A/E;D

no es una &lgebra de Hilbert puesto que la operacifn in-—

ducida no es autodistributiva por la izguierda,

Desde el punto de vista 16gico tenemgs que, si D es un

sistema deductivo completo - no clédsico -, puede ocurrir

gue un elemento y de A sea consecuencia fuerte de un

ciertoc elemento x de A y, en cambio, no ser consecuencia

débil de este elemento. En otras palabras,
y E KD(x) no implica necesariamente y & CD(x).
Por lo tanto, en un sistema deductivo completo se puede

hablar del grado de una premisa: si n y >0, n & N
H ]

(m)

("x,y) '
y X .y&bDy, para todo m < n y? x' “.ye D, dire-

mos que n es el grado de la premisa x en la deduccién
I

de Ys

En 16gica clésica el grado de una premisa es siempre igual

a 1, puesto gue un sistema deductivo clédsico satisface
la propiedad 11). Otra diferencia entre los sistema de-—
ductivos completos y los sistemas deductivos cldsicos es

gue, si estos dltimos verificarnEED =~ aguellos, no.
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Un ¢¥ltimo resultado gue se obtiene en este apartado es
una caracterizacién de los sistemas deductivos comple-
tos por medio del operador KD. Dice : "D es un sistema
deductivo completo si, y s6lo si, para todo S< A,

KD(S) también lo es". (Este resultado es v&lido tam—
bién si cambiamos la palabra 'completc'! por la palabra

'clésico'. )

L os apartados gue faltan para cerrar el trabajo estén
destinados a dar resultados 18gicos - v&lidos en el

caso clédsico - para el caso completo. En-otras pala-
bras, en ellos se hace l1l6gica con sistemas deductivos
completos. La inspiracifin de sstos apartados se debe

el trabajo de A. Monteiro [1971].

I1T.4. Para distinguir los sistemas deductivos clé-
sicos y los sistemas deductivos completos engendrados
por S< A, los designaremos, r85pectivamen£é, D(s) vy

<S>

Dado gue el conjunto de los sistemas deductivaos completos
contiene‘el conjunto de los sistemas deductivos clésicos
resulta gue

{5> < Dp(s)

Yy en general, no coinciden,

Ya hemos dicho gue, si D es un sistema deductivo comple-

to, entonces KD(S) también lo es; pues bien, KD(S) es,



precisamente, el sistema deductivo completo engendrado

por S D. Es decir,

KD(S)=<S D>,

La demostracién se basa en el hecho de gue, lo he-
mos dicho en II.7, KD(S) es el sistema deductivo
débil engendrado por S~ D. Este hecho nos da la
inclusién en un sentido. La inclusidn en €l otro
sentido proviene del hecho siguiente : KD(S) es

completo y contiene S.u D.

Si designamos -290 el conjunto de todos los sistemas
deductivos completos, €l conjunto
T = /\ D
o}
Dé.BC

se denomina conjunto de las tesis completas.

Estas definiciones nos llevan de una manera natural al
resultado siguiente: "Si (A,.) es completamente inconsis=~

tente, es clésicamente inconsistente",

Al revés, en cambio, es falso. Ello hace que sistemas
inconsistentes desde el punto de vista clésico - y, por
lo tanto, carentes de interés a la hora de realizar con
ellos l6égica clésica - puedan no ser inconsistentes des-—
de el punto de vista completo ~ y, por lo tanto, en elleos

se puede hacer todavfa 16gica "completa',
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Vemos también gue una condicién necesaria y suficiente
para gue todo sistema completo sea clésico es que TC sea

un sistema deductivo clésico.

El resultado se obtiene fécilmente si se observa gque,
si un sistema deductivo de cualguier tipo contiene

un sistema deductivo clésico,es clésico.

A pesar de esto un sistema deductivo clésico puede

contener sistemas deductivos completos no clésicos.

Todo sistema deductivo completo D coincide con un cierto

conjunto de consecuencias fuertes respecto de T :
cC

D=<DY =¢D VT > = KTC(D).

De esta manera hemos obtenido el teorema de compacidad :

5 =K (s).

' La diferencia gue existe entre este teorema y el te-

orema clédsico de compacidad es gue, en el caso Com-
x&€<8)> si, y sflo si, existe una sucesifén
finita de elementos de S tal que s.x € Tc’

mientras que en el caso clésico,

x & D(9) si, y sf8lo si, existe un subconjunto

finito H de S tal gque H.x & T.

Es evidente que, si existe un subconjunto H, exis=
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te una sucesién - el orden de los elementos no es
importante, puesto gue se verifica C.P. en ambos
casos ~ pero puede existir una sucesién y no exis—
tir ningdn subconjunto, puesto gue en una sucesién

estéd permitido gue los elementos se repitan, y en

un conjunto no lo estd. Véase el ejemplo del a—-

partado III,3:

z€{yy vy, en cambio, z¢ D(y].

Otro resultado realmente importante gue hemos obtenido

es el teorema de la deduccién ; dice:

X & KT (D wizy)=<¢D v« z}) si, y sélo si,
cC

(n

existe un ndmero,natural n > 1 tal gue z ).xe D.

Daremos su demostracién y algunas consideraciones :

(n)

z€D wizj e LDwizt>; siz '.x€D, apli-

cando M,P., resulta que x € {D w3 zt> =K_ (D4 z}).

Tc

X € KTC(D v dzt) si, y s6lo siy z,4 e ez X €T,

1
en donde zi= z 6 zie D vy, por C,P., resulta gue

y «Zs .k.}. Zox €& Ty, por M.P.,

10 LN ] -yn_k
k)
Ze ans 12 XE D (ya gue cada y . € D).
J
51 k=0, entonces por la absorcién por la derecha;

Zz. X € D,

Este teorema generaliza el teorema de la deduccién de



Tarski pues, si D es un sistema deductivo clé&sico, entan—
ces <D\ 4 zy > también lo es y, por lo tanto, n=1

(1os sistemas deductivos clésicos satisfacen 1)),

Este teorema - de forma andloga a como se hace en el ca-
so clé&sico ~ nos permite caracterizar los sistemas deduc-

tivos completos engendrados por D y por z & A, Tenemos :

Dud )y =DVLKzy={xEA: 2K Z(n-‘l)

<5 Xy N =1}

I1IT.5. En este apartado deseamos caracterizar los siste-

mas deductivos completos y maximales,

Un sistema deductivo completo M de (A,.) es maximel si,
y s@lo si, para cualguier otro sistema deductivo comple-

to D, Do M dimplica D=M 6§ D=A., Suponemos M#A,

Una caracterizacién de los sistemas deductivos completos
y maximales en términos de la ley de composicién de (A,.)

es la siguiente:

Un sistema deductivo completo de (A,.) es maximal si, y
s6lo si,

1. M#£A;

2. si x, y& M, existe un ndmero natural n =1

n Y
tal gue x( X'Y).yez M.
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La diferencia entre esta caracterizacién y la caracteri-
zacién de los sistemas deductivos clésicos y maximales
es gue, en la de estos dltimos, N y= 1, para todo par

’

x,y € A, Esta diferencia proviene del tecrema de la de-

duccién.

E1l hecho de gue nx y=’l para todo x, y &€ A es tan carac—
?

terfstico de los sistemas deductivos clé&sicos y maxima—

les gue, si un sistema deductivo completo satisface tal

condicifn, es clésico.

Concretando, si un sistema deductivo completo D es
tal gue, si xé. Dey ¢D, implica x.,y € D, entonces

D es clésico y, por lo tanto, maximal y clésico.

Debemos demostrar gue, para todo par de elementos

x, y de A,

En efectn:

- si x¢ D e ye¢g D, por hipftesis, x.y ¢ D ;

- si ye D, por la absorcién, x.y &€ D ;

- si y-¢ D y x& D, entonces no existe ningdn ente-
ro natural n =1 tal gue x(n).ye_ D. Por lo tan-

(2)

to, x° .y ¢D y x.y¢ D y, aplicando de nuevo la
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(2)

hip&tesis,(x' " ’.y).(x.y) € D.

La condicién "x ¢ D, y ¢ D implica x.y e D" es tan carac—
terfstica gue, si un subconjunto D que verifica M.P. y
la absorcién por la derecha la verifica, entonces es un

sistema deductivo clésico y maximal,

Debemos demostrar que D es un sistema deductivo
completo ; es decir, gue cumple SDC1, SDC4 y SDCS.
SDC1. si xq_: D, por la hip8tesis, x.,x €D ;
si x&€ D, por la absorcién, x.x & D.
SDC4. Debemos ver gue, para toda terna x, y, z
de A, (vez)e((x.y).(x.2)) € D,
. 51 z€ D, por la absorcién, es inmediato;
. 51 2 ¢ Dy x ¢ D, entonces, por hipétesis
X.2 € D y aplicando la absorcién, terminado;
.s1z2¢DyxeDeyé¢D, entonces x.z@& D
y x.y D (por MuP.) v (xay)e(x.2) €D vy,
por la absorcién, hemos terminado ;
.siz¢DyxeDeyeD, entonces, por
MePay Xo2 ¢‘D y X.y& D, de donde, por M.P.,
(x.y).(x.z)¢ D y, de nuevo, por M.P.,

y.z¢ D. Por hipétesis, (y.z).((x.y).(x.2))€&€ D,

sSDC5. E1 razonamiento es ané&logo,
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Un hecho importante que es preciso constatar aguf es oue,

en el caso clésico, un sistema deductivo M es maximal si,

y s6lo si, A/EM tiene exactamente dos clases.

Esto no ocurre si el sistema deductivo es completos
Consideremos ((0,1 ,+), &n donde X.y=1si x< vy vy
Xy = sl y «# X, Podemos demostrar fédcilmente gue
M=21} es un sistema deductivo completo (Sales [19741])

y maximal, Ahora bien, x ={1 y si, y sflo si,

x=y y, por lo tanto, A/= tiene la misma poten—

11}

cia gue A, lo cual contradice gue el cociente tie-

ne dos clases,

La dificultad radica en el hecho de gque la relacién de
eqguivalencia gue hemos utilizado no es la adecuada, La
adecuada es la relacién de equivalencia fuerte, Es de-
cir, D es un sistema deductivo completo y maximal si, y

s6lo si, A/-\,D tiene dos clases.

La demostracifn va de la siguiente manera :
Si D es un sistema deductivo completo y maximal y
xy, Y& D, entonces x.ye&€ D e y.x& Dy x ~_y;

D
si x, y¢ D, entonces existen dos ndmeros n, m > 1

(n) (m)

tales que x wvyelDey «x€D y, por lo tanto,

X~

pYi sixebDe y¢ D, entonces y.x € D pero

en cambio, cuelguiera gue sea n > 1, An) y ¢D.
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Por lo tanto, A/”D tiene sflo dos clases gue son

A'—D y D.

5i A/ND tiene dos clases, entonces una de ellas
contiene D y, por lo tanto, D E—_;D, en donde x € D,
5 tal que y ¢ D,
perc esto no es posible puesto que y G;D implica

(n)

X & Dy, por M,P., y& D,

5i D$;D, entonces existe un y € x

Por lo tanto, A/~D= 10, A-D }y entonces, si
xgDeyg D, x ~5

cién de ~qy Y de la caracterizacifin de los sistemas

y ¥y en virtud de la defini-

deductivos completos y maximales, D es maximal.

Se llama radical completo de A y se designa HC(A) la in=

terseccifin de todos los sistemas deductivos completos

y maximales de A,

Resulta gue HC(A)_C__ R(A), en donde R(A) designa el radi-

cal clésico de A, pero en general no coinciden.

si (A,.) no admite sistemas deductivos completos y maxi-

males, entonces HC(A) =R(A) =A,

11T.6. 5i x ¢TC, entonces existen sistemas deductivos
completos gue no contienen el elemento x; la coleccién

formade por estos sistemas deductives completos es in-

ductiva supericrmente. E1 lema de Zorn garantiza la



existencia de maximales,

Cada uno de estos sistemas deductivos -~ maximales entre

los que no contienen x — se llama un sistema deductivo

completo ligado a X y se designa Dx. Hemos hallado u-

na caracterizacién de los sistemas deductivos completos
ligados a x, Es la siguiente: un sistema deductivo

completo D estd ligado a x (x ¢& Tc) si, y s6lo si, cum=

ple :
1. X ¢ D;
2, sivy ¢' D, entonces existe un n y = 1 tal que
’
n
X
y( ’Y).x e D.

Una parte de la demostracién est4 basada en el tep-
rema de la deduccifin,

Si D est4 ligado a x, es preciso que x¢ Dy 1) se
satisface ; supongamos ahora gue y ¢ D, entonces
<D vy y})? Dy, puesto que D es maximal entre
los que no contlenen x, x€ <D w4 yt> y, aplican-

do el teorema de la deduccién, 2) est4 probado.

Recipr‘ocamente', si x€ D y D' es un sistema deduc-
tivo completo tal que Dg D', consideremos un ele-
mento y € D' tal gue y9‘5 D. Por 2) existe n > 1 tal

que



n
y( ).xeD; D?
y, por M.P., x& D' ; resulta pues gque D es maximal

entre los que no contienen x,

ta familia de los sistemas deductivos completos que con—
tienen D y no contienen x es inductiva superiormente y,
por el lema de Zorn, admite un maximal D' tel que

X ¢ DY y D> D.
La proposiciéin gque enunciamos es gue D' es un sistema

deductivo completo ligado a x.

8i D" D*, entonces D" 32D y, por lo tanto,
x & D", pues, en caso contrario, D"=2D y x& D" y
D' es el médximo con estas condiciones, Contradic-

cién .

III.7. Recordemos gue los elementos piercianos de (A,.)

son los elementos de la forma ((x.y).x).x. Recordemos
también gue, si P designa el conjunto de los elementos

piercianos, D(P)=R(A).

Deseamos, jpor gué¢ nol, dar una generalizacién de este
resultado en el caso de los sistemas deductivos comple-

tos. Nos encontramos con gue, en general, { P> £Rc(A),

Consideremos ((O,’I_],.,*’I k) y entonces tendremos



(42)

HC(A)=)\1k yy en cambio, {( P> =A, Basta observar

gue

((35.

Wi
ul—\

2 2
Esto nos lleva a introducir un nuevo concepto de elemen—

to pierciano. Llamamos elemento pierciano en sentido am-

plio todo elemento de la forma
(n)
((xay)* Tax)ax
y P! el conjunto de todos los elementos piercianos en

sentido amplio.

Es f&cil comprobar que P< P'; que D(P)=D(P'); que
(P> <= (P'). Todo ella nos proporciocna la siguiente
configuracifén
(P> <(P'><= D(P')=D(P)=R(A).
En el caso completo se verifica el siguiente teorema :
R(A) =P,

pero en general no son iguales,

Supongamos gue x @& < P'7; existe, entonces, un

sistema deductivo completo D ligado a x tal que

<P > = D . Para todo z de A tenemos que
(o)™ x). xe D

para todo n &€ N ; por lo tanto, por M.P.,

(xe2)Mixg

para ningdn n& N%, Esto implf’ca, puesto que D><



es un sistema deductivo completo ligado a x, que
XeZ € Dx y, por lo tantao,

z Q—(Dx wA XD
La arbitrariedad de z hace que <Dx (AN x\): A,
Esto nos aseyura qgue Dx es maximal en A, Por lo

tanto, x ¢ R.(A).

Para ver gue no son iguales basta considerar de

nueve ((0,1],.,41}) vy vemos que {P'> = A,

Todo lo expuesto nos da la siguiente configuracién :

flA g
(P> <= D(P')=D(P)=R(A).

{P>%

No hemos sido capaces de hallar ninguna relacién entre

HC(A)y P .

Hemos hallado, esto sf, una Jjustificacién de porque HC(A)
y (P') no coinciden y es que (P') es un sistema deduc-

tivo clésico, mientras gque HC(A), en general, no lo es.

En la demostraciéin anterior hemos visto que, si
x & {P'>, existe un sistema deductivo completo

ligado a x, Dx, gue es maximal, Para demostrar

gue es clésico utilizaremos el hecho de que, si

z ¢Dx y tgt D . entonces t.ze D .



Hemos visto también en la demostracifin anterior que,
para todo z &€ A, Xz g Dx'
5it¢ D, existe un sistema deductivo completo 1li-

gado & t, D, tal que D =D . Ahora bien, Dt;éA,

t’ t

pues t & D,» PeroD es maximal, luego D _=D,. A-
sf pues t € {P'H< D, ® t.zg D =D . Ello nos
dice que x¢H(A) y entonces

R(A) =<P>

y R(A) es un sistema deductivo clédsicoj por lo

tanto,{ P* > también lo es.

De esta manera obtenemos Tinalmente la configuracién si-

guiente ;
RC(A) s
P> X

Cuando RC(A) =T_ decimos que (Ay.) es deductivamente se-

LPYD> = D(P')=D(P)=R(A).

misimple desde un punto de vista completo.

n
si ((x.Y)( )
{p'> = T_ ¥, por lo tanto, HC(A)=TC. De donde

oX ) aX € T_ para todo x, y de A, entonces

R(A)=T = T.e

El recfproco, en cambio, no podemos garantizarlo. Este

resultado constituye el teorema de semisimplicidad en el

caso completo.



111.8. E1 trabajo termina analizando los sistemas deduc—

tivos completos y completamente irreducibles,

Un sistema deductivo completo D# A es irreducible si, y

sflo si, D=D1n D2 implica D=D,1 6 D2=Dg

Un sistema deductivo completo D# A es completamente irree

D dmplicz D=0, para un
5 i

ciertc i€ I.
Hemos demostrado gue 3

Todo sistema deductivo completc y maximal es completames-

te irreducible,

51 D= . .

iD f\ D, entonces D, 2 D para todo i& I
iel

Pero D#£A, por lo tanto existe un x& A tal gue

.  Exist i t .
x¢ D xiste un ig€ I tal que X¢Dio Perg,
si D es maximal, para todo i €1, Di=D é Di=A.

De ahf que D, =D,
1o

Un sistema deductivo completo D es completamente irredu=-
cible si, y sélo si, existe un x,éo y D=D_.
Si D=Dx y D= (_\ Di' entonces existe un D, 2 D
i€l *
tal gue x¢ Di; por lo tanto, Di=D'

5i D no esté asociado a ningdn x & A=D, conside=-

(ac



remos D' = /\\ D, en donde Dx;}; D. Resulta que
xe A=D

D'2D. Site //\ D_» entonces, para todo
x € A-D

xe A=-D, t EDx' De donde, t &€ D. Por lo tanto

b=/ \ D v D 3 D para todo x € A-D, Esto ter-
x€ A=D
mina la demostracién.

(n=1)

T Y «X, entonces
c

existe un sistema deductivo completo completamente irre-

*
5i x¢TC y, para todo ne N , v <

ducible que los separa.

Todo sistema deductivo completo propio es interseccién
de sistemas deductivos completos y completamente irredu-

cibles,

TC es la interseccién de todos los sistemas deductivos

completos y completamente irreducibles,

51 todp sistema deductivo completo y completamente irre-
ducible es maximal, entonces Rg(A)=Tg vy, por ende,

Tc < P> =D(P)=R(A)=T.

Barcelona 1975.
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