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CONTRIBUCION AL ESTUDIO DE LAS ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS 
============ == ======= == === =========== =========== 
DE LOS SISTEMAS LOGICOS DEDUCTIVOS. 
== === ======== ======= ========== 

Introducci6n. 

A la hora de introducir algebraicamente la idea de siste-

~ 16gico, los 16gicos y los matem~ticos han adoptado dos 

caminos: 

David HILBERT [1923] y Antonio MONTEIRO (hacia (1950]) 

definen una 16gica como una terna (A,.,D), en donde (A,.) 

es una ~lgebra abstracta y D s; A, D ~ ~. 

Intuitivamente, A es el conjunto de las proposiciones, 

• es la implicaci6n entre proposiciones - que es una ley 

de composici6n interna - y D es un conjunto elegido de 

antemano que representa las proposiciones verdaderas : 

ser verdadero es una elecci6n. 
=== ========= == === ======== 

La diferencia entre D. Hilbert y A. Monteiro es una di

ferencia de generalizaci6n : para D. Hilbert, D = 11 ~ y 

la relaci6n : "x :!!; y ~ x. y= 1 11 es una relaci6n de or-

den ¡ para A. Monteiro, D ~ ~ y la relaci6n: "x ~ y si, 

s6lo si, x. y€ D 11 es u na relaci6n de pre orden. 

Si, como hizo Feo. de Asís SALES [1971), las ~lgebras 

de Hilbert se pueden considerar como ~lgebras dotadas 

(2) 
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de operaciones y sistemas ordenadores, asi tambi~n las 

~lgebras introducidas por A. Mcnteiro y llamadas pre~l

gebras ~ Hilbert se pueden mirar como ~lgebras dotadas 

de operaciones y de sistemas preordenadores. 

Alfred TARSKI (1930] llama 16gica a un sistema (A,Cn), 

en donde A es un conjunto ~ ~ y Cn es un operador de 

consecuencia en A; es decir, una aplicaci6ri de P(A) en 

(3) 

P(A) que verifica: (i) Para todo X s;. A, X<;;; Cn(X) = Cn(Cn(X)); 

(ii) para todo par X, YE P(A), X~ Y implica 

Cn(X) ~ Cn(Y). 

Definido el sistema 16gico de esta manera, resulta que 

un elemento x de A es una consecuencia de X<;;;:: A si, y 

s6lo si, x e Cn(X). 

El mismo A. Tarski en el trabajo "Untersuchungen t:Jber 

den Aussagenkalktll" demuestra que en el c~lcula de pro-

posiciones cl~sico : 

la relaci6n H t-- p, definida por: "existen h
1

, ••• , 

h de H tales que 
n 

es un teorema", permite asociar a cada subconjun-

to H de proposiciones el conjunto H' =~ p: H 1--- p\. 
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La aplicaci6n H i--. H' = Cn(H) es un operador canse-

cuencia en el conjunto P de las proposiciones. 

Este hecho nos sugiere un m~todo para relacionar las dos 

definiciones algebraicas de 16gica : dada la 16gica 

(A,.,D) le podemos asociar la 16gica (A,CD)' en donde CD 

es el operador definido por : 

(4) 

CD(x) =i xE A: existen x1, ••• ,x des y X.( •••• (x .x) •• )ED[. 
n 1 n 

Al realizar esta construcci6n del operador CD se nos 

presenta una dificultad : lo m~s probable es que c
0 

no 

sea, en absoluto, un operador consecuencia. 

Los dos primeros capítulos de este trabajo se mueven en 

esta linea : hallar qu~ condiciones deben cumplir los 

subconjuntos D de A para que ciertos operadores CD 

bien determinados sean operadores consecuencia en A. 

El tercer capitulo - apart~ndose de esta linea - cons-

truye sistemas deductivos no cl~sicos, que llamamos 

sistemas deductivos completos : con ellos podemos rea

lizar un estudio 16gico que culmina el tercer capitulo 

y el trabajo. 
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Primer cap1'.tulo. 

I.1. En una terna (A,.,D), ¿qu~ condiciones debemos im-

poner a D para que el operador consecuencia inmediata 
============ ========= 

sea un operador consecuencia en A? 

La respuesta a la pregunta anterior nos la da el teorema : 

"una condici6n necesaria y suficiente para que CD sea un 

operador consecuencia en A es que D sea un conjunto pre-
======== 

~;~~~~~~; (es decir, tal que la relaci6n 

X~ y si, y s6lo si, x.y E:. D 

es un preorden en A, o equivalentemente : 

i) para todo x de A, x.x E D ; 

ii) para todo x,y, z de A, x.y E D e y. z E. D implican 

x.zE D)". 

~ 

Es claro que CD est~ definido s6lo en P(A) =P(A)-~~f. 

M~s adelante nos preocuparemos de extenderlo. 

I.2. ¿Es posible establecer una aplicaci6n .<}) entre el 

conjunto PO(A) - de los sistemas preordenadores de A 

y el conjunto ~(P(A)~) - de los operadores consecuen

~ 

cia sobre P(A) ? Efectivamente , en virtud de I . 1. 

(5) 
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Vemos, sin embargo , que t a l aplicaci6n no es exhaustiva ¡ 
== == ========== 

los c
0 

son morfismos respecto de las reuniones arbitra

rias y, en cambio, un 8 E /\(P(At),en general,no lo es. 

Tampoco es ~~~;~!~~~' pero una condici6n necesaria y su

ficiente para que lo sea es que todo elemento x de A 

factorice (esto es, que existan y, z de A tales que 
========= 
X=y.z). 

De esta manera, la aplicaci6n ~ : PO(A) - - - Im f . 
es una biyecci6n y, por lo tanto, dado que 

( PO (A) , A , v ) , 

en donde 

D AD =D /""ID • 
1 2 1 2 

1 D1 V D2= r\ O, 

D:? D1v D2 

es un ;;!!~~~ y que q, es un ~~~~~;!~~~~ ~= ~;~;~, re

sulta que ~ es un ~~~~~;!~~~~ ;;!~~~~;, si en Im ~ 

definimos las operaciones : 

y 

Se observa, sin embargo, que el retículo (Im 4, A, v ) 

no es un subreticulo del retículo ( .6.(P(At), !::: , v ). 
== == == =========== 

La demostraci6n de que ~ es isomorfismo de orden 

utiliza el hecho de que todo elemento de A factoriza: 

(6) 
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/\
0 
~ 6

0 
y zE o1 (con z=x.y) y, por lo 

1 2 

tanto, y E .6 (x) ~ 6 (x) ¡ luego x.y = z E D2• 
º1 º2 

Un ejemplo concreto nos permite comprobar que, en gene-

ral, ( PO ( A ) , A , v' ) no es distributivo. 
-- -------------- -- ------------

El ejemplo es A= ~x , y , z , t~ con la operaci6n: 

• X y z t 

X X z z z 

y y X z z 

z t t X z 

t t t t X 

Los sistemas preordenadores de (A,• ) son: 0 1=~xf; 

D2 =i x,y( i 03 =\ x , z ~ ;D 4 =\ x , q; 05 = 02 \J 
03; 

D5 = D2 u o4 ; A. Disponemos, pues, del reticulo 

A 

ºs · <>·b~ 
• D;z. 

'D3•~ . /•D.o\ 

que contiene el pent~gomo : • "P~ 

·• A 

DS, _,.,/- ~ 

) • n. 

D •"-... / 
.3 -............ 

• D~ 

Por lo tanto no es ni siquiera modular. 

(?) 
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I.3. Deseamos extender CD a P(A) entero. Es preciso que, 

para cada x de A, CD(~)<: CD(x) o, equivalentemente, que 

cD(~)s ("\ cD(x). 
X E" A 

Si () cD(x) = ~. entonces la ijnica extensi~n posible 

x~A 

es CD(~)=~ y decimos que c es un operador clausura to-
D -------- ----------

pol~ica en A. 
===::z==== 
Si {) c

0
(x) = T f: ~' entonces disponemos de las opcio

x E- A 
nes CD(~)= T' s;, T, siempre que CD(T') = T'. 

M~s adelante volveremos sobre esta cuesti~n. 

I.4. Dada una estructura algebraica (A,.), ¿c~mo son los 

sistemas preordenadores? 

2 . 2 2 
Si llamamos A el conJunto A = { x : x € A~, resulta que, 

2 
si Des un sistema preordenador de (A,.), A <;:D. 

Centrando nuestra atenci~n al caso particular de los gru-

pos (A,.) se denl.Jestra que Hs; A es un sistema preordena-
=z:n= 

dar de (A,.) si, y s~lo si, Hes un;~~~~~~~~;~~~~~: 

=~~!~;~; ~~~ ~~~;~~~; ~;;!;~~~; . 
Entonces disponemos de dos relaciones de equivalencia 

inducidas por el subgrupo : en tanto que subgrupo normal 

y en tanto que sistema preordenador. Disponemos, pues, 

de dos conjuntos cocientes : A/H y 
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El primero es un ~~f;~ ; el segundo es un conjunto total-
===== 

mente desordenado, pero se demuestra que constituyen el 
===== =========== 
mismo conjunto cociente. Por lo tanto, A/H = A/z.."! H es un 

grupo totalmente desordenado. 
========== =========== 

La demostraciOn de "si H es un sistema preordenador, 

2 
H es un subgrupo de (A,.) que contiene A 11 es la si-

guiente : i) e= e.e E. H, pues A2s H ; ii) x E H, 

y EH implican x = x.e, y= e.y E H que, por la tran

si ti viciad, implican x. y E H ; iii) x E. H implica 

-1 
x = e.x y e= x.x E. H y, de nuevo, por la transi-

-1 -1 
tiva, x = e.x E:. H. 

Esta demostraciOn se puede extender a sistemas algebrai-

cos con neutro e incluso a estructuras algebraicas con 

neutro por la izquierda que sea absorbente por la dere

cha (elementos tales como el m~ximo en una ~lgebra de 

Boole). Entonces se obtiene "si H es un sistema preorde

nador de un sistema algebraico (A,.) con elemento distin-

guido de uno de los tipos indicados, entonces H es una 

subestructura que contiene A211 • 

La demostraci6n recíproca, en cambio , no a dmite extensiOn 

puesto que utiliza la existencia de inversos. Vemos ta~ 

bi~n que existen subestruc turas con neutro que contienen 

A2 y que no son sistemas preordenadores: en (N,.) se 

(9) 
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2 3 2 2 
considera O=~ n .m n, m E. N(. Entonces n .m .me-=. O 

2 2 
y 1.n .m E O y, en cambio, m puede no pertenecer a D. 

Finalmente, si (A,.) no dispone de elementos distingui

dos como los indicados m~s arriba pueden existir siste-

mas preordenadores que no sean subestructuras: (Z,-) 

y O= aN, a > o. 

I.5 y I.6. En 16gica son conocidos los enunciados : 

(1) Cualquier proposici6n implica un teorema (absorci6n 

por l.!! derecha) ; 

(2) De un teorema s6lo se pueden deducir teoremas (~ 

~ ponens: M.P. ). 

Algebraicamente estos enunciados se traducen en : 

( 1) si x E:. D, entonces, para todo y E A, y.x E D (o 

equivalentemente, y. D <;;;. D, para todo y E A) ; 

(2) si x.y E D y x E. D, entonces y E O (o equivalente

mente, D es un filtro del preorden ~ 
0

). 

¿Es pasible caracterizar por medio del operador CD el he

cho de que D verifique (1) 6 (2)? Si. 

( 1 ) D es absorbente por la derecha si, y s6lo si, para 

todo SE P(At, D~ CD ( S). 

(2) D verifica M.P. si, y s6lo si, existe un SE P(At 

tal que c
0

(s) =O¡ si, y s6lo si, c
0

(D) =D. 

(10) 
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Un sistema preordenador que verifica M.P. se llama sis-
=== 

tema deductivo d~bil. 
========= ====== 

Si D es un sistema preordenador absorbente por la 

derecha que verifica M.P. resulta que, si intenta

mos extender CD' nos encontramos con que CD ~~ ;~ 

un operador clausura topolOgica. En efecto: en 

virtud de la absorciOn D e: CD ( ~) y, en virtud del 

M.P., CD(~) S CD(D) =D. Por lo tanto, CD(~)== D" ~. 

En una estructura (A,.) asociativa - o conmutativa 
========== =========== 

el ~nico sistema deductivo d~bil y absorbente por 

la derecha es A. En otras palabras las estructu-

ras asociativas y conmutativas son inconsistentes. 
============ 

(x.x). (x.x) E. D implica (x. (x.x)) .x E. D implica 

X E: D j 

(11) 

x.y E D si y E: D y x E A. Luego, si y€ D y x E A, 

y. x = x. y E. D y, por M. P. , x <: D. 

I.7. La existencia de neutro por la izquierda implica 

que todo sistema preordenador D sea sistema deductivo 

d~bil. 

La existencia de neutro por la izquierda que sea absor-

bente por la derecha implica que todo sistema preordena-

dar D sea absorbente por la derecha. 
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I.B. Una cuestiOn que no hemos tratado hasta ahora y 

que se aleja del intr!ngulis de este primer capitulo 

es la siguiente: (A,.,o) est~ dotado de la relaciOn 

de equivalencia : 

si, y sOlo si, x.y E O e y.x E o. 

¿Podemos asegurar que O es clase de equivalencia? 

La respuesta a esta pregunta es negativa y, m~s toda

v!a, ni tan siquiera podemos asegurar que O est~ con

tenido totalmente en una clase de equivalencia. 

Hemos podido demostrar que : 

1. 

2. 

3. 

4. 

O ~ [xl
0

, x E o, si, y sOlo si, O es ;~;;~~~ 

(o.o~ o). 

Cuando [x]
0

=>. o, XE: o, [xJ es m~ximo en A/~ o -o 
si, y sOlo si, O es absorbente por la derecha. 

Cuando [x] 
0 

;:::> O, x E. O, y O es absorbente por la 

derecha, [ xJ
0 

=O si, y sOlo si, O verifica M.P. 

O E. A/=:
0 

si, y sOlo si, O es maximalmente cerrado. 

Un sistema preordenador O es maximalmente cerrado (M.C.) 

si, y sOlo si, i) o.o ~O ¡ ii) si existe Te: A, T ~o, 

entonces o. T f O O T .o cj; o. 

5. O absorbente por la derecha: M.P. y M.C. son equi-

valentes. 

(12) 
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Sin embargo es posible demostrar - consideramos los 

grupos - que M.P. y M.C. no implican la absorci~n 

por la derecha. 

La introducci~n del concepto de M.C. nos permite plante-

arnas la siguiente pregunta : Dado un sistema preordena-

dar o, ¿es posible construir un sistema preordenador M.C. 

que lo contenga? La respuesta es afirmativa y se puede 

dar utilizando dos m~todos : 

el primer m~todo : se considera el conjunto 
====== ====== 
-b =10 1 

: D' es M.C. y 0 1 2.. O t (i~, pues PJ~). 

Se construye 0
0 

= .r-) D' y se demuestra que 0 0 es un 

D' E.& 

sistema M.C. que contiene a O y es, precisamente, el en-

gendrado por D. 

el segundo m~todo : sea O un sistema preordenador cerra-
======= ====== 

do (debemos asegurarnos de la clase engendrada por O con

tiene O: ver 1.). Construimos 

en donde D1 es, precisamente, el menor sistema preordena
CD 

(13) 

dar que contiene C0 y satisface D1.D1 ~º1 · Sea C=\..J Dk. 

k=1 
Se demuestra que C es M.C. (preordenador y clase). 

Te nemos dos m~todos, pero mientras el primero es aplica-

ble a todo sistema preordenador , e l segundo s~lo lo es 

a los sistemas preordenadores cerrados. Pero esta dife-
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rencia es s~lo aparente. En efecto : dado un sistema pre

ordenador D, constru!mos 0
0 

por medio del primer m~todo. 

Por otro lado, s partir de o, constru!mos 0 1 
- que es el 

menor sistema preordenador que contiene O y es cerrado -

y, a partir de ~l y aplicando el segundo m~todo, constru!

mos c. Se deruestra que 00 =c. 

(14) 
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El capitulo II sigue un des~rrollo paralelo al que se ha 

seguido en el capitulo I. 

II.1 y II.2. Se define una aplicaci6n 

K
0

: P(At 

por medio de 

P(A) 

K
0

(s) d ~ xE A: (-3s)(s E SF(S) y s.xE,. Df, 

en donde SF(s) designa el conjunto de todas las sucesio

nes finitas de elementos de S y 1 si s = ( s 1 1 • • • 1 sn) 1 

s.x = s
1

• ( •••• (sn.x) ••• ) que, por cuestiones de brevedad, 

escribir~mos s 1 ••••• s n .x • En (~)rticular;) si si= t, pa

ra cada 1=1 1 ••• ,n, entonces t .x=t. ••• .t.x 

¿Qu~ condiciones debemos imponer al conjunto O para que 

K
0 

sea un operador consecuencia? Para responder a esta 

pregunta se introduce el concepto de sistema preordena

dor fuerte : es todo subconjunto O de A que satisface : 

i ) para toda X de A' X. X E o ; ii) si h • • • • • h • X e D -
. . 1 n 
1 1 

y, para cada i = 1 , • • • , n 1 h • • • • • h • h . E O 1 entonces 
1 m. 1 

1 1 n n 1 
h

1 
••••• h ••••• h

1 
••••• h .xe.o. 

m1 mn 

Introducido este concepto, se demuestra que; para que 

K
0 

sea un operador consecuencia es ;~~~~~;~!; que O sea 

un sistema preardenadar fuerte. 

A continuaci6n se analiza si es pasible dar un concepto 

( 15) 
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de sistema preordenador fuerte que permita generalizar 

el teorema dado en el capitulo I ; es decir, ¿es posi

ble dar una definici6n de sistema preordenador fuerte 

que permita establecer que la condici6n es tambi~n ne

cesaria? La respuesta es afirmativa, pero al hacerlo 

deberiamos renunciar a que el concepto de sistema preor

denador fuerte generalizase el concepto de sistema pre

ordenador d~bil (es decir, un sistema preordenador fuer

te no seria d~bil). Y nosotros deseamos que un sistema 

preordenador fuerte sea d~bil. Por este motivo, renun

ciamos a generalizar el resultado anterior. Se demues

tra, adem~s, que, en general, los sistemas preordenado

res d~biles no son fuertes. 

II.3. Definimos la aplicaci6n 

c1' : POF(A) ----> 6(P(A/') 

por medio de : q:> (D) = K
0

• Se demuestra que 1ti no es 

exhaustiva - para verlo nos basamos en el hecho de que 

la condici6n anterior no sea necesaria. En relaci6n 

con la inyectividad : 11 si es inyectiva, entonces todo 

elemento de A es factorizable 11
• Sin embargo, no sabe

mos si esta condici6n es o no suficiente. 

A pesar de que ~ es un morfismo de orden, no es posible 

generalizar los resultados del capitulo I. 

( 16) 
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Vemos tambi~n que (POF(A), A,"), en general, no es dis-
== == == 

tributivo. 
========== 

Para verlo se considera un grupo de Boole (A,.) con 

tres elementos o, x e y. Los subgrupos 

,O,x+y~, ~o,x,y,x+yl 

son sistemas preordenadores fuertes (II.4) y cons-

ti tu yen un rombo : 

'01 X 'r 

II.4. Todo sistema preordenador fuerte es d~bil y, por 

lo tanto, si (A,.) dispone de elementos distinguidos co-

mo los descritos en I.4, es una subestructura que contie-
============= 

ne A2. Vemos, adem~s, que, en el caso de los grupos, to

do subgrupo que contiene los cuadrados perfectos es un 

sistema preordenador fuerte y rec!procamente. Es decir, 

en el caso de los grupas, los sistemas preardenadares 

fuertes y d~biles coinciden. 

(17) 
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La demostraci6n que debemos realizar para demostrar 

tal resultado es totalmente distinta de la dada en 

el caso d~bil : es preciso recorrer al hecho de 

que todo subgrupo que contiene los cuadrados per-

fectos es normal y tambi~n a la asociatividad de 

la operaci~n. 

II.5. Puesto que todo sistema preordenador fuerte es 

d~bil resulta que, si D es un sistema preordenador fuer

te, entonces podemos considerar simult~neamente los ope

radores CD y KD. Este p~rrafo los compara y obtiene 

los siguientes resultados : 

+4 
1. Para todo S E. P( A) , CD ( S) S KD ( S), pero, en gene-

2. 

ral, no coinciden. 

Para ver que pueden ser distintos hacemos uso de 

los grupos y tambi~n de las ~lgebras de Hilbert. 

K no es morfismo respecto de las reuniones arbi
D 

trarias. 

3. KD es un operador finitario o de tarski. 

4. KD o CD= CD o KD, que es un resultado conocido. 

II.6. Del mismo modo que en el capitulo I pretendemos 

caracterizar la absorci6n por la derecha y el M.P. por 

medio del operador Kl>. Se obtiene : 

( 18) 
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1. Si O es un sistema preordenador fuerte, absorbente 

por la derecha, entonces, si SE: P(At, SS K
0
(s). 

Para ver que el rec!proco en general falla es sufi-

ciente analizar el caso de los grupos. 

2. Si O es un sistema preordenador fuerte, entonces O 

satisface M.P. si, y s~lo si, existe un subconjunto 

S de A, S./:~, tal que K (S)=D ¡si, y s~lo si, . o 

Un sistema preordenador fuerte que satisfaga M.P. se lla-

ma un sistema deductivo fuerte. 

II.7. En este apartado - que es quiz~s el m~s impor

tante de esta segunda parte - se recoge un resultado de 

Sales [1974) y de ~l se extraen consecuencias que ser~n 

ijtiles m~s adelante. Este resultado dice: "si O es un 

sistema deductivo fuerte, absorbente por la derecha, 

K
0

(s) es un sistema deductivo d~bil". 

i) Por II.6(t) tenemos que, si SE: P(A/', 

O~ K
0

(s) y, por lo tanto, x.x E. K
0
(s), para 

todo x de A. 

ii) Si x.y E. K
0

(s) e y.zE. K
0
(s), entonces exis-

.•• 's 
n 

y ,t 
m 

de S tales que 

t •.••. t .y.zE o 
1 m 

y, por ser O un sistema deductivo fuerte, resul-

(19) 
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ta: 

t . ••• .t .s • ••• .s .x.zE O 
1 m 1 n 

y por lo tanto x.zE K
0 

( S). 

iii) Si x.y E: K
0

(s) yxE K
0 
(s), entonces 

s
1 
••••• sn.x.y E. O y t ••••• t .xE. 

1 m 
o, 

en donde los s. y los t pertenecen a S y, dado 
l. j 

que O es un sistema preordenador fuerte, resul-

ta que 

s
1 
••••• s .t

1 
••••• t .yED 

n m . 

y, por lo tanto, y E; K
0 

( S) • 

De este resultado se siguen : 

A. K
0

(s) es el sistema deductivo d~bil engendrado por 

s V D. 

Es claro que K
0

(s) es un sistema deductivo d~bil 

que contiene S v O ¡ si 0 1 es un sistema deduc-

ti vo d~bil que contiene S ..._, O, entonces, si 

z E K
0 

( S), s ••••• s • z E O, en donde s. E: S. 
1 n i 

Por 1 o tan to, s 
1 

• • • • • s • z E. O' y s . ~ O ' y, 
n i 

por M. P. , z E. O ' • 

Este resultado es importante puesto que nos di-

ce que "toda consecuencia fuerte es una canse-

cuencia d~bil, si cambiamos de sistema deducti-

(20) 
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vo 1
'. Si O es un sistema deductivo fuerte, ab

sorbente por la derecha, K (s) es un sistema 
o 

deductivo d~bil. 

El inconveniente de este resultado es que el 

sistema deductivo al que se refieren las canse-

cuencias d~biles depende del conjunto S y, en 

general, no es posible asegurar la existencia 

de un K
0

(s) que valga para todo subconjunto Y 

de A. 

II.B. En este apartado se introduce, en A, una relaciOn 

de equivalencia, que llamaremos la relaciOn de eguivalen

cia fuerte y que es, precisamente, la relaciOn inducida 

por el operador K
0 

sobre el conjunto de los conjuntos u

nitarios de A : 

X rvO y si, y sOlo si, 

si, y sOlo si, 
. (n) ( ) 

existen n, m ~ 1 tales que x .y E: O e y m .x E D. 

Si llamamos [x]
0 

la clase de equivalencia d ~bil de x 

(ver I.B) y x
0 

la clase de equivalencia fuer t e de x , re

sulta: 

1. [ x ) 
0 

S x
0 

pero, en general 1 no coinciden . 

(21 

Para ver que no coincidens consideremos ((D , 1 ,.), 

en donde x.y = 1 s i x ~y y x.y = y/x en otro caso. 
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Vemos que [ x J O ~ x
0

, ya que [x )O = 'xt. para 

cada x E. (o, 1) y , en cambio, x
0

=(o,1), si 

X E (0 , 1) . 

2. [xJ O= x
0 

si, y s6lo si, para todo y de A, K
0

(x) = 

K
0

(y) equivale a c
0

(x) = c
0

(y ) . 

De esta condici6n necesaria y suficiente se deduce 

una condici6n suficiente para que [x] = x
0

• Dice: 

"para todo par=::=;=~:=;, )n) .y E O ~mplica x.y E. 0 11 

que equivale a "para todo X de A, co(x) = Ko(x)". 

Esta condici6n, sin embargo, no es necesaria: bas-

ta considerar el caso de los grupos. 

Podría parecer que la condici6n suf1ciente de 2) es ex-

traña - y que, por lo tanto, no se da a menudo pero no 

es as! : la verifican las ~lgebras de Hilbert, la veri-

fican los sistemas deductivos que, para toda terna x, y , 

z de A, 

(x.(y.z)).((x.y).(x.z)) E D. 

La verifican asimismo los sistemas deductivos de los 

grupos, pero el motivo es la normalidad de los sistemas 

deductivos y la existencia de inversos. 

(22 ) 
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En el capitulo tercero, analizando las propiedades de los 

sistemas deductivos cl~sicos, encontramos los sistemas 

deductivos completos. Estos se parecen mucho a aquellos, 

si bien son diferentes. Con ellos se construye una l~ 

gica positiva en el sentido de A. Monteiro [19?11. 

III.1. Recordemos que, si (A,.) es una estructura alge-

braica y O es un conjunto no vac!ó f: A, se dice que O 

es un sistema deductivo cl~sico si, y s6lo si, satisface: 

DC1. x. (y.x) E o, para todo x, y de A; 

DC2. ( x. (y. z )) • (( x. y ) • ( x. z) ) E O , para todo x, y, 

z de A; 

DC3. M. P. 

Oiremos que O es propio si O /: A y que es maximal si es 

propio y, adem~s, si 0 1 ~ D, en donde 0 1 es un sistema 

deductivo cHlsico, entonces O•= O 0 O' =A. 

Las tesis cl~sicas de A son los elementos de la intersec-

(23) 

ci6n de todos los sistemas deductivos cl~sicos ; es decir, 

si .@ es la familia de todos los sistemas deductivos el~-

sicos, entonces 

o • 

(A,.) es consistente desde el punto de vista cl~sico si, 

y s6lo si, T /:A. 
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Se demuestra, es un resultado conocido, que todo siste-

ma deductivo cl~sico es un sistema deductivo d~bil y ab-

sorbente por la derecha. Al rev~s, en cambio, es falso. 

Es conocido tambi~n que en todo sistema deductivo cl~si-

co se verifican las siguientes propiedades : 

1. ~ 
0 

es un preorden y =: 
0 

es una relaciOn de equiva

lencia; 

2. X ~ O y.x j 

3. z ~ 
0 

x.y implica z.x ~ 
0 

z.y ¡ 

4. z ~ 
0 

x.y implica x ~ 
0 

z.y ( conmuteciOn de premi

sas : c. P.) ¡ 

5. x ~ 
0 

y implica z.x ~ 
0 

z.y (isoton!a por la iz

quierda) ; 

s. 

7. 

s. 

9. 

10. 

x ~ 
0 

y implica y. z .::S. 
0 

x. z ( antiisoton!a por la 

derecha) ; 

x.y ~ (z.x).(z.y) 
D (leyes del silogismo) 

x.y ~D (y.z).(x.z) 

x.(y.z) ~ 
0 

(x.y).(x.z) (la operaciOn inducida en 

A/==a 0 es "autodistributiva por la izquierda") ; 

x.y ~ y para todo y de A si, y sOlo si, xe D 

(24 

(la operaciOn cociente posee "neutro por la izquierda") 

11 • X• (X o y) =o X o Y j 

12. x !!S-
0 

(x.y) .y ; 

13. ==o es una ~~~~~~~~~~ ( compatible con la operaciOn). 
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Este ~ltimo punto es el que abre el fuego del tercer ca

pitulo. En I.B hemos visto que, si O es un sistema de

ductivo d~bil y absorbente por la derecha, es clase de 

equivalencia. Ahora debemos preguntarnos si la rela

ciOn y la operaciOn son "compatibles". 

Una·condiciOn suficiente - y vemos que no es necesaria 
=========== == 

para que =:;-
0 

sea una congruencia - en el supuesto de 

que O sea un sistema deductivo d~bil y absorbente por la 

derecha - es que verifique las leyes del silogismo. 

Este resultado permite introducir el concepto de sistema 

deductivo semicompleto: es todo sistema deductivo d~ 

bil y absorbente por la derecha que, adem~s, satisface 

las leyes del silogismo. 

Se demuestra entonces, por medio de ejemplos, que un 

sistema deductivo semicompleto - que cumple las propie

dades 1), 5), 6), 7), 8) y M.P. - no tiene porque cumplir 

ninguna m~s. Los sistemas deductivos semicompletos se 

hallan bastante alejados de los sistemas deductivos 

cl~sicos. Por este motiov introducimos una 'nueva defi-

niciOn : llamaremos sistema deductivo completo a todo 

sistema deductivo sem~cQmpleto que, adem~s, verifique 

C.P. Un sistema deductivo completo satisface 1), 2), 

(25) 
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4), 5), 6), 7), a), 10), 12), DC1 y OC3. Se comprueba 

que hay sistemas deductivos completos que no verifican 

las propiedades restantes. 

III.2. La definici6n de sistema deductivo completo que 

hemos dado es superabundante. En este apartado la damos 

por medio de cinco axiomas independientes que son : 

SDC1. reflexiva: x.x E- o, para todo x de A; 

soc2. M.P.: si x.y E:- o y X E. o, entonces y E: o 

SOCJ. la absorci6n por la derecha : A.O .S O ; 

SOC4. una ley del silogismo: (x.y).((z.x).(z . y)) E: O; 

SOC5. C.P.: x . (y.z) ~O y.(x.z). 

Para comprobar que estos axiomas son independie mtes, 

consideramos los ejemplos siguientes : 

Independencia de SOC 1. A = ~ x, y, z ~ y la operaci6n : 

X y Z 

X X y y 

y X X X 

Z X y y 

O= \x~ verifica SOC2, 3, 4 y 5, pero no verifica SOC1. 

Independencia ~ §.Qg. A= ~ x,y b dotado de l a opera

ci6n: x.x =y.y= x.y = y.x = x. ílJo se verif ica soc2, si 

(26 ) 
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Independencia de ~· 

Vemos que SOCJ es falso. 

A= Z y la operaci6n + y O= 2Z. 

Independencia ~ ~· 

X 

y 

z 

t 

Independencia de SOC5. 

A= ~x,y,z,t~ y la operaci6n : 

X y z t 

X y · z t 

X X z X 

X y X X 

X X X X 

A = ~ x, y, z \ y la operaci6n : 

X y Z 

X X Z Z 

y X X Z 

Z X X X 

(27) 

III.3. En este apartado se estudian las diferencias en

tre los sistemas deductivos cl~sicos y los sistemas deduc-

tivos completos. Vemos, en primer lugar, que "todo sis

tema deductivo cl~sico es completo, pero que al rev~s 

es falso¡'. 

Para comprobar que existen sistemas deductivos com

pletos no cl~sicos, basta anal izar el siguiente e

jemplo : A=~ x, y, z ft la operaci6n dada por la ta

bla: 
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(28) 

X y z 

X X y z 

y X X y 

z X X X 

Sea O=~ x ~· No es clt1sico, puesto que y. (y.z)::j=.
0 

y.z 

lo que hace que falle 11). En cambi es clt1sico. 

Todo sistema deductivo completo - y, por ende, todo sis

tema deductivo clt1sico - es fuerte. Este resultado vin-

cula este capitulo con el capitulo II que, hasta ahora, 

parecian independientes. 

Le demostraci6n utiliza el hecho de que sea congruen-

cia y, por lo tanto, la ley del silogismo ¡ utiliza 

tambi~n C.P. y M.P. 

Para obtener el resultado pretendido se demuestra, 

en primer lugar, que si s .. = (h , ••• ,h., ••• ,h . , ••• ,h ) 
1J 1 1 J n 

y s .. = ( h 
1 

, • • • , h . , • • • , h. , • • • , h ) , entonces 
J1 J 1 n 

sijºxt: O si, y s6lo si, sjiºx~ D. Visto esto y 

aplicando la ley del silogismo, la demostraci6n sa

le ft1cilmente. 

Pero el resultado mt1s interesante es haber demostrado que, 

si un sistema deductivo completo O verifica cualquiera 

de las propiedades oc2, 3), 9) y 11) - que son las que 

le faltan a un sistema completo de las que verifica un 

sistema deductiva clt1sico - es clt1sico ¡ es decir, cual-
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quiera de estas propiedades caracteriza la diferencia en

tre un sistema deductivo completo y un sistema deductivo 

cl~sico. 

Es claro que, si un sistema deductivo completo satis-

face DC2 6 9)' es cl~sico. 

Lo que no resulta tan claro es que, si un sistema 

deductivo completo verifica 11 ) , sea cl~sico. 

La demostraci6n se basa en el hecho de que todo 

sistema deductivo completo es fuerte y, por lo 

tanto, K
0

(s) es un sistema deductivo d~bil, cual

quiera que sea Sf: A. Elegimos el subconjunto 

S = ~ x.y, y. (x.z) ~. Entonces por la transitiva 

de K
0

(s) resulta que x.(x.z) E K
0

(s) ¡ para todo 

x, z de A y todo y de A tenemos una de las tres po-

sibilidades siguientes : 

(29) 

(x.y).(x.z) E. O¡ 

(y.(x.z)).(x.z) E:. O¡ 

(y.(x.z)).((x.y).(x.z))E.. O (en virtud de 11)). 

A partir de aqu! la demostraci6n es inmediata. 

Si se verifica 3), puesto que x ~O (x.'y).y para 

todo x, y de A, resulta que, para todo x, y de A, 

x.(x.y) ~O x.y ¡ por lo tanto, se verifica 11). 

Este teorema nos dice que la diferencia entre un siste-
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ma deductiva completa y un sistema deductiva cl~sica se 

puede considerar desde un punta de vista algebraica y 

desde un punta de vista 16gica. 

Desde el punta~~~ algebraica resulta que, si D 

es un sistema deductiva completa - no cl~sica - A/a D 

no es una ~lgebra de Hilbert puesta que la aperaci6n in-
== --
ducida no es autadistributiva por la izquierda. 

Desde ~ punta ~ vista 16gica tenemos que, si D es un 

sistema deductivo completa - no cl~sica -, puede acurrjr 

que un elemento y de A sea consecuencia fuerte de un 

cierto elemento x de A y, en cambia, ~~ ~=: consecuencia 

d~bil de este elemento. En otras palabras, 

y € KD ( x) no implica necesariamente y E. CD ( x). 

Por lo· tanto, en un sistema deductivo completo se puede 

hablar del grado de una premisa : si n >O, n E N 
XrY x,y 

Y x(nx,y) .y~ O y, para todo m < n 
x,y' 

mas que n es el grado de la premisa 
~ 

de y. 

(m) . 
x .y r:t. D, dire-

x en la deducci6n 

En 16gica cl~sica el grado de una premisa es siempre igual 

a 1, puesto que un sistema deductivo cl~sica satisface 

la propiedad 11), Otra diferencia entre los sistema de-

ductivos completos y los sistemas deductivos cl~sicos es 

que, si estos \jl timos verifican= =""" , aquellos, no. 
-o o 

(30) 
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Un ~ltimo resultado que se obtiene en este apartado es 

una caracterizaci6n de los sistemas deductivos comple-

tos por medio del operador K
0

• Dice: "O es un sistema 

deductivo completo si, y s6lo si, para todo Ss;;_ A, 

K
0

(s) tambi~n lo es". (Este resultado es v~lido tam

bi~n si cambiamos la palabra 'completo' por la palabra 

1 cl~sico•.) 

Los apartados que faltan para cerrar el trabajo est~n 

destinados a dar resultados 16gicos - v~lidos en el 

caso cl~sico para el caso completo. En otras pala-

bras, en ellos se hace 16gica con sistemas deductivos 

completos. La inspiraci6n de estos apartados se debe 

al trabajo de A. Monteiro [1971]. 

III.4. Para distinguir los sistemas deductivos el~-

sicos y los sistemas deductivos completos engendrados 

por 85: A, los designaremos, respectivamente, D(S) y 

Dado que el conjunto de los sistemas deductivos completos 

contiene el conjunto de los sistemas deductivos cl~sicos 

resulta que 

<.s> c:::..o(s) 

y, en general, no coinciden. 

Ya hemos dicho que, si O es un sistema deductivo comple-

to 
1 

entonces K
0 

( S) tambi~n lo es ¡ pues bien, K (s) es, o . 

(31) 
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precisamente, el s is tema deductivo completo engendrado 

por S V D. Es decir, 

La demostraci6n se basa en el hecho de que, lo he

mos dicho en II.7, K
0

(s) es el sistema deductivo 

d~bil engendrado por S v O. Este hecho nos da la 

inclusi6n en un sentido. La inclusi6n en el otro 

sentido proviene del hecho siguiente : K
0 

( S) es 

completo y contiene S v D. 

Si designamos 
c 

el conjunto de todos los sistemas 

deductivos completos, el conjunto 

T = 
c 

.(\ 
DEJ:1 

c 

D 

se denomina conjunto ~ ~ tesis completas. 

Estas definiciones nos llevan de una manera natural al 

resultado siguiente : "Si (A,.) es completamente inconsis-

tente, es cl~sicamente inconsistente". 

Al re~s, en cambio, es falso. Ello hace que sistemas 

inconsistentes desde el punto de vista cl~sico - y, por 

lo tanto, carentes de inter~s a la hora de realizar con 

ellos 16gica cl~sica - puedan no ser inconsistentes des-

da el punto da vista completo - y, por lo tanto, en ellos 

se puede hacer todav!a 16gica "completa". 

(32) 
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Vemos tambi~n que una condici6n necesaria y suficiente 

para que todo sistema completo sea cl~sico es que T sea 
e 

un sistema deductivo cl~sico. 

El resultado se obtiene f~cilmente si se observa que, 

si un sistema deductivo de cualquier tipo contiene 

un sistema deductiva cl~sica,es cl~sica. 

A pesar de esta un sistema deductiva cl~sica puede 

contener sistemas deductivas completas na cl~sicos. 

Toda sistema deductiva completa O coincide can un cierta 

conjunta de consecuencias fuertes respecta de T : 
e 

D= <.D) = <.O u T ) = K (O). 
e Te 

De esta manera hemos obtenida el teorema de compacidad : 
======= -- ========== 

S = KT (S). 
e 

La diferencia que existe entre este teorema y el te-

arema cl~sica de compacidad es que, ~ ~ ~ ~ 

pleta, 

x E < S > si, y s6la si, existe una sucesi6n 

finita de elementos de S tal que s '. x E. T , 
e 

mientras que ~ ~ ~ cl~sica , 

x E D(S) si, y s6la si, existe un subconjunto 

finita H de S tal qu e H. xE: T. 

Es evidente que, si existe un subconjunto ~' exis-

(33) 
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te una sucesi 6n - e l orden de los elementos no e s 

importante, pu esto que se verifica C.P. e n ambos 

casos - pero puede existir una sucesi6n y no exis-

tir ning~n subconjunto, puesto que en una s ~ cesi6n 

est~ permitido que los elementos ~; ;;~~!~~' y en 

un conjunto no lo est~. V~ase el ejemplo del a-

partado III. 3 : 

z E.<. y) y, en cambio, z fl. D(y). 

Otro resultado realmente importante que hemos obtenido 

x E K (o '-" 1 z \) = <O \J o\ z ~) si, y s6lo si, 
Te 

existe un n~mero.natural n ~ 1 tal que z(n) .xE; D. 

Daremos su demostraci6n y algunas consideraciones : 

. ( n) 
z E o \,_..) i z t s < o \...J ~ z e > Sl z • X E o, apl i-

( 34 ) 

cando M.P., resulta que x E: (O V-\ z?) =K (o v ~ z ~). 
Te 

x ~ KT (o'-'~ z~) si, y s6lo si, z
1 
••••• z .x ET , 

e n e 

en donde z . = z 6 z. E O y, por C.P., resulta que 
l l 

k) 
y 1 • • • • •y n-k • z • • • • • z • x E Te y' por M • p • ' 

k) 
z • • ••• z.xE:"D (ya que cada y . E o). 

J 

Si k =O, entonces por la absorci6n por la derecha: 

z.xE D. 

Este teorema generaliza e l teorema de l a deducci6n d8 
========== 
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Tarski pues, si O es un sistema deductivo cl~sico, ent011-

ces <o'--' ' z)) tambi~n lo es y, por lo tanto, n = 1 

(los sistemas deductivos cl~sicos satisfacen 11)). 

Este teorema - de forma an~loga a como se hace en el ca-

so cl~sico - nos permite caracterizar los sistemas deduc-

tivos completos engendrados por O y por z E: A. Tenemos : 

III.5. En este apartado deseamos caracterizar los siste-

mas deductivos completos y maximales. 

Un sistema deductivo completo M de (A,.) es maximal si, 

y s6lo si, para cualquier otro sistema deductivo comple

to o, O~ M implica O= M 6 O= A. Suponemos M ~A. 

Una caracterizaci6n de los sistemas deductivos completos 

y maximales en t~rminos de la ley de composici6n de (A,.) 

es la siguiente : 

Un sistema deductivo completo de (A,.) es maximal si, y 

s6lo si, 

2. si x, y E M, existe un nctmero natural n ~ 1 
x,y 

tal que 

(35) 
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La diferencia entre esta caracterizaciOn y la caracteri-

zaciOn de los sistemas deductivos cl~sicos y maximales 

es que, en la de estos l11 timos, n = 1 1 para todo par 
x,y 

x,y E A. Esta diferencia proviene del teorema de la de-

ducciOn. 

El hecho de que n = 1 para todo x, y E A es tan carac
x, y 

ter1stico de los sistemas deductivos cl~sicos y maxima-

les que, si un sistema deductivo completo satisface tal 

condiciOn, es cl~sico. 

Concretando, si un sistema deductivo completo O es 

tal que, si x'/- O e y'*-D, implica x.yED, entonces 

O es cl~sico y, por lo tanto, maximal y cl~sico. 

Debemos demostrar que, para todo par de elementos 

x, y de A, 

)2) .y ~O x.y 

En efecto: 

si x ~ O e y$. o, por hipOtesis, x.y f=. O; 

si y E 0 1 por la absorciOn, x.y E O ¡ 

si y·~ O y x E o, entonces no existe ningl1n ente-

(n) 
ro natural n ;;¡::; 1 tal que x • y €.. O. Por lo tan-

( 2) 
to, x .y'FD y x.y1= O y, aplicando de nuevo la 

(36) 

Fundación Juan March (Madrid)



hipOtesis, ()
2

) .y). (x.y) E: D. 

La condiciOn "x 'f. D, y fj:. O implica x . y E. 0 11 es tan carac

terística que, si un subconjunto O que verifica M.P. y 

la absorciOn por la derecha la verifica, entonces es un 

sistema deductivo cl~sico y maximal. 

Debemos demostrar que O es un sistema deductivo 

completo ; es decir, que cumple SDC 1 , SDC4 y SDC5. 

§Qfj,. si x ~ D, por la hipOtesis, x.x E D ; 

si x E" D, por la absorciOn, x.x €D . 

~· Debemos ver que, para toda terna x, y, z 

de A, (y.z).((x.y).(x.z))~ D • 

• Si z E D, por la absorciOn, es inmediato; 

• si z ~ D y x f.o, entonces, por hipOtesis 

x.zE O y aplicando la absorciOn, terminado; 

• si zf: O y X€ De y~ D, entonces x.z~ O 

y X. y ~ D ( por M. p. ) y (X. y ) • (X. z) E D y ' 

por la absorciOn, hemos tenninado ; 

• si z t D y x E D e y E D, entonces, por 

M.P., x.z ~O y x.yE o, de d~nde, por M.P., 

(x.y).(x.z) ef. D y, de nuevo, por M.P., 

(37) 

y.zf- D. Por hipOtesis, (y.z).((x.y).(x.z))€ D. 

SDC5 . El razonamiento es an ~ logo . 
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Un hecho importante qu e es preciso constatar qqu1 es que, 

en el caso cl~sico, un sistema deductivo M es maximal si, 

y s6lo si, A/- M tiene exactamente dos clases. 

Esto no ocurre si el sistema deductivo es completo~ 

Consideremos ((o, 1 , • ) , en donde x.y = 1 si x . ~ y y 

x.y = l si y~ x. Podemos demostrar f~cilmente que 
X 

(38) 

M =i 1 ~ es un sistema deductivo completo (Sales l1974]) 

y maximal. Ahora bien, x ==:- y si, y s6lo si, 
-~ 1} 

X= y y, por lo tanto, A/:== -{ 
1 

{ tiene la misma poten-

cia que A, lo cual contradice que el cociente tie-

ne dos clases. 

La dificultad radica en el hecho de que la relaci6n de 

equivalencia que hemos utilizado no es la adecuada. La 

adecuada es la relaci6n de equivalencia fuerte. Es de-

cir, O es un sistema deductivo completo y maximal si, y 

s6lo si 9 A/""V 
0 

tiene dos clases. 

La demostraci6n va de la siguiente manera : 

Si O es un sistema deductivo completo y maximal y 

x, y~D, entonces x.yED e y.xE O y x-., y¡ 
o 

si x, y~ 0 1 entonces existen dos ni1meros n, m ~ 1 

(n) (m) 
tales que x .y E O e y •><ED y, por lo tanto, 

x -..
0 

y ¡ si x E O e y'f_ o, entonces y.x E O pero 

en cambio, cualquiera que sea n ~ 1 1 )n¿ y 1- D. 
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Por lo tanto, A/...., tiene s6lo dos clases que son 
o 

A- O y D. 

Si A/rv
0 

tiene dos clases, entonces una de ellas 

contiene O y, por lo tanto, O e:=:. x
0

, en donde x E:. D. 

Si O e;¡ x
0

, entonces existe un y E x
0 

tal que y f/. O, 

pero esto no es posible puesto que y E: x
0 

implica 

(n) 
x .y E O y, por M.P., yE D. 

Por lo tanto, A/l'V O= i D, A- O (-y entonces, si 

x <'.t O e y</:. O, x "'.J y y, en virtud de la defini-
0 

ci6n de ,...,,,
0 

y de la caracterizaci6n de los sistemas 

deductivos completos y maximales, O es maximal. 

Se llama radical completo de A y se designa R (A) la in
c 

tersecci6n de todos los sistemas deductivos completos 

y maximales de A. 

Resulta que R (A)~ R(A), en donde R(A) designa el radi
e 

cal cl~sico de A, pero en general no coinciden. 

Si (A,.) no admite sistemas deductivos completos y maxi

males, entonces R (A)= R(A) =A. 
e 

III. 6. Si x rf- Te' entonces existen sistemas deductivos 

completos que no contienen el elemento x¡ la colecci6n 

formada por estos sistemas deductivos completos es in

ductiva superiormente. El lema de Zorn garantiza la 

(39) 
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existencia de maximales. 

Cada uno de estos sistemas deductivos - maximales entre 

los que no contienen x - se llama un sistema deductivo 

completo ligado a x y se designa D • Hemos hallado u-
- - X 

na caracterizaci6n de los sistemas deductivos completos 

ligados a x. Es la siguiente : un sistema deductivo 

completo O estt1 ligado a x (x </;. T ) si, y s6lo si, cum
c 

ple: 

1. xlfoD; 

2. si Yf D, entonces existe un n ~ 1 tal que 
x,y 

Una parte de la demostraci6n est~ basada en el teo

rema de la deducciOn. 

Si O est~ ligado a x, es preciso que x 'f.. D y 1 ) se 

satisface ; supongamos ahora que y~ D, entonces 

<O V~ y t > 'f2 D y, puesto que D es maximal entre 

los que no contienen x, X E < D Vi y r > y' aplican

do el teorema de la deduccidn, 2) est~ probado. 

Rec!procamente, si x E D y 0 1 es un sistema deduc-

tivo completo tal que D~ D', consideremos un ele

mento y E 0 1 tal que y t D. Por 2) existe n ~ 1 tal 

que 

(40) 
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(n) 
Y •XEO~ O' 

y, por M.P., x E: 0 1 ; resulta pues que O es maximal 

entre los que no contienen x. 

La familia de los sistemas deductivos completos que con-

tienen O y no contienen x es inductiva superiormente y, 

por el lema de Zorn, admite un maximal 0 1 tal que 

X t. 0' y O'=:::> D. 

La proposiciOn que enunciamos es que O' es un sistema 

deductivo completo ligado a x. 

Si O";¡? 0 1 , entonces O"::¡? O y, por lo tanto, 

x E O", pues, en caso contrario, O" 2 O y x E O" y 

O' es el m~ximo con estas condiciones. Contradic-

ciOn. 

III.7. Recordemos que los elementos piercianos de (A,.) 

son los elementos de la forma ((x.y).x).x. Recordemos 

tambi~n qúe, si P designa el conjunto de los elementos 

piercianos, D( P) = R(A). 

Deseamos, ¡por qu~ no!, dar una generalizaci~n de este 

resultado en el caso de los sistemas deductivos comple

tos. Nos encontramos con que, en general , ( P > ~ Re (A), 

Consideremos ((D,~,.,i1 f) y entonces tendremos 

( 41) 

Fundación Juan March (Madrid)



Rc(A) = ~ 1 ~ y, en cambio, < P / =A. Basta observar 

que 

Esto nos lleva a introducir un nuevo concepto de elemen-

to pierciano. Llamamos elemento pierciano ~ sentido ~ 

pli~ todo elemento de la forma 

(n) 
((x.y) .x).x 

y P1 el conjunto de todos los elementos piercianos en 

sentido amplio. 

Es f~cil comprobar que Ps P' ; que D(P) = D(P'); que 

( P) ~ (P' /. Todo ello nos proporciona la siguiente 

configuraci~n : 

<P) s<P'>s.D(P')=D(P)=R(A). 

En el caso completo se verifica el siguiente teorema: 

R c (A) S ~ P '/, 

pero en general no son iguales. 

Supongamos que x (/;. <( P'/; existe, entonces, un 

sistema deductivo completo O ligado a x tal que 
X 

< P' > ~ O • Para todo z de A tenemos que 
x(n) 

((x.z) .x).xE.0 
X 

~ 

para todo n EN ; por lo tanto, por M.P., 

(n) 
(x.z) .x(j; O 

para ning~n nE:: ~. Esto impl!ca, puesto que O 
X 

(42) 
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es un sistema deductivo completo ligado a x , que 

x .z E O y, por lo tanto, 
X 

Z €;:<('0X V-\ X\-)• 

La arbitrariedad de z hace que (. O '-' ~ x ~ )= A. 
X 

Esto nos asegura que O es maximal en A. Por lo · 
X 

Para ver que no son iguales basta considerar de 

nuevo ((o, 1],. ,~ 1 f) y vemos que < P') = A. 

Todo lo expuesto nos da la siguiente configuraci6n : 

Re (A)~ 

<P) ~ 
(P') e::. D(P') = D(P) = R(A). 

No hemos sido capaces de hallar ninguna relaci6n entre 

R (A) y P 
e 

Hemos hallado, esto si, una justificaci6n de porque R (A) 
e 

y ( P') no coinciden y es que ( P') es un sistema deduc-

tivo cl~sico, mientras que R (A), en general, no lo es. 
e 

En la demostraci6n anterior hemos visto que, si 

x ~ <P'>, existe un sistema deductivo completo 

l igado a x , O , que es maximal. Para demostrar 
X ======= 

que es cl~$ico utilizaremos el hecho de que, si 

z if:o y tr:I:: O, entonces t.zE O. 
X 'F X X 

(43) 
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Hemos visto tambi~n en la demostraci6n anterior que, 

para todo z E A, x. z E O • 
X 

Si t 4. O , existe un sistema deductivo completo li
x 

gado a t, ºt' tal que Dx s Dt" Ahora bien, Dt .¡,.A, 

pues t rf,. Dt. Pero O es maximal, luego O =O • A-
x X t 

si tJues t E <P' )e:: Dt e t.zE Dt=ºx· Ello nos 

dice que x f:. R(A) y e~tonces 

R(A) ~<P') 

y R(A) es un sistema deductivo cl~sico; por lo 

tanto,< P') tambi~n lo es. 

De esta manera obtenemos finalmente la configuraciOn si-

guiente: 

.( P'> = D(P 1
) = D(P) = R(A). 

Cuando R (A)= T decimos que (A,.) es deductivamente se-
c e -

misimple desde un punto de vista completo. 

Si ( (x.y) (n) .x) .x €. T para todo x, y de A, entonces 
c 

< P') = T y, por lo tanto, R (A)= T • De donde 
e e e 

R(A) = T = T • 
e 

El rec!proco, en cambio, no podemos garantizarlo. Este 

resultado constituye el !;~;;~~=de~;~~~~~~~~~~~~~ en el 

caso completo. 

( 44) 
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I I I . 8 . El t rabajo termina analizando los sistemas deduc-

t i vos compl e t os y comple tamente i r r educibles . 

Un sistema deductiva completa D ./: A es irreducibl e s i, y 

Un s i stema de ductiva completo D ~A es completamente ~-

ducible si, y s 6lo si, D = f\ 
cierta i E I. 

iEI 

D. implica D = O. pera un 
l l 

Hemos demostrada que ; 

Toda sistema deductivo completo y maximal es complete.m9'1-

te irre du c i bl e . 

Si D= (\ 

iEI 

Pero D ~A, 

D.' e ntonces D. :::> D para t odo i t r. 
l i-

por l a tanto exis t e un x e: A t a l que 

x r;j. D • . Existe un i 0 E. I t a l que x 'f;. D. • Pero , 
lo 

si D es maximal , par a t odo i E:. I , O. = D ~ D. = A. 
l l 

De aht que D. =D . 
l o 

Un sistema deductivo completo D e s compl ete.ment e i rredu

c i ble si , y s 61o si , existe un x 'f. D y D = Dxº 

Si D = D y D = .{) Di, entonces existe un Di ;;] D 
X i E I 

tal que xf. Di; por lo tanta, Di = D. 

Si D no est~ asociado a ning¡jn x E A - D, conside-

(4E 
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remos 0 1 = . ~ 

X E: A-0 

O , en donde O --::;:, O. 
X X-'t-

Re su l ta qu e 

º' 2 o. Si tE f\ 
x~A-0 

O , entooces, para todo 
X 

x E A - O, t E O • De donde, t E. O. Por lo tanto 
X 

O={\ O y O ':;) O para todo x E. A- D. Esto ter
x x1" 

xE A-O 

mina la demostraci~n. 

~ (n-1) 
Si x f. Te y, para todo n E N , y ~ y .x, entonces 

Te 
existe un sistema deductivo completo completamente irre-

ducible que los separa. 

Todo sistema deductivo completo propio es intersecci~n 

de sistemas deductivos completos y completamente irredu-

cibles. 

T es la intersecci~n de todos los sistemas deductivos 
e 

completos y completamente irreducibles. 

Si todo sistema deductivo completo y completamente irre

ducible es maximal, entonces Rc(A) =Te y, por ende, 

Barcelona 1975. 
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