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Introduccion 

El :famoso documento de Shannon "The Mathemati 

cal Theory o:f Communication" publicado en 1.948 

marca el punto de partida de una nueva rama de 

la Ciencia Matematica conocida con el nombre d e 

Teoria de la In:formacion . 

Hoy dia el concepto de probabilidad desempeña 

un papel :fundamental en cualquier teoria de l c o

nocimiento . En la moderna Teoría de la In:forma

cion , las probabilidades se consideran como una 

codi:ficacion numerica de un estado de conocimien 

to. El conocimiento que uno tiene sobre una cues 

tion en particular puede representarse mediante 

la asignacion de una cierta probabilidad p a las 

varias respuestas concebidas para la cuestión.El 

conocimiento completo acerca de una cuestion es 

la posibilidad de asignar una probabilidad cero 

a todas las respuestas posibles excepto a una. A 

Fundación Juan March (Madrid)



2 

una persona que correctamente asigne una probab1 

lidad unidad a una respuesta en particular, no 

le queda, evidentemente, nada que aprender sobre 

la cuestion. Observando que el conocimiento pue

de, por tanto, codificarse en una distribucion -

de probabilidad, la informacion puede definirse 

como algo que produce un reajuste en una asigna

cion de probabilidades . Numerosos trabajos han 

demostrado que la medida de incertidumbre de Sha 

non , a la que el llamaba entropía, mide cuanto 

cabe esperar aprender sobre una cuestion cuando 

todo lo que se conoce es un conjunto de probabi

lidades . 

La contribucion de Shannon a la Te•ria d& la 

In1'ormacidn consistió en demostrar la existencia 

de una medida de información que es independien

te de los medios empleados para generar la infoE 

mación. El contenido informativo de un mensajees 

por tanto, invariante respecto a la forma y no 

depende de c&mo se envía el mensaje. 

La medida de Shannon fue concebida para resol 

ver un problema concreto: Como obtener una medi

da útil de lo que se transmite por un canal de c• 

mmrlcaciones. Ha demostrado tambien ser la única 
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función capaz de satisfacer ciertas necesidades 

básicas de la Teor!a . de la Informaci6n.Apenas ha 

pasado un cuarto de siglo de la publicación de 

Shannon y ya se han escrito miles de trabajos al 

respecto,sin que ningtno de ellos haya encontra-

do una función sustitutiva,ni siquiera la necesi 

d8d de ella.Por el contrario,se han descubierto 

muchQs otros caminos para llegar a dicha medida. 

La medida de entropía de Shannon es fundamen-

tal en la Teoria de la Información y a ella y a 

su aplicación a diferentes problemas estad!sti -

cos dedicamos la primera parte del trabajo. 

Regresión y transmisi6n de información 

Consideremos un canal de comunicación con su 

fuente y receptor. 

RUIDO 

FUENTE 1----- CANAL¡_ __ .,.. 
x•X 

HECEPTOR 
ye Y 

La información transmitida mide la cantidad 

de asociación entre la fuente y el receptor del 

canal.Shannon define la cantidad de información 

transmitida por senal como 

R{x,y) = H(X) + H(Y) - H(X,Y) ( 1.) 
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donde :1 ( • ) es .la funcion de entropia. 

ll(x,y) es una cantidad no negativa e igual a ce-

ro si y solo si X e Y son independientes y puede 

expresarse en la forma 

n(x,y) = II(X) - 1I (X) = H(Y) - H (Y) (2) 
y X 

Consideremos ahora el caso en que son dos 

las fuentes que transmite a un receptor.Si to-

mamos la varia ble fuente como bidimensional,ten-

dremos 

R [(x,y),z] = ll(X,Y) + H(Z) - H(X,Y,Z) = 

= I!(X,Y) - H (X,Y) = B(6) -z 

- H (Z) x,y ( 3) 

siendo 

-!1) p(x,y,z)logp(x,y,z)dxdydz 

H (Z) 
x,y -JJJ p(x,y,z)logp(z/x,y)dxdydz 

donde p(z/x,y) es la probabilidad de recibirse 

en el rece 7 1tor una señ al z habiéndose emitido 

por la fuente una seilal (x,y). 

Vamos a expresar R[(x,y),z] como una cornbina

ci6n de la s transmisiones de iní'ormación entre X 

y Z e v y Z.Si definimos R (y,z) como la media 
X 

extenrlida a todos los valores de X,de la informa 
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cidn transmitida entre Y y Z podemos escribir 

.De donde 

R[(x,y) ,z] = l1(x,z) 

= R(y,z) 

+ :ix( y, z) = 

+ R (x,z) y 
( 4) 

La expresi6n a n teriormente escrita nos expre-

sa que el teorema de adici6n de la entropia es 

válido también para la razdn de transmisión de 

información.Por otro lado 

R(y,z) - Rx(y,z) = [H(Z) - HY(z)] - [Hx(z) -

Hx,y( Z) J = [ H(Y) - Hz(Y)J-[Hx(Y) - Hx, z(Y)] 

cantidad que nos indica la ganancia o pérdida en 

la informacion transmitida entre Y y Z debido al 

conocimiento de X. 

Las identidades anteriores demuestran la sime 

tria del primer miempro en los argumentos X e Y 

y X y Z.Pero de (1) y (J) deducimos la simetría 

entre Y y Z,y por tanto tenemos 

Una vez extendido el concepto de transmisión 

de informacion al caso de tres variables pasamos 
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a estudiar su relacion con el concepto de reg re-

sion. 

Sean X e Y dos varia bles al (:: a torias con fnn -

ciones de densidad mare inales p1 (x) y p 2 (y) y 

funcion de densidad conjnnta p(x,y).Notaremos 

p1 (x/y) la fWlcion de densidad condicionada de X 

a Y,y por p 2 (y/x) la fllllción de densidad condicb 

nada de Y a X. 

Sea m(x) la línea de re gresión de Y sobre X 

es decir 

m( x) = J yp 2 ( y/x)dy 

Intr oducimos nna nueva variable Z definida co 

mo 

Z/x = Y/x - m(x) 

cuya función de densida d será 

por ser 

H (Z) = H (X) = l! (Y) = O x,y y,z z,x 

podemos escribir 

Rz(x,y) = Hz(X) = Hz(Y) 

Ry(x,z) Hy( x ) =Hy(Z) 

( 5 ) 

( ti ) 
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por otro lado 

y teniendo en cuenta (5) y (6) 

R(x,y) = R(x,z) - H(Y) - H(Z) 

siendo R(x,z)~ O y H(Y)-H(Z) ~ O 

Siguiendo a Feron y J.' 'ourgeaud,llamaremos a 

R(x,z) parte elástica y a [H(Y) - II(z)] parte du 

ra de la informaci6n transmitida R(x,y). 

TEOREMA. R(x,z)=O si y solo si p 2 (y/x)=f(y-m(x)) 

donde f(z) es alguna funci6n de densidad con me-

dia cero. 

TEOREMA. La distribución Normal bivariante es la 

única que posee correlacion dura entre sus varia 

bles,es decir, es la 6nica para la cual la raz6n 

de transmisi6n de información R(x,y) coincide 

con las partes duras. 

Relacion entre distintis cantidades de informa-

ción 

Las tres definiciones clásicas de información 

de Fisher,de Shannon y de Kullback estan fuerte-

mente vinculadas ~ propiedades asintóticas y a 

un principio general por el cual la cantidad de 
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informaci6n ,Jeber!a ser aditiva. 

Fisher define la cantidad de informaci6n para 

un parámetro 9 y lUla flUlci6n de densidad p(x;Q) 

que satisfaga las condiciones de regularidad de 

Cramer-Rao en la for~a 

Shannon propone una definición de informacion 

(incertidumbre) para la teoría de la comunicaé:ktl.. 

En su Drimitiva forma nos indica la v a riacion en 

una distribución;con l.Ul cambio de signo,la con-

centracion.Es esta segunda forma la que usaremos 

notándola 

I 5 (9)= f log p(x;Q) .p(x;Q) dx 

Kullback conside ra una definicion de informa-

cion para discriminar en favor de una hipotesis 

H1 (Q 1 ) contra otra H 2 (~): 

I (Q ;Q
2

) = J1og p(x¡QJ )p(x;Q
1

) dx 
K 1 p(x¡Q~) 

CARACTERIZACION. Consideremos un mod e lo probabi-

l:t'.stico cuya ftmci~n de densidad p(x;Q) d e pende 

del valor de un parámetro Q que toma sus valores 

en un espacio parametrico fi .Como medida de in -

f ,-,rmaci6n sobre el parámetro ~,d <..: do un valor x 
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de la variable aleatoria -" asnciada al 111odelo,d~ 

finimos 

I(Q,x) = log p(x;Q ) 

Si notarnos Q el verdadero valor del parámet~ 
o 

calculando la media para todos los posibles valE_ 

res de X obtenemos para la informaci6n sobre el 

parámetro Q,cuando el verdadero valor es ~ , la 
o 

expresi6n 

Consideremos algunos aspectos de esta funci6n 

de in:formaci6n. 

A) La inforrnaci6n sobre el verdadero valor Q
0 

del parámetro es: 

I ( Q ,g )= (log p(x;Q ).p(x;Q )dx= 1
5
(9) 

o o J o o o 

y es ademas el máximo valor que puede alcanzar 

esta función. 

B) La in:formación sobre el verdadero valor Q
0 

excede de la in:formación sobre otro cualquier va 

lor del parámetro Q en; 

I(Q ,Q )-I(Q,Q ) ~ Iv(9
0

,9) o o o }\. 

e) Estudiemos ahora la curvatura de la fun -
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ción de in:formaciéin en ~ = A .Suponienrl o que se 
o 

verifican las condiciones de regularidad de Cra-

mer podemos escribir 

í) ) Z) 
~~ 1(9,9) = ~log p(x;9).p(x;9

0
)dx ue o ";)e 

de donde 

(;iºe I(e '
9 o~"~~ 

y la curvatura de la :funci6n de informaci6n en 

Reswniendo,dit'emos que la ini'ormacion I(9,Q ) 
o 

como funcion de Q tiene su n~ximo valor 18 (9
0

) 

en el verdadero Vi:llor Q ,tiene curvatura IF(Q ) 
o o 

en dicho valor y 1ma discrepancia,con r e specto a 

De la rel a cion 

I(Q,Q ) 
o 

deducimos la siguient e expresi6n que relaciona 

las tres cantid ~1 Lles de i 11f'ormación más conocidas 

de la literatura 
~1. -
- Lr°' (e ) 

')01. .:J o 

estadistica: 

I K( e 
0 

,e)] 
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A contínuacion expresamos mediante teoremas 

relaciones part~culares entre estas cantidades. 

TEO•EMA. Las cantidades de informacion de Fisher 

y Kullabck definidas anteriormente verifican la 

siguiente relación: 

TEOREMA. Si el parametro Q _puede tomar solo dos 

valores Ql y Q2 con probabilidades p(s
1

) y p(Q
2

) 

y notamos por Qº un valor ficticio del parame -

tro para el que 

la raz6n de transmisi6n de informaci6n de Sharn:n 

R(Q,x) y la información de Kullback IK(Q 1 ,Q 2 ),v~ 

rifican la expresi6n: 

TEOREMA. En el límite y bajo dete rminadas condi 

ciones para la funci6n de densidad p(x/Q),la in-

formación de Fisher y la raz6n de transmisi6n de 

Shannon verifican la siguiente relaci~n: 

Jn 
R(Q,x1•••••xn)= log ~~~e 

+ 0(1) = 

- Is(Q) ... E ~og IF(e)] 

log M + 
\fine 

Fundación Juan March (Madrid)



12 

Son dos las diferencias principales entre las 

informaciones de Shannon y de Fisher: 

A) El concepto de Shannon lleva consigo implici-

to la introducci&n de una distribuci6n a priori 

para el parámetro desconocido.Es pues bayesiano, 

mientras que la definición de Fisher no lo es. 

B) La cantidad de información de 8hannon cuando 

se aplica a la construcción de esquemas de mues-

treo usa la verosimilitud de la muestra obtenida 

mediante el teorema de Bayes,mientras la de Fis-

sher em1~ea la distribucion de probabilidad de X 

para un Q fijadoo 

S i la primera diferencia da cierta ventaja a 

la noci6n de Fisher,nna vez que la probabilidad 

a priori para Q ha sido admitida,el segundo apaE 

tado nos indica que la información de Shannon es 

mas facil de aplicar. 

Tienen,sin embargo,las informaciones de Sha -

nnon y de Fisher,un curioso rasgo en comun.Ambas 

consideran el futuro (antes de que ocurra el su-

ceso o experimento ) o bien el pasado (cuando el 
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experimento ha sido realizado ).La definición de 

Fisher nos da el rigor con que un parámetro des

conocido puede ser definido mediante experimen -

tos.En 1a información de Shannon uno puede calcu 

lar antes o una vez que el mensaje ha sido envia 

do,la raz6n a la que la información será transmi 

tida en un c6digo dado. 

La información de Shannon en los problema15 de 

muestreo 

Un problema que se presenta frecuentemente en 

la Estadística es el de determinar el valor de -

un parámetro;sin embargo este valor no puede ser 

determinado sino a través de lainformacion pro -

porcionada por una serie de observaciones. 

La primera pregunta que el estadístico se pl~ 

tea es saber cuando una serie de observaciones 

contiene toda la inf'o_rmación necesaria para enc<n 

trar el verdadero valo» del parámetro. 

La medida de -información que se utiliza nor -

malmente es la de Shannon por ser la que mejor 9 

adapta al punto de vista bayesiano,pues aun enel 

caso de que no tuviéramos un conocimiento a pri2 

ri sobre Q,si solo conociéramos el conjunto de 
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de los posibles valores de e,parece ló ~i co atri

buir a Q la distribución a priori,sobre el con -

.junto de todos los valores admisibl.es de Q,que 

tenga mayor entropia,o sea que corresponda a una 

incertidurnllre nw xi mal .Jncluso si el v alor del p~ 

rametro es d. : sconocido ·r-iara nosot r os, pensarnos qt.e 

es lóg ico a tri b1lir a Q wi.a <lis tri bución a priori 

si ~sta es necesaria ~ara com parar diferentes ex 

perimentos o dife rentes estadí sticos y escoger 

cual es e.l ;nejor para nuestros proposi tos. 

Los trabajos de ienyi ( 1964,1967, 19C8) y de 

Vajda (19D7,l9 ~ 8) resue lve n sati s fac~.nriamcnte 

la prec-unta anteriorrnent<7. p lante ada dando condi

ciones necesarias para que la cantidad de infor

mación r e siclual,difcrencia entre la incertidum -

bre del espacio param ~trico y l a informa ción que 

la muestra nos a;)orta sobre és te converja a cepo. 

E stos trabajos vienen a co r roborar el hecho de 

que la razón de transmis i ón de Shannon R(Q,x) 

es una fi.mción creci en t e con n,que evid c.·ntemente 

res neta la acotacion ~e esta cantida d de informa 

cion :)Qr l;i cntropia del espacio parametrico,pt.es 

•iara c ualquier i 
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y ademas 

y en general 

El se g undo problema q ue se plantea y que es 

el interesa nte en la práctica,consi s te en encon-

trar un diseño &ptimo de muestreo,es decir, un 

criterio de detención de un muestreo secuencial. 

Ideamos e l siguiente: 

Dado un nivel "a" fi jacto de <>.nt e rna n o hacemos 

una observa cion x 1 y calculamos II( Q/X 1 ). 

Si se veri f ica 

hacemos una nue va observacion x2 y c 3 lculamos 

H(Q/X1x2 ).Si se verifica 

hacemos una nueva observacion x
3 

y cnlculamos 

H ( g /x 1x2x J) • 

Si se verifica 

se continua el proceso. 
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-::::1 uroceso se detiene cuando para algun va1or 

de n se verifica 

es decir,cuando 

En el caso de que el espacio paramétrico cons 

te de solo dos elementos,esta ree-la de muestreo 

secuencial coincide con el test de raz6n de vero 

si1aili tud de Wald. 

Otro procedimiento para obtener un diseoo Óp~ 

timo de muestreo podría consistir en considerar 

una función de probabilidad de error asociada 

con 1as decisiones aconsejadas por la informa 

ción recibida.Limitando esta probabilidad de 

error llega riamos a obtener un criterio de deten 

cion de un i!luestreo secuencia1. 

Generalización de la entropía de Renl'.:!· 

En 1()58 Fadeev da una de las m~s clásicas ca-

rLicterizaciones axiomáticas do la entropía de 

Shannon.Estudiancl.o dicha <!Xiomática ;ienyi com:¡xu.3 

ba que cantida des del tipo 

J-1-.(:-') = - 1
- log ,, Ipi"'" 

1-ot. ·-
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con Q<.o(..(.1,verifican los postulados A,B y e de 

Fadeev y el teorema de adición de la entropía • 

Ello le induce a definir II~(P) como la entropía 

de orden ~ de una distribución P,sin embargo,no 

se verifica el axioma D de Fadeev,siendo necesa-

rio imponer algun postulado más.Por ello Renyi 

introduce el concepto de distribución de proba-

bilidad generalizada y define la entropía de or-

den ~ de una distribución generalizada P,H~(P) 

en la forma 

que en el caso particular en que o<. tiende a 1 

coincide con la entropía de Shannon. 

Si en lugar de restringir el intervalo de va-

riación de ~ al (o,l) con lo cual limitamos los 

valores de ~ a valores fraccionarios y menores 

que 1, suponemos para O(. un intervalo de variacti.l 

(O,N) con N~ !,obtenemos una generalizacion de 

la entropía de Renyi de orden o<.. 

DEFINICION. Sea P=(p1 , ••• ,pn) una distribuci6n < 

de proba bilidades generalizada con peso w(P)= l. 

Definimos entropía de orden aC. (oc. ,N) de la dis -

tribución generalizada P,y la notaremos H~(P ) 
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por la ez:presion 

N ¿ oe. 
H~( P) = -- log -=.&__ 

N-<>1. 2 lPi 

siendo º'""''N, N~ l y w( P) = ~ Pl !- 1 

Notemos que segtm nuestra definición la entro 

pía de Renyi de orden ~ no es otra cosa que la 

entropia de orden (~,l). 

Cuando ()(.~N la entropia de orden (cx.,N) coin 

cide con la de Shannon. 

CARACTERIZACION. La entro pia de orden (ot,N) pue-

de ser caracterizada univocamente por los postu-

lados siguientes: 

Postulado l: H(P) es una funcion simétrica de 

los elementos de P. 

Postulado 2: Si notamos por {Pl la distribu -

ción de probabilidad generaliza-

da que consta de una única prob~ 

bilidad p,entonces H[{P\]es una 

funci6n contínua de p en el in -

tervalo Oi. p f: 1. 

Postulad o 3: TI(l/2,1/2) = l 

Postulado 4: H(PQ) l-l(P) -tH(Q) 

donde P y Q son dos distribucio 

nes de probabilidad generalizadas 
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con pesos w(P) y w(Q ) t nles que 

w(P) -.. w(Q) = l 

Postulado 5: Existe una :función estrict amente 

monótona y contínua y=g(x) tal 

que si w(P) + w(Q) =l,tenemos 

Hfv Q1 =g- lÍ w( P) gH( P) +w( Q) g[H( Q))} 
l w(P)-+w(Q) 

eligiendo como :función de Kolmo-

gorov-Naguno g(x) una :funci6n ex 

ponencial del tipo 

Exponemos a continuación, en :forma de teo ,·emas 

propiedades encontradas para la :función de entro 

pía de orden (o( ,N) º 

TEOREMA. La entropía de orden (oc ,N} ~(P) es una 

:función mon6tona creciente de N ,para cada~ :fijo 

Corolario. Para cualquier distribucion de proba

bilidad generalizada se verifica 

~ (P) = H~(P) 

dándose la igualdad si y solo si N=l. 

,J 

TI::OREMA. La entropía de orden (oe. ,N) Hw(P) es 

una :función monótona decreciente de ~ , para ca-
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da N f'ijo. 

T <·;O!lEMA. Sea l'=r ( p1 , ••• , pn) wia distribución de 

probabilidad genernlizada con peso w( p ):::: u ~ 1
0 

,., 
La entropía r:O(.( P) verifica la siguiente des .igua_! 

dad 

TEOREi:.A. Si existe wia distribucion P::::(p
1

, ••• pn) 

siendo p1 ::::p2= ••• ::::pn , la entropía H~(P) alcan

za el máximo log2 (n/u) independientemente de los 

valores de~ y ~,siendo w(P) :::: u. 

Es interesante not nr que en las condiciones 

de este 61.timo teorema,las entropías de Shannon, 

Renyi de orden ex y la de orden (<X,N) coinciden. 

Razón de transmisión ~~ información generalizada 

Supongrunos W1 canal de comwiicación con wia 

f'uente discreta que emite simbolos xi con proba-

bilidades p(xi) y sea p(yj/xi) la probabilidad 

de transición de recibir y. cuando S P ha emitido 
J 

X.• 
1 

DEFI~ICION. Si en lugar de emplear la entropía 

de Shannon utilizamos la entropia de orden («.,N) 
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podemos generalizar la ra z ón de transmisión de 

Shannon R(x,y) y definir razcSn de transmisi6n 

generalizada para un canal con fuente discreta 

me diante las expresiones 

N N "~ P~{x-z~ fl.Cll (X' y) = d. -N 1og2f j p"44-•(xi!yj) 

-N 
~(X) + ~(Y) 1-I~(X,Y) Rd.:(x,y) = -

~~(x,y) il: (X ) N 
= - II-.(X/Y) 

~(X) = 2-i.og2 LP..,,11 (x1 } 
N-a!. ' 

H~(X,Y) 

~(X/Y) 

y por tanto podemos e s cribir 

mas,propiedades encontradas para estas funciones 

N 
TEOREMA. Para cada N fijo, R~(x,y) es una f~ 

moncStona creciente de ()(. • 

TEOREMA. Para cacla Di. fijo, R~(x,y} es una f'un -
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ción monótona decreciente de N. 

TEOREMA. La razón de transmisión generalizada es 

siempre no negativa. 

TEOREMA.La razón de transmisión de información 

generalizada ~(x,y) es siempre no negativa. 

TEO :.IBMA. Si las distribuciones de entrada p(xi) 

y de sal.ida p(y.) son independientes,entonces 
J 

R!(x,y) = R~(x,y) = ~~(x,y) = O 

Razón de distorsión de una fuente discreta. 

Consideremos un canal de comunicación con una 

fuente discreta que emite símbolos xi con proba

bilidad p(xi), y sean p(yj/xi) las probabilida -

des de transición de recibir un símbolo y. cuancb 
J 

se ha emitido xi.Si notamos por dij un valor nu-

m~rico asignado a la distorsión cuando se ha emi 

tido xi y recibido yj,siendo d(xi,xi) = O para 

todo i y dij ) O para i~ j, definimos 11 medida de d:J.s 

torsión de orden t" por la expresión 

D1;(x,y)= ~ log2 ¡ ~p(xi)p(y/xi)2tdij 
~ J 

cuando t tiende a cero coincide con la medida de 

distorsion de Shannon. 
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TEOHE.MA. Existen valores t
1 

y t
2 

de t tale s que 

Dt es convexa para t <. t 1 y cónc ava para t > t 
2

• 

DEFINICION. Supongamos una fuente discre ta con 

~ 

medida de distorsión Dt y sea RJ.x,y) la razón de 

transmisión de información del canal.Se define 

función de razón de d istorsión relativa a la me 

. =N 
dicta de di~torsión Dt' y la notaremos R ~(o;),me-

diante la expresión 

~~( D •) = min RN ( x, y) 
~ ( "•/--.¡.) 

sujeto a la restricción 

Pro piedades: 

=N A). Por la continuidad de R~(x,y) con respec-

to a p(yj/xi) en la región de variación de las 

p(yj/xi) que es cerrada,R~(x,y) 'alcanza su míni

mo, R~ (D .. ) • 

B) De la propia definición s e deduce que Rr:(D) 

es una función monótona decreciente de Dº 

Sería inte r esante demostrar la convexidad de 

esta !'unción de razon de distorsion para le med_! 

da D y extender las acotaciones dadas por Ber -t . 

ger(l968),Pinkston(l969) y Wyner-Ziv(l971) para 
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l a función de raz6n de d i s t ors i 6n de Shannon a 

l a funci6n aquí definid a . 

Medida de la informaci6n proporcionada por un ex 

~imento. 

Consideremos una vari nble aleatoria X. A la ob 

servacion de esta vari a ble se le llama realiza -

cion de un experiment o con dicha va r iable aleato 

ria.Sea S el e spacio formado por todos los resul 

tacto de las posibles o bserva ciones de X,que lla

maremos espacio d e result ad os. S ea~ el ~-álgebra 

definido sobre s. s ea .s-1. un espacio param~trico -

con elemen t os Q€n.Para cada Q .,,Q definimos lllla 

medida de probabilidad sobre el espacio medible 

( S, ~).Supongamos que es tas medidas de pro b a bi-

lidad son absolutament e contínu~s con respecto 

a una medida dominante J sobre ~ .Podemos de s

cribir cada medida de prob2 bilidad por una fun-

ción de densidé:d p( x/Q), de manera que para un 

subconjunto A (= ~ 

P(A) = t p(x/9)d y-(x) 

y por sencillez de notacion,tomando la medida de 

Lebesgue,escribiremos 
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E= 1 (s,~) , [p(x/Q); QE.st11 

caracteriza un experimento. 

Supongamos que existe una distribuci6n a pri2 

ri sobren ,y supondremos de nuevo que puede ser 

descrita por una funci6n de densidad p(9),con 

respecto a una medida dominante y que por senci-

llez notamos dQ.Esta p(Q) resumirá las opiniones 

iniciales del experimentador sobre .el valor del 

parámetro,antes de realizar el experimento. 

Existe,por tanto,una incertidumbre inicial so 

bre el valor de 9,basándonos en el concepto de 

incertidumbre de Shannon,que podemos expresar co 

mo 

I(Q) = - 5 p(Q)log p(Q)dQ 
..n. 

Una vez realizado el experimento E y obtenido 

un resultado x,el experimentador tendrá una in -

certidumbre sobre el valor de Q que vendrá dada 

por la expresión 

I(Q/x)= - f p(Q/x)logp(Q/x)dQ 
'.SL . 

Es 16gico derinir la informaci6n proporciona

da sobre Q por el resultado x obtenido al reali-
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zar el experimento por 

I(Q) - I(Q/x) 

que es precisamente la incertidLunbre que sobre Q 

ha permitido el experimento E e .liminar al exper!_ 

mentador. 

Evidentemente,antes de realizar E,la informa-

ci6n que 6ste puede proporcionar vendrá dada por 

el valor medio extendido a todos los posibles re 

sultados de E,de la información proporcionada 

por wio de ellos.Por tanto podemos definir: 

DEFINICION. La incertidumbre del experimentador 

sobre el valor del parámetro Q ant e s de realizar 

u.n experimento E,o lo que es equivalente,la in -

formación obtenida una vez reali~ado E ,suponien-

do que existe wia distribución a priori p(Q) so-

bre el parámetro,viene dada por 

o bien 

( ( p(Q,x) 
I(Q 11 X) = Js J.np(Q,x) lo¡; p(Q)p(x) dQdx 

RELACIONES a . 

A) Informaci6n de Shannon.Podemos establecer 

una corre spondencia o analo gía entre la noción 
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de experimento dada anteriormente y la de un sis 

tema de comunic i..l ci6n con ruirjo .En efecto, consi-

deremos como fuente el conjunto SL de símbolos Q. 

Estos s:Ímbolos son emitidos por la fuente de ma-

nera que la elección de Q es hechn con una prob~ 

bilidad p(R),siendo independientes las sucesivas 

elecciones.Se supone que el ruido del canal e s 

t a l que los s:Ímbolos son perturbados segun p(x/e) 

obteniéndose en el receptor el re s ultado x e S ,d~ 

pendiente precisamente de dichas probabilidades. 

Podemos µues decir que el c anal viene descrito 

por unas p robabilidades de transición p(x/Q) que 

nos indican la probabilidad de obtener un resul-

tado x cuando sea emitido el símbolo Q de 11.. 

La razón de transmisión de un canal con ruido 

vendrá dada por 

R(9,x)= Í ~ p(Q,x) 
~ n. 

log p(Q,x) dQdx 

p(Q) p(x) 

La razón de transmisión de información de Sha 

nnon coincide pues con la información que sobre 

Q nos aporta el experimento E. 

B) Información de Kullback. Si tornamos como 

hipótesis H1 que las variables Q y x son depen -

dientes con distribución de probabilidad conjun-
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ta p(Q,x) y como hipótesis H2 que las variables 

Q y x son independientes con distribuciones de 

probabilidad marginales p(Q) y p(x) respectiva -

mente,entonces la información de Kullback para 

discriminar en favor de H1 contra H2 vendrá dñaa 

por 

I(l:2) = )st't.p(G,x)log 
p( 8 ,x) dQdx 

p(Q)p(x) 

expresión que coincide con la 100 di da de informa-

cion anterior. 

PROPIEDADES. 

A) La cantidad de información I(G!IX) es no 

negativa 

B) La cantidad I(Q l\ X) es "generalmente fini-

ta". 

C) I(QllX) permanece invariante bajo todas 

las transformaciones lineales escalares en Q y x. 

D) Si g es una funci6n medible definida sobre 

el <r-álgebra 4\ de subconjuntos de S, se verifica 

que 

dandose la igualdad si y solo si g(X) es un esta 

dístico suficiente. 
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Comparaci&nce experimentos. 

DEFINICION. Dados dos experimentos E1 y E 2 con 

el mismo espacio param,trico caracterizados 

por las dUp1as 

Ei= \<si,A¿); (Pi(xi/e );e4nJ} i=l,? 

diremos que • 1 es no menos informativo que E 2 y 

lo escribiremos E 1 ~ E 2 cuando 

para todas las posibles distribuciones a priori 

p(9) definidas sobre .n. • 

DEFINICION. Dados dos experimentos E1 y E 2 con 

el mismo espacio param~trico !1. diremos que E1 

es tan informativo como E 2 , y lo notaremos E_f'E 2 

PROPIEDAD. La relación anteriormente definida es 

una relación de orden parcial. 

DEFINICION. Dados dos experimentos E1 y E 2 con 

el mismo espacio param~trico n , diremos que E1 

es más informativo que E 2 y lo notaremos E1 > E 2 

cuando ocurre E1 p E
2 

pero no ocurre que E1- E 2 • 
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TEOREMA. Sean E
1

,E 2 y EJ tres experimentos con_ 

el mismo espacio paramétrico Sl. .Si EJ es indepe!! 

diente de E
1 

y E
2

,entonces 

DEFINICION. Dados dos experimentos E
1 

y E
2 

con 

el mismo espacio paramétrico JL diremos que El 

es fuertemente no menos informativo que E
2 

y lo 

notaremos E 1 ~ E 2 ,cuando 

f p
1 

(x/Q
0

}log P1 (x/Qº) dx ~ 
S p(Q)p1 (x/Q)dQ 

P2(x/Qo) dx 

p(9)p2(x/Q)dQ 

para todo Q e..fL y p(Q). 
o 

Notemos que si tomamos esperanza matemática 

en Q en la desigualdad anterior obtenemos que 

I(Q\IX
1

) ~ I(9 llx2 ), es decir, que E
1 

es no me -

nos informat'ivo que E 2 ,de ahí que hayamos util_! 

zado en esta nueva definici6n el calificativo 

"fuertemente",pues ahora exigimos que la desig~ 

dad se verifique para cada uno de los Q•.fl.y no 

solo para la media. 

Otro método para comparar experimentos se ba-
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sa en el concepto de suficiencia entre experimen 

tos debido a Blackwell (1.951,1.953) .sean E
1 

y !....:
2 

dos experimentos con el mismo espacio paramétriro 

Sl ,se dice que el experimento E
1 

es suficien

te para E 2 ,si existe una función no neg:ativa f.' 

sobre el espacio producto s
1

xs
2 

para la cual se 

satisf.'acen las siguientes relaciones: 

~ f.'(x 2 ,x1 )dx2=1 
Si 

O<~f.'(x 2 ,x 1 )ctx 1 <.oa para x 2 Es 2 s, 

( 2) 

( J) 

Una fw1ción no negativa f que satisface (2) 

es llamada transformacion estocástica de x
1 

a X:! 

Para cada resultado x
1
€S

1 
fijado,la función 

f{•,x
1

) es una función de densidaá sobre s 2 • Ya 

que esta f.'unción no depende del parámetro Q, un 

resultado x 2ES 2 puede· ser generado de acuerdo 

con esta f.'unci6n de densidad por medio de una a-

leatorizacion auxiliar.Por tanto la ecuación (~ 

nos dice que E
1 

es su:f'iciente para E 2 si hacien

do caso omiso del valor del parámetro Q,una ob-

servación de E 1 y una auxiliar aleatorización ha 
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ce posible generar una variable aleatoria que 

tiene la misma distribución que X2 .La ecuacion 

(J) no es otra cosa que una condici6n de integr~ 

bilidad de f sobre sl. 

Intuitivamente esta claro,que si E1 es sufi -

ciente para E 2 ,el estadístico nunca deberá reali 

zar el experimento E
2 

cuando sea posible reali -

zar E
1

,pues realizar E 2 es equivalente a realiza

E1 y someter el resultado a una transformación a 

leatoria que solo puede oscurecer cualquier in -

fonnación sobre el valor del parámetro que po -

dría estar contenida en este resultado de E1 • El 

pr6ximo teorema rormaliza la afirmaci6n anterior 

de que E
1 

es no menos informativo que E 2 • 

TEOREMA. Sean E1 y E 2 dos experimentos con el 

mismo espacio pararnétrico .!'t ; si E1 es suficiente 

para E
2

,entonces E
1 

es no menos informativo que 

TEOREl'-íA. Sean E
1 

y E 2 dos experimentos con el 

mismo espacio paramétrico .0.. .Si E1 e s suficiente 

Para E entonces E es fuertemente no menos in -
2 1 1 

formativo que E 2 • 
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Capacidad de experimentos. 

DEFINICION. Dado W1 experimento E se define cap~ 

cidad de dicho experimento y lo notaremos c(x)~a 

la m~xima informaci6n que el experimento nos pr~ 

porciona sobren para todas las posibles distri-

bucionee a priori p(9) sobre .!l .Es decir, 

c(x) = max I(e lix) 
f11>1~P 

TEOREMA. Sean E1 y E 2 dos experimentos con el 

mismo espacio pararnétrico n .Si E 1 es suficiente 

para E 2 ,entonces 

TEOREMA. Consideremos un experimento E con espa-

cio param~trico finito.O.=\Q1 , ••• ,Qn\, caracteri

zado por la cupla 

E= l (S,A ); (p(x/Q1 ), ••• ,p(x/9k) / Qie.nJ\ 

y notemos p(x/Qi) = qi(x) para todo i tal que 

1 " i ~ k. 

k 
TEOREMA. Si existe tm vector p'EP con todas sus 

componentes estrictamente positivas y tal que 

q. (x) 
log~~ ....... ~~-dx 

~ Pj_qi(x) 

es independiente de i,entonces p' maximiza la 
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informaci6n y además 

c(x) = I(9 tlX) ,= f q. (x)log __ q_.i""""(_x,.....) 
P si pfqi(x) 

dx 

TEOREMA. Consideremos un experimento E con espa

cio param~tricoSl.={9 1 ,9 2 1, caracterizado por la 

cupla 

La capacidad de E está acotada por l/4Jk(91 ,92 ), 

siendo Jk(91 ,9 2 ) =Ik(91 ,9 2 ) - ~9 2 ,9 1 ) la diver

gencia de Kullback. 
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