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Introduccion

E1l famoso documento de Shannon "The Mathemati
cal Theory of Communication" publicado en 1.948
marca el punto de partida de una nueva rama de
la Ciencia Matematica conocida con el nombre de
Teoria de la Informacion,

Hoy dia el concepto de probabilidad desempefia
un papel fundamental en cualquier teoria del co-
nocimiento. En la moderna Teoria de 1la Informa-
cion, las probabilidades se consideran como uma
codificacion numerica de un estado de conocimien
to. E1 conocimiento que uno tiene sobre una cues
tion en particular-puede representarse mediante
la asignacion de una cierta probabilidad p a las
varias respuestas concebidas para la cuestién.,E1l
conocimiento completo acerca de una cuestion es
la posibilidad de asignar una probabilidad cero

a todas las respuestas posibles excepto a una, A



una persona que correctamente asigne una probabi
lidad unidad a una respuesta en particular, no
le queda, evidentemente, nada que aprender sobre
la cuestion. Observando que el conocimiento pue-
de, por tanto, codificarse en una distribucion -
de probabilidad, la informacion puede definirse
como algo que produce un reajuste en una asigna-
cion de probabilidades. Numerosos trabajos han
demostrado que la medida de incertidumbre de Sha
non, a la que el llamaba entropia, mide cuanto
cabe esperar aprender sobre una cuestion cuando
todo lo que se conoce es un conjunto de probabi-
lidades,

La contribucion de Shannon a la Tesria de 1la
Informacidn consistié en demostrar la existencia
de una medida de informacidén que es independien-
te de los medios empleados para generar la infor
macién, E1 contenido informativo de un mensa je es
por tanto, invariante respecto a la forma y no
depende de cémo se envia el mensaje,

La medida de Shannon fue concebida para resol
ver un problema concreto: Cdédmo obtener una medi-

da itil de lo que se transmite por un canal de ce

municaciones, Ha demostrado tambien ser la unica
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funcién capaz de satisfacer ciertas necesidades
bdsicas de la Teorfa de la Informacién.Apenas ha
prasado un cuarto de siglo de la publicacién de
Shannon y ya se han escrito miles de trabajos al
respecto,sin que ningino de ellos haya encontra-
do una funcién sustitutiva,ni siquiera 1la necesi
ded de ella.Por el contrario,se han descubierto
muches otros caminos para llegar a dicha medida.

La medida de entropia de Shannon es fundamen-
tal en la Teoria de la Informacidén y a ella y a
su aplicacién a diferentes problemas estadfsti -

cos dedicamos la primera parte del trabajo.

Regresidén y transmisién de informacién

Consideremos un canal de comunicacidén con su

fuente y receptor,

lRUIDOl

' i
FUENTE AN RECEPTOR
xeX CANAL YeY

La informacién transmitida mide la cantidad
de asociacién entre la fuente y el receptor del

canal .Shannon define la cantidad de informacién

transmitida por sefial como

R(x,y) = H(X) + H(Y) - H(X,Y) (1)



donde i(*) es la funcion de entropia.
R(x,y) es una cantidad no negativa e igual a ce-
ro si y solo si X e Y son independientes y puede

expresarse en la forma

R(x,y) = H(X) - 1-1y(x) = H(Y) - Hx(Y) (2)
Consideremos ahora el caso en que son dos

las fuentes que transmite a um receptor.Si to-

mamos la variable fuente como bidimensional,ten-

dremos

R [(x,y),z] = (X,Y) 4+ H(Z) - H(X,Y,2) =

= I(X,Y) - HZ(X,Y) = N(2) -
- Hy y(2) (3)
siendo
n_(x,y) = -m p(x,y,2z)logp(x,y,2z)dxdydz
Hx'y(Z) = —m p(x,y,2)logp(z/x,y)dxdydz

donde p(z/x,y) es la probabilidad de recibirse
en el recentor una sefial z habiéndose emitido
por la fuente una seiial (x,y).

Vamos a expresar R[(x,y),z] como una combina-
ciédn de las transmisiones de informacidén entre X
vy Z e Y y Z,5i definimos Rx(y,z) como la media

extendida a todos los valores de X,de la informa



cidn transmitida entre Y y Z podemos escribir

(z)

R_(y,2z) = ﬁx(Y) - Hx,z(Y) = H (2) - Hye,y

De donde

R[kx,y),;] = R(x,2z) + Kx(y,z) =

R(y,2) + R (x,2) (&)

La expresidén anteriormente escrita nos expre-
sa que el teorema de adicién de la entropia es
vdlido también para la razdén de transmisidén de

informacién.Por otro lado
R(y,2) - Ry(vsz) = [1(z) - B (2)] - [ (2) -
Hx,y(z)] = [H(Y) - HZ(Y)]-[Hx(Y) - Hx’z(Y)]

cantidad quc nos~indica la ganancia o pérdida en
la informacion transmitida entre Y y Z debido al
conocimiento de X.

Las identidades anteriores demuestran la sime
tria del primer miembro en los argumentos X e Y
vy X v Z.Pero de (1) y (3) deducimos la simetrfa

entre Y y Z,y por tanto tenemos
R(y,z)—Rx(y,z)=R(x,z)-Ry(x,z)=R(x,y)-Rz(x,y)

Una vez extendido el concepto de transmisidén

de informacion al caso de tres variables pasamos



a estudiar su relacion con el concepto de regre-
sion,

Sean X e Y dos variables alcatorias con fun -
ciones de densidad marsinales pl(x) y p2(y) y
funcion de densidad conjunta p(x,y).Notaremos
pl(x/y) la funcion de densidad condicionada de X
aY,y por pz(y/x) la funcién de densidad condicb
nada de Y a X.

Sea m(x) la linea de regresidn de Y sobre X

es decir

m(x) = J yp,y(y/x)dy

Introducimos una nueva variable Z definida co
mo

Z/x = Y/x - m(x)

cuya funcidn de densidad serd

py(2)= | py(z/x)p, (x)ax= [ py(amm(x) /x) p(x)ax
por ser

Hx’y(Z) = H_ _(X) = }IZ’X(Y) =0

¥y2

podemos escribir

il

R_(x,y) = 1,(X) = H_(Y) (5)

Ry(x,z) = Hy(X) ZHY(Z) (o)



por otro lado

R(x,¥) = R(x,2) + R (x,y) - & (x,2)
y teniendo en cuenta (5) y (6)

R(x,y) = R(x,2z) - H(Y) - H(Z)
siendo R(x,z)> 0 y H(Y)-H(Z) 20
Siguiendo a Feron y Yourgeaud,llamaremos a

R(x,z) parte eldstica y a [H(Y) - H(Z)] parte du

ra de la informacién transmitida R(x,y).
TEOREMA. R(x,z)=0 si y solo si Po(y/x)=f(y-m(x))

donde f(z) es alguna funcién de densidad con me-

dia cero.

TEOREMA. La distribucién Normal bivariante es la
Unica que posee correlacion dura entre sus varia
bles,es decir, es la tnica para la cual la razén
de transmisidén de informacién R(x,y) coincide

con las partes duras,

Relacion entre distints captidades de informa-

cidén

Las tres definiciones clésicas de informacién
de Fisher,de Shannon y de Kullback estan fuerte-
mente vinculadas é propiedades asintéticas y a

un principio general por el cual la cantidad de



informacidén .leberfa ser aditiva.

Fisher define la cantidad de informacidn para
un pardmetro @ y una funciédn de densidad p(x;0)
que satisfaga las condiciones de regularidad de

Cramer-Rao en la forma

(3
IF(9)=5[SD-élog p(x;0)] p(x;0)dx
Shannon propone una definicién de informacion
(incertidumbre) para la teorfa de la comunicadion
En su orimitiva forma nos indica la variacion en
una distribucionj;con. un cambio de signo,la con-
centracion.Es esta segunda forma la que usaremos

notandola

IS(9)=.flog p(x;0).p(x3;0) dx

Kullback considera una definicion de informa-
cion para discriminar en favor de una hipotesis

#,(0;) contra otra H,(§):

I,(0,:0,) = jlog P(%30,) (x5 0,)

p(x30.,)
CARACTERIZACION., Consideremos un modelo probabi-
1istico cuya funcion ce densidad p(x;Q) depende
del valor de un pardmetro 8 que toma sus valores

en un espacio paramétricojq-.Como medida de in -

frmacidén sobre el pardmetro ®,dudo un valor x



de la variable aleatoria < asnciada al wmodelo,de

finimos
1(e,x) = log p(x;0)

Si notamos QO el verdadero valor del pardmetm
calculando la media para todos los posibles valo
res de X obtenemos para la informacidén sobre el
pardmetro 8,cuando el verdadero valor es 90, la

expresidén
1(6,0,)= J1o8p(x;0) .p(x;0,)ax

Consideremos algunos aspectos de esta funcidén
de informacién.
A) La informacidén sobre el verdadero valor 9,

del parametro es:

1(6_,0 )= jlog p(x3;8 ) .p(x;0 )dx= I (6 )
v es ademas el mdximo valor que puede alcanzar
esta funcidn.

B) La informacidn sobre el verdadero valor 6

excede de la informacién sobre otro cualquier va

lor del parametro 6 eng
1(90,90)-1(9,90) = IK(GO,Q)

C) Estudiemos ahora la curvatura de la fun -
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cién de informaciodn en @ = Qo .Suponiendo que se
verifican las condiciones8 de regularidad de Cra-

mer podemos escribir

) .
o I(Q,Qo) =‘$§%log p(x;0).p(x30,)dx

de donde
D)
—I(8,0 =
Jo 19,) =0
o

y la curvatura de la funcidén de informacién en

el punto Q:Qo, serd

oR ) o
- —=I(e,e . =j—-—-og p(x;0).p(x306 )dx =
56t 0718=8 De% o CEC

= IF(go)

Resumiendo,ditfemos qﬁe la informacion I(G,Qo)

)

en el verdadero valor @ _,tiene curvatura IF(QO)

como funcion de € tiene su maximo valor Ig (90

en dicho valor y una discrepancia,con respecto a
cualquier otro valor de &,de IK(QO,@).

De 1la relacion
- Voo
IS(@o) TK(Q ,9) = 1(9,90)
deducimos la siguientce expresidn que relaciona

las tres cantidades de informacidén mas conocidas

de la literatura estadistica:
PRRY - ] ~
- {;;\}S(eo) - 1K(eo’e). = IF(eo)

9’90
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A continuacion expresamos mediante teoremas
relaciones particulares entre estas cantidades,
TEOREMA. Las cantidades de informacion de Fisher
y Kullabck definidas anteriormente verifican 1la

siguiente relacion:

I,(0,0488) = 1/2.1.(0) + 0(a0?)

TEOREMA. Si el parametro 6 puede tomar solo dos
valores @, y @, con probabilidades p(®;) vy p(9,)
¥ notamos por 6° un valor ficticio del parame -

tro para el que

p(x)=p(x/6)=p(6,)p(x/6,) + P(8,)p(x/4,)

la razén de transmisién de informacién de Shamm
R(®,x) y la informacidén de Kullback IK(Ol,GZ),V_t_a

rifican la expresidén:
[+ r
R(0,x)=p(0,)1,(6,,8" ) + p(6,)I(6,,0")

TEOREMA. En el lImite' y bajo determinadas condi
ciones para }la funcidén de densidad p(x/0),la in-

formacion de Fisher y la razén de transmisidn de

Shannon verifican la siguiente relacidén:

in ~ ]

R(O,Xy,000sx )= log T I () « E[log 1.(0)
{n

ame

4+

+ 0(1) = log
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ke
+ gp(e)log-lh‘_(e_) de + 0(1)
p(e)

Son dos las diferencias principales entre las
informaciones de Shannon y de Fisher:

A) El concepto de Shannon lleva consigo implici-
to la introduccidn de una distribucidn a priori
para el pardmetro desconocido.Es pues bayesiano,
mientras que la definicién de Fisher no lo es,
B) La cantidad de informacidén de 8hannon cuando
se aplica a la construccion de esquemas de mues-
treo usa la verosimilitud de la muestra obtenida
mediante el teorema de Bayes,mientras la de Fis-
sher emplea la distribucion de probabilidad de X
para un 6 fi jado.

Si la primera diferencia da cierta ventaja a
la nocién de Fisher,una vez que la probabilidad
a priori para 6 ha sido admitida,el segundo apar
tado nos indica que la informacioén de Shannon es
mas facil de aplicar,

Tienen,sin embargo,las informaciones de Sha -
nnon y de Fisher,un curioso rasgo en comun.Ambas
consideran el futuro (antes de que ocurra el su-

ceso o experimento ) o bien el pasado (cuando el
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experimento ha sido realizado ).La definicién de
Fisher nos da el rigor con gque un pardmetro des-
conocido puede ser definido mediante experimen -
tos.En la informacidén de Shannon uno puede calcu
lar antes o una vez que el mensaje ha sido envia
do,la razén a la que la informacién serd transmi

tida en un cédigo dado.

La informacién de Shannon en los problemas de

muestreo

Un problema que se presenta freéuentenente en
la Estadfstica es el de determinar el valor de -
un pardmetrojsin embargo este valor no puede ser
determinado sino a través de lainformacion pro -
porcionada por una serie de observaciones,

La primera pregunta que el estadf{stico se plan
tea es saber cuando una serie de observaciones -
contiene toda la informacidn necesaria para enco
trar el verdadero valor del pardmetro,

La medida de.informacidn que se utiliza nor -
malmente es la de Shannon por ser la que me jor 2
adapta al punto de vista bayesiano,pues aun ened

caso de que no tuvieéramos un conocimiento a prio

ri sobre ©,si solo conociérmos el conju:to de



14

de los pnsibles valores de ©,parece 1lécico atri-

buir a 6 la distribucidén a priori,sobre el con -
Jjunto de todos los valores admisibles de 6,que
tenga mayor entropia,o sea que corresponda a una
incertidunibre maximal,lncluso si el valor del pa
rametro es d.sconocido para nonsotros,pensamos qe
es 1ldégico atribuir a @ una distribucion a priori
si ésta es necesaria nara compnarar diferentes ex
pnerimentos o diferentes estadisticos y escoger
cual es el mejor para nuestros propositos,

Los trabajos de enyi {(1964,1967,1908) y de
Vajda (1907,1908) resuelven satisfactoriamente
la pregunta anteriorments v»nlanteada dando condi-
ciones necesarias para que la cantidad de infor-
macion residual,diferencia entre la incertidum -
bre del espacio paramétrico y la informacidn que
la muestra nos aporta sobrs éste converja a cero
Estos trabajos vienen a corroborar el hecho de
que la razén de transmisién de Shannon R(6,x)
es una funcion creciente con n,que evidentemente
respeta la acotacion de esta cantidad de informa

cion oer 1, entropia del espacio parametrico,pues

H(e) > R(=,x,) vara cualquier i
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y ademas

R(o,x.x A 2(e,x

)

}
>/
<

1

y en general

R(O,xl,...,xn) 2 R(O,xl,...,xn_l)

El segundo problema gue se plantea y que es
el interesante en la practica,consiste en encon-
trar un disefio dptimo de muestreo,es decir, un
criterio de detencidn de¢ un muestreo secuencial.
Ideamos el siguiente:

Dado un nivel "a" fijado de antemano hacemos
una observacion X; y calculamos 11(8/X,).

Si se verifica

n(o/xl)> a
hacemos una nueva observacion X2 y calculamos
H(8/X,X,).3i se verifica

n(e/X;X,)> a
hacemos una nueva observacion X3 y calculamos
h(e/xlxzxj).

Si se verifica

H(e/X X X )Y a

3

se continua el proceso.
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Tl vroceso se detlene cuando para algun wvalor

de n se verifica
T 7 L
1_(9/.\1x2x3. . .xn) <a
es decir,cuando

Y p(0/%10esx )10g P(8/X;,00.yx ) ¢ a
1 n 1 n

En el caso de que el espaclo paramétrico cons
te de solo dos elementos,esta regla de muestreo
secuencial coincide con el test de razdén de vero
8imilitud de Wald.

Otro procedimlento para obtener un diserio épe
timo de muestreo podria consistir en considerar
una funcidn de probabilidad de error asociada -~
con las decisiones aconsejadas por la informa -
cioén reclbida.Limitando esta probabilidad de
error llegiariamos a obtener un criterio de deten

cion de un nuestreo secuencial,

Generalizacidén de la entropia de Renyi.

En 1958 Fadeev da una de las mds cldsicas ca-
racterizaciones axiomaticas de la entropfa de
Shannon.Estudiandn dicha axiomatica tenyi compmue

ba que cantidades del tipo

1
log, ¥y py*
1- N

Halr) =
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con 0«9 «]l,verifican los postulados A,B y C de
Fadeev y el teorema de adicidén de la entropfa .
Ello le induce a definir lI,(P) como la entropia
de orden ot de una distribucién P,sin embargo,no
se verifica el axioma D de Fadeev,siendo necesa-
rio imponer algun postulado mds.Por ello Renyi
introduce el concdpto de distribucién de proba-
bilidad generalizada y define la entropia de or-
den = de una distribucion generalizada P,H_(P)

en la forma

1 p3
H,(P) = 3= 1og2._2i_
2D,
i

que en el caso particular en gue o« tiende a 1
coincide con la entropfa de Shannon,

Si en lugar de restringir el intervalo de va-~
riacién de = al (0,1) con lo cual limitamos los
valores de ¢ a valores fraccionarios y menores
que 1,suponemos para o un intervalo de variacim
(0,N) con N2 1,obtenemos una generalizacion de

la entropfa de Renyi de orden ®.
DEFINICION. Sea P=(pjj,e.. ,pn) una distribucién:
de probabilidades generalizada con peso w(P)= 1,

Definimos entropfa de orden = («,N) de la dis -

tribucién generalizada P,y la notaremos Hi(P)



18

por la expresion

N
H“(P) = —N— Og2 72'1;
i

siendo O¢#¢N, N2 1 y w(P) = E_Pls

Notemos gme segun nuestra definicion la entro
pfa de Renyi de orden & no es otra cosa que la
entropia de orden («,1).

Cuando o -~¥N la entropia de orden (x,N) coin

cide con la de Shannon.

CARACTERIZACION, La entropia de orden (®,N) pue-
de ser caracterizada univocamente por los postu-

lados siguientes:

Postulado 1l: H(P) es una funcion simétrica de
los elementos de P.

Postulado 2: Si notamos por {p} la distribu -
cién de probabilidad generaliza-
da que consta de una tnica proba
bilidad p,entoncesll[“ﬂ]es una
funcidén continua de p en el in -
tervalo O¢p < 1.

Postulacdo 3: H(1/2,1/2)

Postulado 4: 1(»R) = H(P) +1(Q)
donde P y Q son dos distribucio

nes de probabilidad generalizadas
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con pesos w(P) y w(Q) tales que
w(P) + w(Q) =1

Postulado 5: Existe una funcidn estrictumente
mondtona y continua y=g(x) tal

que si w(P) + w(Q) =1,tenemos

_~L{w(P)gH(P)+w(Q)g[H(Q)]
Hpuol=e { w(P) +w(Q)

eligiendo como funcién de Kolmo-
gorov-Naguno g(x) una funcidén ex

ponencial del tipo
(% =1)x
g(x)= 2\ con 0<x (1
N

Exponemos a continuacidén,en forma de teo.emas
propiedades encontradas para la funcién de entro
pia de orden (o ,N).

TEOREMA. La entropfa de orden (%,N) HY(P) es una

funcidén monétona creciente de N,para cada « fijo

Qggglgglg; Pary cualquier distribucion de proba-

bilidad generalizada se verifica

HY (P) = Ho(P)

ddndose la igualdad si y solo si N=1.

~
TELOREMA. La entropfa de orden (x,N) H_(P) es

una funcién monétona decreciente de ™ ,para ca-
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da N f1ijo.

TisOREMA. Sea V3 (pl,...,pn) una distribucidén de

probabilidad generalizada con peso w(P)= u< 1,
N

La entropia I (P) verifica la siguiente desigual

dad

N
0 £ H, (P) £ 1og2(n/u)
TEOREMA., Si existe una distribucion P:(pl,...p )
n
N
siendo Py=P,= ... =p_ , la entropia Ho(P) alcan-
za el méximo 1og2(n/u) independientemente de los

valores de %X y ¥,siendo w(P) = u,

Es interesante notar que en las condiciones
de este fltimo teorema,las entropias de Shannon,

Renyi de orden o vy la de orden (o,N) coinciden,

Razén de transmisién de informacidn generalizada

Supongamos un canal de comunicacidén con una
fuente discreta que emite simbolos x4 con proba-
bilidades p(xi) v sea p(yj/xi) la probabilidad
de transicién de recibir y\j cuando s¢ ha emitido

X. o
1

DEFINICION. Si en lugar de emplear la entropia

de Shannon utilizamos la entropia de orden (&,N)
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podemos generalizar la razén de transmision de
Shannon R(x,y) y definir razén de transmisién
generalizada para un canal con fuente discreta

mediante las expresiones

N N Y P“M( LY )
Ra(x23) = 75 10652 gl ) iy )
Ra(x,y) = Hy(X) + Hy(Y) - Hy(X,Y)

A (x,y) = H{‘I(X‘) - IN(X/Y)

HN(X) ?;__logzi;P “(x )

N N %)
H%(X’Y) lng?-LT.P "(xi,yj)

N=%

Hy (X/Y) Ni1°32 { Zr(vy)2 P (x,/y )

y por tanto podemos escribir

- S 5 oMW Wy
R (3,5) ~ log 2 4 Pq (x;).P (v3)
N-= > 2 P ”(xi’yj)
v o)
EN(X;Y) log. Z:P (x )
) T PRI

Enunciamos a continuaclén en forma de teore-

mas, propiedades encontradas para estas funciones

.
TEOREMA, Para cada N fi jo, Rﬁ(x,y) es una funcidh

monétona creciente de « .

TEOREMA, Para cada % fi jo, Rﬁ(x,y) es una fun -
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cién monotona decreciente de N.

TEOREMA. La razén de transmisidn generalizada es

siempre no negativa.,

TEOREMA.La razdn de transmisién de informacidén

e
generalizada Rﬂ(x,y) es siempre no negativa,
TEOREMA. Si las distribuciones de entrada p(x,)

y de salida p(yj) son independientes,entonces

RN(x,y) = Ru(x,y) = Ra(x,y) = 0

Razén de distorsidén de una fuente discreta.

Consideremos un canal de comunicacidén con una
fuente discreta que emite simbolos x; con proba-
bilidad p(x;), y sean p(yj/xi) las probabilida -
des de transicidén de recibir un simbolo Y5 cuand
se ha emitido xi.Si notamos por dij un valor nu-
mérico asignado a la distorsidén cuando se ha emi
tido x; y recibido yj,siendo d(xi,xi) = 0 para

todo 1 y d, ;>0 para i#j,definimos "medida de dis

J

torsién de orden t" por 1la expresidn

D,;(X.Y)=%log22£ %p(xi)p(yj/xi)ﬂ?tdij

cuando t tiende a cero coincide con la medida de

distorsion de Shannon.



23

TEOREMA, Existen valores tl y t2 de t tales que

Dt es convexa para t <t1 y céncava para t )tz.

DEFINICION. Supongamos una fuente discreta con
=M

medida de distorsidén D, y sea R{x,y) la razén de

transmisién de informacidn del canal.Se define

funcidén de razén de distorsidn relativa a la me

dida de distorsidén D

=N -
g+ ¥ la notaremos Ro(DT),me-

diante la expresién

ﬁEjD‘) = min ﬁN(x,y)
LAS D!
sujeto a la restricciodn

%logzzl‘?g'(xi) p”"(yj/xi)-thiJ ¢ D
Pro piedades:

A). Por la continuidad de ii(x,y) con respec-
to a p(yj/xi) en la regidn de variacidn de las
p(yj/xi) que es cerrada,Rﬂ(x,y)'alcanza su mini-
mo, RY(D*).

B) De la propia definicién se deduce que Qiﬂ»
es una funcién monétona decreciente de D,

Serfa interesante demostrar la convexidad de
esta tuncion de razon de distorsion para le medi
da D, y extender las acotaciones dadas por Ber -

t
ger(1968),Pinkston(1969) vy wWwyner-Ziv(1971) para
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la funcién de razédn de distorsidn de Shannon a

la funcidn aquf definida,

Medida de 1la informacién proporcionada por un ex

perimento.

Consideremos una varioble aleatoria X.,A la ob
servacion de esta variable se le llama realiza -
cion de un experimento con dicha variable aleato
ria.S5ez S el espacio formado por todos los resul
tado de las posibles observaciones de X,que lla-
maremos espacio de resultados.Sea fi el T-41lgebra
definido sobre S.Sea SL un espacio paramétrico -
con elementos @¢fl,Para cada @ €Sl definimos una
medida de probabilidad sobre el espacio medible
(S, A4).Supongamos que estas medidas de probabi-
lidad son absolutamente contInuas con respecto
a una medida dominante fk sobre & .Podemos des-
cribir cada medida de prob,bilidad por una fun-
cién de densid«d p(x/6),de manera que para un

subcon junto A ¢ 9‘:\'

P(A) = jAp<x/e)d,k<x)

y por sencillez de notacion,tomando la medida de

Lebesgue,escribiremos



25

P(A) =jgp(x/0)dx

La dupla

s={ (s, 8) , [n(x/0); 0en]}
caracteriza un experimento.

Supongamos que existe una distribucién a prio
ri sobre.fl,y supondremos de nuevo gue puede ser
descrita por una funcién de densidad p(e),con -
respecto a una medida dominante y que por senci-
llez notamos do.Esta p(@®) resumird las opiniones
iniciales del experimentador sobre el valor del
pardmetro,antes de realizar el experimento.

Existe,por tanto,una incertidumbre inicial so
bre el valor de G,baséndonos en el concepto de
incertidumbre de Shannon,que podemos expresar co

mo
1(e) = -jp(e)log r(e)de
£13
Una vez realizado el experimento E y obtenido
un resultado x,el experimentador tendrd una in -

certidumbre sob:e el valor de © que vendri dada

por la expresidn
1(e/x)= - LLp(o/x)logp(o/x)de

Es légico definir la informacidn proporciona-

da sobre @ por el resultado x obtenido al reali-
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zar el experimento wor

I(e) - 1(o/x)
que es precisamente la incertidumbre que sobre @
ha permitido el experimento E eliminar al experi
mentador,

Evidentemente,antes de realizar E,la informa-
cidn que éste puede proporcionar vendrid dada por
el valor medio extendido a todos los posibles re
sultados de E,de la informacidn proporcionada

por uno de ellos.Por tanto podemos definir:

DEFINICION. La incertidumbre del experimentador
sobre el valor del pardmetro © antes de realizar
un experimento E,o lo que es equivalente,la in -
formacidn obtenida una vez realizado E,suponien-
do que existe una distribucioén a priori p(e) so-

bre el pardmetro,viene dada por
1(ellx) = EX{I(Q) - I(Q/x)}
o bien
I(ellx) = 5 J p(o,x) log p(0,x) dedx
s /s p(0)p(x)

RELACIONES .

A) Informacién de Shannon.Podemos establecer

una correspondencia o analogfa entre la nocidén
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de experimento dada anteriormente y la de un sis
tema de comunicuscidn con ruido.En efecto,consi-
deremos como fuente el conjunto SL de simbolos 6.
Estos simbolos son emitidos por la fuente de ma-
nera que la eleccidn de ® es hecha con una proba
bilidad p(e),siendo independientes las sucesivas
elecciones,Se supone que el ruido del canal es
tal que los simbolos son perturbados segun p(x/G)
obteniéndose en el receptor el resultado X € S,de
pendiente precisamente de dichas nrobabilidades.
Podemos pues decir que el canal viene descrito
por unas pro babilidades de transicidén p(x/8) que
nos indican la probabilidad de obtener un resul-
tado x cuando sea emitido el sfimbolo © de S,

La razén de transmisién de un canal con ruido

vendrid dada por .

R(e,::):is p(©,x) log Mdodx
o p(e) p(x)

La razén de transmisidén de informacion de Sha
nnon coincide pues con la informacidn que sobre
© nos aporta el experimento E.

B) Informacién de Kullback. Si tomamos como

hipdtesis H, que las variables @ y x son depen -

1
dientes con distribucidédn de probabilidad conjun-
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ta p(e,x) y como hipotesis H, que las variables

2
© ¥y x son independientes con distribuciones de
probabilidad marginales p(©) y p(x) respectiva -
mente,entonces la informacidn de Kullback para
discriminar en favor de Hl contra H2 vendrd didda

por

I(1:2) = (0,x)log _PlesX) 4gax
(1:2) Ssgnp p(e)p(x)

expresidn que coincide con la medida de informa-

cidén anterior,

PROPIEDADES.

A) La cantidad de informacién I(e||lX) es no
negativa

B) La cantidad I(el| X) es "generalmente fini-
ta".

c) I(el| X) permanece invariante bajo todas
las transformaciones lineales escalares en 6 v X.

D) Si g es una funcidn medible definida sobre
el 0-dlgebra <R de subconjuntos de S,se verifica
que

1(ellx) > 1 [ellax)]
dandose la igualdad si y solo si g(X) es un esta

dfstico suficiente,
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Comparacién & experimentos.

DEFINICION. Dados dos experimentos E, YE, econ
el mismo espacio paramétrico caracterizados

por las duplas
By= (5040 (oy(x,/0 )s0enl} o1,

diremos que !1 es no menos informativo que E2 b 4

lo escribiremos Elﬂ E, cuando

(e xl) 2 I(euX,) '

para todas las posibles distribuciones a priori

p(®) definidas sobre L ,

DEFINICION. Dados dos experimentos El b 4 E2 con
el mismo espacio paramétrico Q1 diremos que El
es tan informativo como E2, v lo notaremos E1~E2
cuando l!lf,‘.'Ez b4 EZ% El’

PROPIEDAD. La relacién anteriormente definida es

una relacién de orden parcial.

DEFINICION. Dados dos experimentos E1 y E2 con
el mismo eSpacio paramétricofﬁ.,diremos que El

es mds informativo que E2 y lo notaremos E )-E2

1

cuando ocurre Eih.Ez pero no ocurre que El”'Ez'
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TEOREMA., Sean El’EZ Yy E, tres experimentos con -

3

el mismo espacio paramétrico SL .Si E3 es indepen

diente de El y Ez,entonces
B} 2B, = (E].Ey) % (B,,E,)

DEFINICION. Dados dos experimentos E1 y E2 con

el mismo espacio paramétrico-rl diremos que E1

es fuertemente no menos informativo que E2 vy lo

&
notaremos Elk,Ez,cuando

SPl(X/OO)log Py (x/0,) dx >
s r(®)p,(x/0)ae

argpz(X/Oo)log Po(x/0.) a4y
$ r(6)p,(x/6)de

para todo Ooell.y p(0).

Notemos que si tomamos esperanza matemdtica
en @ en la desigualdad anterior obtenemos que
I(Q\|Xl) &Y I(Q\Ixz), es decir, que E, es no me -
nos informativo que E2 sde ahi que hayamos utili
zado en esta nueva definicién el calificativo
"fuertemente" ,pues ahora exigimos que la desigqé

dad se verifique para cada uno de los 0&fly no

solo para la media.

Otro método para comparar experimentos se ba-
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sa en el concepto de suficiencia entre experimen

tos debido a Blackwell (1.951,1.953).Sean E, v L,

dos experimentos con el mismo espacio paramétrigp
jﬁ_ y8e dice que el experimento El es suficien-
te para E2,si existe una funcidén no negativa f

sobre el espacio producto Sle2 para la cual se

satisfacen las siguientes relaciones;

p,y(x,/0)= 5;f(x2,xl)pl(xl/9)dxl para @eSl(1)

X, €& S,
Lf(xz,xl)dx2=l para X, €S; (2)
0«¢ sz(xz,xl)dxlcoo para x, €S, (3

3
Una funcidén no negativa f que satisface (2)

6s llamada transformacion estocastica de xl a Xz
Para cada resultado xleS1 fijado,la funcién

f(+,x;) es una funcién de densidad sobre S,. Ya
que esta funcidén no depende del pardmetro @, un
resultado x2e52 puede ser generado de zcuerdo
con esta funcion de densidad por medio de una a-
leatorizacion auxiliar.Por tanto la ecuacién (1)
nos dice que E1 es suficiente para E2 si hacien-

do caso omiso del valor del pardmetro 6,una ob-

servacién de E; y una auxiliar aleatorizacion ha
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ce posible generar una variable aleatoria que
tiene la misma distribucién que X2.La ecuacion
(3) no es Qtra cosa que una condicidén de integra
bilidad de f sobre Sl'

Intuitivamente esta claro,que si E, es sufi -

1
ciente para Ez,el estadistico nunca deberi reali

zar el experimento E_, cuando sea posible reali -

2

zar El,pues realizar E2 es equivalente a realiza

E1 y someter el resultado a una transformacidn a
leatoria que solo puede oscurecer cualquier in -
formaciéen sobre el valor del parametro gue po =~
dr{a estar contenida en este resultado de E;. El
préximo teorema formaliza la afirmacién anterior

de que E., es no menos informativo que E2.

1
TEOREMA. Sean El v E2 dos experimentos con el

mismo espacio paramétricoil.;si El es suficiente
para Ez,entonces El es no menos informativo que
EZ'
TEOREMA. Sean El Y E, dos experimentos con el

mismo espacin paramétrico 1,83 El es suficiente

para E2,entonces El es fuertemente no menos in -

formativo que Ez.
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Capacidad de experimentos,

DEFINICTON. Dado un experimento E se define capa
cidad de dicho experimento y lo notaremos C(X),a
la mdxima informacién que el experimento nos pro
porciona sobre £l para todas las posibles distri-

buciones a priori p(®) sobre £l .Es decir,

C(X) = max 1(6 liX)
porelP

TEOREMA. Sean El v E2 dos experimentos con el
mismo espacio paramétrico £l .Si El es suficiente

para E_,entonces

2
S
c(xl) 2 c(xz)
TEOREMA. Consideremos un experimento E con espa~-
cio paramétrico finitofl=iel,...,9n}, caracteri-

zado por la cupla

B= | (5,4 )3 [n(x/0,)seuern(x/0)) / 0 c01]

y notemos p(x/Gi) = q(x) para todo i tal que

l& i< k.

k
TEOREMA., Si existe un vector p'¢P con todas sus

componentes estrictamente positivas y tal que

Sqi(X) log__ (¥ ax
s Z pia,(x)

es independiente de i,entonces p' maximiza la
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informacidén y ademés
c(x) = I(ellx)p,= Sqi(x)log._?iﬂ dx
s rja, (x)
TEOREMA. Consideremos un experimento E con espa-
cio paramétricofl:{ol,ezl, caracterizado por 1la

cupla

E ={(s,g) s [ag(x)ray(x) / el,ezen]}
La capacidad de E estd acotada por 1/#Jk(91.92),
5) =Ik(91,92) - 1{0,,0,) la diver-
gencia de Kullback.

siendo Jk(ol,e
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