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INTROVUCCION 

El estudio de las ecuaciones de ondas no lineales se ha hecho 
en los últimos años cada vez más interesante para los físicos y 
matemáticos. Una de las razones de este interés estriba en que se 
trata de un problema en el que la teoría y la aplicación parecen 
ir de la mano. Por una parte los efectos no lineales pueden tener 
un papel muy importante en la renovación de nuestra concepción del 
mundo físico y, por otra, el desarrollo de la tecnología que cada 
vez descansa más en el estudio de las propiedades fundamentales de 
los materiales, necesita para ello de ecuaciones no lineales. 

Un ejemplo puede ilustrar esta idea: uno de los conceptos más 
sorprendentes para los matemáticos y físicos que en la actualidad 
hacen ciencia pura es el de "solitón", introducido en 1967 (ZK67) 
en el estudio de ciertas ondas en plasmas, uno de los campos en 
que la tecnología tiene puestas sus esperanzas de cara a la solu­
ción del problema de la energía. La primera observación de un so-
1 itón se remonta al año 1834 (SC34), en que se observó la propa­
gación de una onda solitaria en un canal durante unos 3 km conser 
vando su forma. 

Hoy en día se denomina "onda solitaria" o "kink" a una pertu;:_ 
bación que se propaga en un medio si es aislada, tiene una energ1a 
finita y mantiene una forma característica al propagarse. Como la 
velocidad de propagación de una onda solitaria depende de su ampli 
tud, dos de estas ondas pueden llegar a alcanzarse y solaparse. En 
algunos casos, tras la "colisión" las ondas emergen recuperando su 
forma inicial. Una de estas ondas solitarias que además es estable 
frente a colisiones, se denomina "solitón". 

La existencia de estas soluciones, que resulta verdaderamente 
sorprendente ya que las ecuaciones no lineales no verifican el 
principio de superposición, requiere de la correspondiente ecua­
ción una adecuada combinación de términos no lineales y términos 
dispersivos. 

Estas propiedades sugieren la posibilidad de utilizar ecuacio­
nes de campo no lineales para describir partículas elementales co­
mo soluciones localizadas estables, aprovechando las propiedades 
de las soluciones tipo solitón para establecer modelos de reaccio­
nes entre dichas partículas. 

Este estudio había sido iniciado independientemente por N. Ro-
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sen en 1939 (R039) estudiando la interacción de los campos esca­
lar y electromagnético buscando soluciones localizadas de ener­
gía positiva, que no consiguió encontrar. 

Diversos autores (FI49, WA66, R067) han estudiado modelos de 
campos escalares en interacción incluyendo distintos autoacoplos 
no lineales y buscando en cada caso soluciones estacionarias lo­
calizadas tipo partícula. 

M. Soler (S070) estudió la influencia de autoacoplos escala­
res de cuarto orden en las densidades lagrangianas correspondien 
tes a diversos campos (escalar, spinorial) buscando mínimos para 
las diversas energías con el fin de resolver la arbitrariedad 
existente en la determinación de la frecuencia de las soluciones 
estacionarias. Soler consiguió obtener soluciones localizadas pa 
ra el campo spinorial, demostrando que el estado fundamental de­
su sistema representa razonablemente una partícula de spin 1/2. 

El origen físico de los términos de autoacoplo de cuarto or­
den se justifica en un trabajo de H. Weyl (WE50) que demuestra 
que se pueden introducir como una consecuencia dinámica del spin. 

Posteriormente, diversos trabajos de A. F. Rañada, Soler y 
col. desarrollan el modelo anterior (S073, RS73, RR74, RV76) ob­
teniendo diversos modelos de nucleones. Destaquemos que la intro 
ducción de términos de Pauli les permitió obtener un modelo en -
el que la diferencia de masas entre protón y neutrón coincide 
con el valor obtenido en el marco de la electrodinámica cuántica 
(protón .45 MeV más pesado que el neutrón), si bien no precisan 
del conocimiento previo de los factores de forma experimentales. 
Alternativamente, el estudio de la interacción del campo spino­
rial con un campo seudoescalar real, que representa la nube de 
piones virtuales que rodea a un nucleón, conduce a un model en 
el que la diferencia de masas entre protón y neutrón tiene el 
signo correcto si bien es aproximadamente el doble del valor ex­
perimental. 

En todos estos modelos se estudian soluciones en el sistema 
de referencia propio. Estas soluciones tienen una estructura de­
finida por lo que poseen las características de una onda solita­
ria debido a la covariancia relativista de las densidades lagran 
gianas utilizadas. Es difícil estudiar la colisión de dos de es:­
tas soluciones por lo que no se ha comprobado hasta la fecha que 
sean solitones. 

Como ya hemos indicado, algunas de estas soluciones propor­
cionan modelos de partículas elementales cargadas. L. García y 
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J. M. Usón (GU79) hemos estudiado el balance de fuerzas en estos 
modelos mostrando que las fuerzas electromagnéticas repulsivas es­
tán adecuadamente contrarrestadas por fuerzas atractivas debidas a 
los términos no lineales de autoacoplo. 

En el presente trabajo se desarrolla el estudio del átomo de 
Hidrógeno, iniciado por A. F. Rañada (RA77) que consideró una apro 
ximación de campo débil, estudiando las condiciones bajo las que -
el límite lineal de este modelo en teoría clásica de campos coin­
cide con las predicciones de la Mecánica Cuántica Relativista y 
llegó a la conclusión de que es necesario introducir una constante 
de acción, lo que establece una relación entre la linealización de 
una teoría no lineal de campos clásicos y la segunda cuantifica­
ción. Obtuvo en forma numérica un contínuo de soluciones para cada 
onda, con frecuencias coincidentes con las correspondientes en el 
marco de la teoría cuántica relativista para el Hidrógeno propues­
ta por Dirac (hasta el orden a4). 

La inclusión de los efectos que produce el autocampo electro­
magnético que produce el electrón provoca importantes desajustes 
en las energías de los diferentes niveles. Hemos estudiado los 
efectos electrostáticos, dominantes frente a los efectos magnéti­
cos, siendo necesaria una renormalización de la teoría, renormali­
zación que resulta ser finita y en primera aproximación indepen­
diente del estado considerado. 
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CAMPO VE VIRAC NO LINEAL CARGAVO SOMETIVO 

A LA ACCION VE UN CAMPO COLJLOMBIANO 

Vamos a estudiar un modelo simple de átomo de Hidrógeno, en 
el que el electrón se describe mediante un campo de Dirac no li­
neal, cargado, sometido a la acción de un campo coulombiano mo­
dificado, debido al protón que a su vez se representa mediante 
una esfera de densidad uniforme de carga positiva. 

El sistema se describe mediante la densidad lagrangiana*: 

siendo: 

LDL =i-{~yµ<lµ'l'-(aµ~)yµ'l'}-m~'I' 

donde '!', campo de Dirac para el electrón, 
mente de forma que: 

(
-+ + 

pe::per,t)=e'l''I' 

( 1) 

(2-a) 

se interpreta física-

(3) 

representa la densidad de carga eléctrica (negativa) en el punto 
(r, t). 

Como el electrón en el átomo de Hidrógeno se encuentra bas­
tante extendido, (el radio cuadrático medio del electrón en el 
estado fundamental, según la teoría lineal, es del orden de 
3x104 veces mayor que el radio clásico del electrón), estamos 
interesados en el límite en el que el campo '!' del electrón es 
débil, por lo que suponemos que en la parte no lineal dominan 
los términos de cuarto orden. La combinación lineal de terminas 
de este orden más general (sin incluir términos derivativos) tie 

* Nuestro convenio es: 
gµµ = (1, -1, -1, -1) ; Fµv = aµAv - avAµ 
~ = 1, c = 1, e= - lel, a= e2/4n 
'!' designa un campo spinorial de cuatro componentes. 

y 0 =[Q 11 _~] ; /=[-~k-c}] ; siendo< las matrices de Pauli 

Ys =yºyly2y3 
Seguimos el convenio de Einstein sobre suma de super y sub­

índices repetidos. 
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ne la forma: 
LNL =A.{ (~'1')2 + b{~y5'1')2} (2-b) 

es decir, es una combinación lineal genérica de los bilineales co­
variantes escalar y seudoescalar. 

Suponemos que el campo electromagnético se describe mediante 
las ecuaciones de Maxwell. Consideramos por una parte el campo de­
bido al protón, campo externo; y por otra el campo debido al elec­
trón que describimos por medio de la densidad lagrangiana: 

L =-
1 FµvF (2-c) 

EM 4 e e µv 

siendo: 

(4) 

(este campo se debe al campo spinorial cargado que es su fuente). 

Suponemos válido el principio de acoplo mínimo para describir 
la interacción del campo spinorial con el campo electromagnético 
total, por lo que finalmente: 

L =-e~yµ'l'A -e~yº'l'A (2-d) INT eµ po 

Nótese que la distinción de los campos electromagnéticos debidos 
al electrón y al protón es posible debido a la linealidad de las 
ecuaciones de Maxwell que se derivan de LEMº 

Apo' única componente no nula de Ap es: 

Ap0 =-:r si r>r0 

Y Apo = - :r ( ~ - ~ ( ~ )2) si r~r 0 

(5-a) 

(5-b) 

Vamos a estudiar en este trabajo únicamente los efectos elec­
trostáticos, por lo que: 

Ae (Aeo' O, O, O) (6) 

traduciéndose Aeo en un efecto de apantallamiento del potencial 
electrostático Apo, correspondiente al protón, lo que conducirá 
en principio a soluciones de mayor radio cuadrático medio y ener­
gía que las correspondientes al átomo de Hidrógeno en la teoría 
de Dirac convencional. 

El método variacional conduce a las ecuaciones de campo: 

iyµa '!' - m'I' - eA yo'!'+ 2>..{ (~'!')'!' + b{~y5'1')y5'1'} =o (7-a) 
µ o 
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De (7-a) y (7-b) se deduce fácilmente que: 

a µ(~ y µ'I') =o 

{7-b) 

(7-c) 

(8) 

ecuación de continuidad de la carga, por lo que la carga eléctri­
ca definida por (3) es conservada. 

Para el caso de soluciones estacionarias, factorizables en 
1 a forma: 

'!'a, t) = <P(-;) e-iwt (9) 

la distribución de carga es: 
+-+ -+ -+ 

Pe= e<P (r)<P(r) = pe(r) (10) 

que resulta ser estática, por lo que soluciones de este tipo con­
ducen a modelos clasicos de sistemas atómicos estables. 

Dada la dificultad matemática que supone resolver las ecua­
ciones de campo (7), vamos a suponer que la constante b se anula. 
Por otra parte, la existencia de un término de autoacoplo de ti­
po seudoescalar resulta molesta. En efecto, consideremos el caso 
de un campo spinorial con acoplo seudoescalar de cuarto orden y 
"desenchufemos" el electromagnetismo, es decir que describimos 
el campo mediante la densidad lagrangiana: 

( 11) 

siendo LDL la densidad lagrangiana definida en (2-a) y: 

LNL = bffy5'1' )2 (12) 

Las correspondientes ecuación de campo y ecuación adjunta son: 

i yµa '!' - m'!' + 2b ffy S'l') yS'I' =o · 
µ 

y i a ~ y µ+ m~ -2b(\fyS'l' ffys =o 
µ 

(13-a) 
(13-b) 

Para el caso de soluciones estacionarias del tipo definido 
en (9) es fácil obtener, sin más que sustituir dicha expresión 
(9) en las ecuaciones (13), multiplicar la primera a izquierda 
por '!'+ así como la segunda a derecha por yº'!', restarlas e inte­
grar a continuación sobre todo el espacio :U:P, que: 

f JR. 3 (w'F'I' -m'l'+'l')d 3r=o (14) 

para el caso de soluciones localizadas. 

De esta relación global es fácil deducir que si la frecuen-
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cía verifica la desigualdad: 

( ~ )2 < 1 (15) 

que corresponde al caso físico que nos interesa, se anula idén­
ticamente. 

Sin embargo no está excluida la existencia de soluciones en 
el caso de que un campo spinorial con autoacoplo de tipo seudo­
escalar interactúe con un campo electromagnético; por ejemplo, 
en el caso de que éste fuera puramente electrostático puede ha­
ber soluciones de norma finita que verifiquen la condición (15). 
esto significa que el potencial creado por el autoacoplo seudoes­
calar es repulsivo; pero si se contrarresta con un potencial elec 
trostático suficientemente atractivo podría llegar a existir una-
solución localizada. · 

Por el contrario para el caso de autoacoplo puramente escalar 
(LNLdado por (2-b) con b identicamente nula) se debe verificar 
que: 

f 
- + (- + 3+ R1 ( w '!"!' - m'Y '!' + 2 X 'Y'Y )( 'Y 'Y ) ) d r = O (16) 

que permite la existencia de soluciones localizadas que cumplen 
la mencionada condición (15). Estas soluciones han sido encontra­
das numéricamente por M. Soler (S070). En este caso L. Vázquez 
(VA77a} ha demostrado la no-existencia de soluciones que incum­
plan la condición (15). 

Vamos a estudiar soluciones estacionarias factorizables en 
coordenadas esféricas en la forma: 

g(r) y~; l 
if(r) Y;1, 

( 17) 

con 11 definido según el convenio de Sakurai (SA73). 

Consideramos soluciones en las que j=l/2, con lo que las ecua 
ciones de campo toman la forma: 

f + l-K f- (m-w+eA +eA )g + ,;_(g2-f2)g =O {18-a) r po eo Ln 

l+K A g'+ -r g- (m+w-eA -eA )f + ,,-(g2-f2)f =O {18-b) po eo Ln 

Fundación Juan March (Madrid)
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y A" + 1._ A' + :-TI( f 2+g2) = O eo r eo '+7T 
( 18-c) 

siendo A el definido en (5). ( 1
) equivale a a%: · Nótese que A 

0 depende po solo del módulo de r debido a que r ~+ ~ solo de-e 
pende de dicho módulo para las soluciones correspondientes a j=l/2 
K es ±1 para estas so l uciones. Seguimos también aquí el conveni o 
de Sa kurai . 

A continuación hacemos los cambios de variables: 

p = mr 

eA eo mve 

eA mV po p 

( f, g) = m312 (F,G) 

y íl w/m 

(19-a) 

(19-b) 

(19-c) 

(19-d) 

(19-e) 

cuyo objeto es el de escribir las ecuaciones de campo en función 
de magnitudes adimensionales, tomando la forma: 

F' + l-KF - (1-íl+V +V )G + ~(G 2 -F 2 )G = O 
p e p L7T 

(20-a) 

G' + l+KG - (l+íl -V -V )F + ~(G 2 -F 2 )F = O 
p e p L7T 

(20-b) 

y V" + 1..v• + a (F2+G2) = O 
e p e 

(20-c) 

siendo ahora(')=~ 

La energía del sistema se obtiene a partir del tensor s imétri­
co energía-momento, que se obtiene mediante el procedimiento usual 
(BA64), y resulta ser: 

Tµv = ~ { ij/ y µ av~ + ij/yva µ~ - (aµij/) yv ~-(a v ij/) y µ~ } + gµ vA (ij/ ~ ) 2 + 

+ Fpµ Fv + l gµv Fª 8F - ~~ µ ~ Av + ~y v~ A µ ) (21) 
e e p 4 e e a8 2' Y e e 

con lo que la energía de las diferentes soluciones es : 

(22) 
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o bien: 

ya que E y A son esféricamente simétricos. e eo 

Con los cambios de variables realizados (19), la energía de 
las diversas soluciones se exrresa en la forma: 

E= m{nfº"" ( F2+G2) p2dp+~ fo""( F2-G2) 2p2dp+tafo"" [ aavpe) 2p2dp-

La norma de las soluciones es: 

N = J JR 3 'l'+'l'd3r = d;J JR3 (f2+g2)r2dr = fo""(F2+G 2)p 2dp 

habiendo utilizado (19). 

(24) 

(25) 

Esta norma no tiene que ser en princ1p10 la unidad, existiendo 
probablemente para cada estado urr contínuo de soluciones que se bi 
furca de la solución trivial, de norma nula. Sin embargo las solu:­
ciones con sentido físico deben estar normalizadas a la unidad, ya 
que el sistema atómico que describimos debe ser eléctricamente neu 
tro. En efecto, la carga eléctrica debida al electrón se obtiene a 
partir de (3) mediante la expresión: 

Q = f 1R 3 Pe d 3r = e f 1R 3 '!' + 'l'd 3r = eN ( 26) 

El momento angular correspondiente al campo spinorial se obtie 
ne de (JR76): 

( 27) 

siendo: 

(28) 

Para el caso de los estados correspondientes a j=l/2, se anu­
lan las componentes Jl y J 2, siendo: 

(29) 

siendo j 3 el parámetro definido en (17), con lo que se obtiene el 
valor correcto a partir de la condición de normalización. · 
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El momento magnético del electrón en las diferentes ondas es·: 

M = { f JR3 r X je d3r 

siendo la corriente: 

.k - k 
Je= e'l'y '!' 

Para el caso de 
siendo: 

que j sea 

2e r M3 = - 3 
0 

r3fg dr 

M3 = ~ f r3fg dr 

1/2, 

para 

para 

(30) 

(31) 

1 as componentes M1 y M2 se anulan, 

estados nsl/2 (32-a) 

estados npl/2 (32-b) 

Estudiaremos a continuación el comportamiento asintótico de 
las soluciones localizadas . La ecuación (20-c) puede escribirse 
en la forma: 

~~(p2V') = - a (F2+G2) 
p up e 

(33) 

por lo que se deduce que: 

V' (p) = -::%Jco(F2+G2) P2 dp 
e P º 

(34) 

que es la conocida expresión del teo~ema de Gauss ~ara casos de 
simetría esférica, que proporciona el campo eléctrico en una su­
perficie esférica en función de la carga encerrada en ella. Si F 
y G son funciones de norma finita, esta integral es finita y en 
la región asintótica puede sustituirse por la norma de la corres 
pondiente solución, con lo que: 

V()~~+V e p p eco 

habiendo designado la constante de integración como V eco 

(35) 

Consideramos a continuación las ecuaciones (20-a} y (20-b) 
en la región asintótica, sustituyendo en ellas V (P) según (35), 
y teniendo en cuenta que si F y G e: L2(JP), debl cumplirse que: 

1 i m ( F, G) = O ( 36) 
p-+<x> 

por lo que en la región asintótica podemos ignorar los términos 
no lineales, es decir que consideramos: 

F1 +1- KF-(1-n+V +ªN-~)G=O (37-a) p eco p p 
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y G'+ l+KG-(l+n-V _aN+J!.)F =O 
p ea> p p 

(37-b) 

que conducen fácilmente a la ecuación: 

G" + 1_ G' -{1-(n-V )2 } G = O 
p ea> 

(38) 

válida en la región asintótica. 

Distinguimos dos casos: 

a) (n-V )2<1. La ecuación (38) es reducible a la ecuación de 
ea> 

Bessel esferica modificada en el caso de que el índice sea cero, y 
su solución real y decreciente resulta ser: 

. e -{1-(n-v )2}112
P 

G ( P) p...- _..._. ----.......... e eoo 
{1- ( n-V ) 2} 1/ Z eoo p 

con lo que: 

-C 
F(p)p...- -----

l+n-V eoo 

y 

-{1-(n-V )2}1/2P e eoo 

p 

·[l+n-Ve00 l1/2 
- 1-n+v eoo 

(39-a) 

( 39-b) 

(39-c) 

b) (n-V )2>1. En este caso la ecuación (38) es reducible a la eoo 
ecuación de Bessel esférica correspondiente al caso de que el índi­
ce sea cero, cuyas soluciones son: 

G(p) o: senp 
p 

que no pertenecen al espacio L2(ffi3). 

(40) 

Con esto nodemos concluir que solo existe solución no trivial 
en L2(ffi3) si: 

(41) 

El problema posee invariancia tipo gauge de segunda especie, 
consistente en que la transformación simultánea de: 

n - n T = n + cte (42-a) 
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y V -r V T = V + cte 
e e e (42-b) 

deja invariantes las ecuaciones de campo. Si elegimos el gauge en 
el que 'k se anule, las soluciones de norma finita cumplirán la 
propiedad de que: 

1 íl 1 < 1 (43) 

Utilizaremos la invariancia gauge en la resolución numérica 
del problema. 

RELACIONES INTEGRALES 

Consideremos a continuación condiciones de tipo global que de 
ben cumplir las soluciones estacionarias de la forma expresada en 
(17). -

El sistema en estudio se describe mediante el lagrangiano: 

L = J R 3 L d 3r ( 44) 

siendo L la densidad lagrangiana expresada en (1). 

Debe cumplirse que: 

(Jo L{~(ar,t), A
0

(ar)})a=l =O (45) 

lo que constituye la generalización del teorema del "seudovirial" 
de G. Rosen, debida a L. Vázquez (VA77b); válida para el caso de 
soluciones estacionarias por ser la densidad lagrangiana que de­
fine el sistema independiente del tiempo. 

Utilizando las ecuaciones de campo, la 1 receta" da lugar a la 
condición: 
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que, junto con la expresión (24) permite escribir la energía de las 
soluciones como: 

I
oo Joo · Am2f,

00 

E=m{ (G2-F2)p2dp+ (G2+F2)V p2dp+- (G2-F2)2p2dp 
- ~ - p 27T 

o O · C· 

(48) 

que no depende explícitamente ~en. 

Nótese que los resultados -anteriores no dependen explícitamente 
del valor que se toma para r 0 ~ radio de la distribución de carga P.Q. 
sitiva que representa al núcleo. 

Consideramos a continuación la ecuación (20-c) correspondiente 
al autocampo electromagnético creado por el electrón, que se puede 
escribir en la forma: 

At (p 2V' ) = - a ( F2+G2) 
p Up e . 

(49) 

de la que es fácilmente obtenible la condición: 

V (oo) - V (0) = - aJ 00

(F2+G2)pdp 
e e 0 

(50) 

habiendo utilizado la relación (34) tras integrar por partes el pri 
mer miembro. Si elegimos el gauge en el que Ve (oo) se anula, resulta: 

V (O) = a f
00

(F2+G2)pdp (51) 
e º 

que es finita si F y G pertenecen al espacio L2(JR3) y además 
(F +G ) está acotado en el origen. Esta condición se verifica en 
todas las soluciones que hemos encontrado numéricamente. 

Consideremos a continuación las ecuaciones (20-a) y (20-b) para 
el caso de soluciones del tipo ns 112 . En éstas K=-1, por lo que las 
correspondientes ecuaciones son: 

F1 +1.F-(l-n+V +V )G+~(G2-F2)G =O (52-a) 
P e p <:::TI 

y G' - (l+n-V -V )F + ~(G2-F2)F = O (52-b) 
e P .:::7T 

Multiplicando la primera de ellas por F, la segunda por G y restan­
do a continuación, resulta: 

FF' - GG' +1.F2 + 2(n-V -V )FG = O 
P e p 

( 53) 

de la que se deducen, multiplicando por pn (n conveniente a cada ca 
so) e integrando sobre lR~ para el caso de núcleo puntual (p

0
=0), -

las siguientes cotas: 

-1 -1 
< p > .. < p > (54-a) 

ecc. 
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y 

1 ; 
( 2-a) (~- a ) 

(V e (O) +il n 1 ) 
2 

(54-b) 

Para el caso de núcleo finito, en 
encontrado numéricamente ocurre que: 

las soluciones que hemos 

IVl < IVI VpE{Ü, 00
) e p 

(V (oo)=O) 
e (55) 

y en estas condiciones, el mismo procedimiento anterior conduce 
a las cotas: 

-1 
< p > > < p > > 

1 (56-a) 
lnl+{~+V (O) 

p
0 

.e 

.Y < p2 > > < p-2 > -1 > 1 

{lnl+t~+V (0)} 2 
c. Po e 

(56-b) 

(en general: 

k -k -1 ( ) 
< p > > < p > V k 57 

lo que se obtiene de aplicar la desigualdad de HBlder siempre 
que las integrales pertinentes sean finitas). 

Estas expresiones proporcionan información sobre el tamaño 
del átomo que describimos, suministrando cotas inferiores a di­
cho tamaño lo que resuelve el problema clásico del "shrinking" 
(contracción del átomo a un punto) del Hidrógeno, garantizando 
la estabilidad del sistema físico que describimos. Nótese que 
esto no se refiere a la estabilidad del sistema frente a per­
turbaciones externas que no consideramos en este trabajo. 

Para el caso de soluciones del ·tipo np1¡2 se obtienen las 
mismas cotas que para el caso descrito, si bien esta coinciden­
cia es puramente formal ya que los valores de V (O) y n varían 
al considerar diferentes soluciones. e 

Consideremos nuevamente el sistema de ecuaciones (52). Si 
multiplicamos (52-a) por F, (52-b) por G, sumamos ambas, multi­
plicamos el resultado por p3dp e integramos a continuación de 
p=O a p="' obtenemos la condición global: 

I"' f"' f "'3 2 f"' FGp 3dp ~ F2p 2dp- i<F2+G2)p 2dp+T,;- (G2-F2)FGp3dp 
o o o 1To 

(58) 
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por lo que el momento magnético por unidad de norma para las dife­
rentes soluciones en onda s es: 

(59) 

según se desprende de la relación (32) y siendo µB el magnetón de 
Bohr. 

Para el caso de estados del tipo p, un procedimiento similar 
conduce a la expresión: 

(60) 

- Las correcciones a los factores (1) y (1/3) se estiman de orden 
a2 y a3 respectivamente, por lo que en primera aproximación se ob­
tienen los valores correctos para los factores de Landé, gs=2 y 
9p=2/3 para estados s y P . respect~\/amente, 

. Otra cond1ci6n glbbal se obtiene de la ecuación de Maxwell: . 

di vEe = Pe 

siendo Pe la densidad de carga definida en (3). 

Utilizando la identidad vectorial: 

div(Aeo t) = grad(Aeo )·°t + ·¡\.i_
0
div \ 

y teniendo en cuenta ·que: 

"E = -gradA 
e eo 

resulta que: 

f ( ~ ) + f + f + + lR 3 div Aeo te d3r = lR 3 -Ee2d3r + R3 Aeo e'!' '!'d3r 

(61) 

(62) 

(63) 

(64) 

El primer miembro se anula sin más que utilizar el teorema de 
Gauss por estar los campos localizados (es decir que A E decrece 
más rápidamente que 1/ p 3 si p-+<x>), con 1 o que se obti eliºe e 1 a igual 
dad: 
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..!.f""[ªve)2p2 dp = f"" V (F2+G2) p2dp 
Clo ap ºe 

(65) 

habiendo tenido en cuenta los cambios de variables (19). 

RESULTADOS NUMERICOS 

Hemos abordado la resolución numer1ca de las ecuaciones de 
campo (20) obteniendo sendas familias de soluciones correspon­
dientes a los estados ls112• 2s1¡2.3s1¡2.2P1¡2 Y 3Pl/2· 

Hemos considerado el núcleo puntual, con lo que: 
(l 

p 
pE(O,oo) (66) 

Utilizamos el cambio de variables: 

p - p* = lnp (67) 
cuyo fin es regularizar el sistema de ecuaciones, evitando el pun­
to p=O en el que el sistema no es lipshitziano. Este cambio de va­
riable mejora por añadidura la estabilidad de los métodos de cál­
culo numérico empleados (HA62,LA76). La región de integraci6n pa­
sa a ser (-00 ,+00 ), e integramos desde p*=-11 hasta la zona asintó­
tica. 

La integración numérica plantea los siguientes problemas: 

1) Debe fijarse el valor de la t t d · · 1 >..m
2 

cons an e a imens1ona 21f · 

2) Debe fijarse el valor de la frecuencia íl de la posible so-
lución. 

3) Funciones F y G. Debe anularse F (G) en p*=-oo para estados 
ns (np). Las distintas soluciones corresponden a diferentes valores 
de G(-00 ) (F(- 00)). Cada solución tiene norma distinta, resultando ra 
zonable esperar obtener sendas familias ~e soluciones variando en 
forma continua y con distintas normas. Las soluciones físicas deben 
corresponder a las de norma unidad. 

4) Función Ve. Los valores de Ve(-00 ) no se conocen en princi­
pio. Debe buscarse una relación entre Ve(-00 ) y G(-00 ) (F(-00 )) en fu.!!_ 
ción de íl para cada estado. 

Hemos caracterizado los diferentes estados según el número de 
nodos que presentan las funciones F y G. Para íl utilizamos el co-
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rrespondiente valor en la teoría de Di rac convencional. 

Fijados los valores de íl y Ve (-oo ), variamos r.( - 00 ), respectiva­
mente F(-oo ) para estados nn; de forma nue la solución cumpla la 
condición de aue: 

r,, F p..- 0 (F8) 

Como hemos dicho anteriormente (3ª), el comrortamiento de F v 
G en la región sintótica debe ser de la forma: 

* -keP 

e~ 
eP 

G, F p..- (n~) 

en cuyo caso se verifica oue: 

Ve p..- Ve (oo ) = cte ( 70) 

Una vez obtenida una solución nue cumple estas condiciones uti 
lizamos la invariancia ~auqe de se9unda esrecie rara hacer el cam:­

·bio: 

Ve - V. T e Ve cte 

y íl - íl T íl - cte 

con lo oue disponemos de una solución 
ri do, 11a ra la oue: 

vJ( oo ) = n 

y nT= n +tJ.íl 

siendo: 

. /J. íl = -cte = - Ve ( oo ) 

con el número de 

(71-a) 

(71-b) 

nodos reflue 

(72-a) 

(72-b) 

(73) 

Debe tenerse en cuenta oue para el caso de las soluciones de 
norma finita debe cumplirse aue: 

ílT < 1 {7LI.) 

La intearación numer1ca se ha hecho desde p*= -11, que corres 
ponde a p= .00f1ílln7, hasta lleqar a la renión asintótica en la -
que F, r, y Ve se ajustan según (30-b), (3ª-a) y (35) respectiva ­
mente. Los valores obtenidos con este nroced1miento resultan en 
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general suficientemente precisos. 

Las condiciones en las que se hace la integración dan al tra­
tamiento un carácter autoconsistente. 

Una vez obtenida una solución debe calcularse su norma y su 
energía, así como los valores que toman el momento magnético del 
electrón, el radio medio (en módulo) y el radio cuadrático medio 
del átomo en el estado correspondiente. 

Consideremos en primer lugar las soluciones correspondientes 
al estado fundamental. En la tabla 1 damos cuenta de algunos pa­
rámetros que corresponden a una muestra de la familia de solucio 
nes obtenida. -

liíl Los valores de 1J se ajustan a una recta de ecuaci6n: 

y=a+bN 

con los valores: 

y 

a=.625635241 a2 

b=-.172513829 a2 

con un coeficiente de correlación: 

r=.9999 

correspondiéndole a la solución ·física una frecuencia: 

T 
ílN=l = ílls + liílN=l 

siendo: 

liílN=l = .453121412 :x2 

(75) 

(76-a) 

(76-b) 

(76-c) 

(77) 

(78) 

4Jl es una medida del apantallamiento . que produce el campo 
del electrón. La dependencia lineal de este efecto con la 
norma es cuando menos sorprendente ya que el efecto de autoapan 
tal lamiento es claramente no 1 ineal. -

No hemos podido demostrar la existencia de soluciones del 
modelo propuesto, ni tampoco la estabilidad estructural del sis 
tema de ecuaciones obtenido. Esto significa que las soluciones­
obtenidas en forma ·numérica son soluciones de una ecuación apro 
ximada a ,la correspondiente a nuestro problema y podrían no ser 
soluciones aproximadas de nuestro modelo ya que desconocemos las 
propiedades de estabilidad necesarias para asegurarlo. 
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Podemos sin embargo comprobar la verificación de condiciones 
globales que deben de cumplir las soluciones que buscamos, lo que 
es necesario aunque no suficiente para para poder considerar válj_ 
das las soluciones obtenidas. 

La ecuación (50) suministra una primera condición global. En 
la tabla II se indican los valores obtenidos para ambos miembros 
de la mencionada ecuación (50) para la familia de soluciones co­
rrespondientes al estado fundamental recogidas en la tabla I. 

La ecuación (65) suministra una segunda condición global. Los 
valores correspondientes a la muestra de soluciones del estado 
fundamental se incluyen así mismo en la tabla II (columnas 4 y 5). 

Puede observarse una diferencia en la séptima cifra signifi­
cativa de estas dos integrales correspondientes a la misma solu­
ción, atribuible a errores computacionales. 

Como ya hemos indicado anteriormente, la energía de las dis­
tintas soluciones se obtiene del tensor simétrico energía-momento. 
La expresión de la densidad volúmica de energía es (22): 

~ =Tºº = w'!l+'!I + >..(\¡1'11) 2 + tCEJ-+B~) - e'!l+'!IJ\
0 

(79) 

siendo Ee y~ los campos eléctrico y magnético internos. 

En la aproximación estudiada Be se anula y hemos considerado 
en principio que >..=O, por lo que la energía de la familia de so­
luciones numéricas que consideramos se obtiene de la expresión: 

E= m( Q r ( F2+G2 )p2dp + ¿L""( aav:) 2 p2dp - r ve ( F2+G2 )p2dp) (80) 

habiendo utilizado nuevamente los cambios de variables (19). 

En la tabla III se han indicado las energías correspondientes 
a la muestra de soluciones obtenidas para el estado fundamental. 
La energía representada corresponde al sistema físico formado por 
el campo spinorial y el campo electromagnético interno. 

Las ' dos primeras columnas representan respectivamenté la ener 
gía y la energía por unidad de norma, expresadas en unidades de 
masa del electrón. Las columnas tercera y cuarta representan res­
pectivamente la variación de la energía respecto a la que corres­
ponde a lq teoría de Dirac por unidad de norma, así como el co­
ciente de esta cantidad dividida nuevamente por la norma, expre­
sadas igualmente en unidades de masa del electrón. 
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Los valores contenidos en la ouinta columna varían en forma li 
neaJ respecto de la norma, según: · 

Jfrn=a+bN 

con los valores: 
a = .31388Fi7 a2 

b =-.f'S8ílíl12 a2 

siendo el coeficie.nte de correlación: 
r = .cio3 

con lo oue a la solución físita le corresnond~ el valor: 

6E = a + b = 2~~88~4 2 fiiZrri • ,. , , . a 

y con ello una ener9ía: 
F = m(.nqnc¡s7) = m(l-.2438º4a2) 

(81) 

(82-a) 
(8?-b) 

(82-c) 

,(83) 

(?4) 

Hemos calculado iaualmente el momento maanético corresnondiente 
a cada una de las soluciones. Estos valores fi~uran en la tabla IV 
junto con los correspondientes valores del cociente ~{/N. El momento 
magnético por unidad de norma (aue es rrororcional al factor 9iro­
magnético) depende linealmente de la norma seoún: . 

li_ = a + b N (8S) 
N 

con: 

a = - • 99CI082307 µ
8 

b = - • nnonnc¡3qs µB 

y con un coeficiente de correlación: 

(8f'-a) 

(8F-b) 

r = • c¡c¡99c¡ . (8F-c) 

con lo oue el valor corresnondiente a la solución física es: 

M = -.C!C)OC}91702µB = -{l-.15S827a2)µB (87) 

Hemos obtenido también el valor del radio cuadrático medio del 
átomo en el estado fundamental: 

(88) 

o 
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cuyos valores se reflejan igualmente en la tabla IV (4ºcolumna). 

El valor correspondiente a la teoría de Dirac convencional 
es: 

< P2 )12= 237. 3533492 u. n. 1 . 

valor límite si A+O. 

(89) 

De los resultados expuestos en la tabla IV, se deduce que el 
tamaño del objeto que describimos aumenta al crecer la norma. Eva 
luamos este tamaño en función de magnitudes promedio, lo que nos 
permite comparar soluciones que tienen distinta norma. 

Parece claro que el apantallamiento produce un aumento del . t~ 

maño de los "kinks" que se obtienen como solución, como era de es 
perar. El límite en el que la norma de la solución tiende a anu-­
larse se caracteriza porque este efecto de autoapantallamiento se 
anula y las soluciones deben ser proporcionales a las de la teo- · 
ría de Di rae. 

El valor (89) es pues un límite inferior. 

En la figura I hemos representado el radio cuadrático medio 
de las soluciones respecto de la norma. La curva obtenida no tie­
ne una expresión analítica simple. El valor correspondiente a la 
solución de norma unidad se estima a partir de la curva en: 

1/2 <p2> -419u.n.l. (90) 

Hemos estudiado a continuación la dependencia de las solucio­
nes con respecto al valor que toma el parámetro A, parámetro de 
peso de los términos de autoacoplo spinorial, oue hasta ahora he­
mos ~onsiderado nulo. 

Hemos obtenido diversas soluciones para valores de (Am2/2n)=A 
comprendidos entre -1 y +1, para distintos valores iniciales del 
potencial Ve que describe el autocampo. 

La tabla V transcribe valores correspondientes al caso de que 
Ve (O) sea (a2/4.1). Nótese que los valores son similares a los ob 
tenidos en el caso de que A se anule. Se obse~va que si A aumenta 
la norma de la solución disminuye (Ve(O) fijado). Debe tenerse en 
cuenta que para A>O los términos de autoacoplo spinorial dan lu­
gar a fuerzas atractivas mientras que en el caso de que A<O estas 
fuerzas ' son repulsivas. Para A=- 1 la repulsión es excesiva,.nT lle 
ga a ser superior a la unidad y por ello no hay solución en L2(R3) 
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FIGURA 1 : Radio cuadrático medio de las soluciones corres­

pondientes al estado fundamental (A=O). 
H.emos utilizado como unidad m-1. 
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La tabla VI transcribe valores correspondientes a la familia 
de soluciones para la que A= 10-2. En este caso 6íl/N depende tam 
bién linealmente de N aunaue el coeficiente de correlación es -
r=.9997 (compárese con {76-c) por lo que parece que la conside­
ración de valores de .Ato estropea ligeramente la dependencia li­
neal de 6íl/N con N. 

Por simple comparación de las tablas I y VI se observa que 
la inclusión de los términos de autoacoplo spinorial produce una 
modificación de las soluciones correspondientes al caso en el que 
A=O; si bien estas modificaciones son pequeñas frente a las produ­
cidas por la inclusión del autoapantallamiento en las soluciones 
obtenidas sin considerar dicho efecto y teniendo en cuenta el auto 
acoplo spinorial (RA77). . -

Los resultados correspondientes a los estados excitados estu­
diados se reflejan en las tablas VII,VIII ( 2s }; IX;X ( 3s }; XI, 
XII ( 2p) y XIII,XIV ( 3p ). La condición (65) continúa vertfi­
cándose aceptablemente para cada soluci6n ( 6 cifras }; si bien 
los ajustes producen coeficientes de correlaci6n peores para las 
ondas p . . · 

Los cálculos realizados incluyen así mismo valores para los 
momentos magnéticos correspondientes a los estados excitados con­
siderados que omitimos aquí por no ser especialmente relevantes. 
Los errores computacionales son aquí más importantes debido a que 
el momento magnético es particularmente sensible a pequeñas va­
riaciones en F y G a grandes distancias del núcleo (US79). 
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AJUSTE DE LAS ENERGIAS 

Las energfas correspondientes a las soluciones físicas no co 
rresponden en principio a los valores experimentales, siendo los 
desajustes de orden ma2, lo que constituye una objeción grave al 
modelo propuesto. 

Sin embargo, si tomamos para m el valor: 

m = 2. 0453035 mexp (91) 

la diferencia de energfas entre los estados fundamental y prime­
ro excitado coincide con el valor experimental; mientras que la 
diferencia de energfa entre el primero y segundo estados excita­
dos ( 2s, 3s ) se ajusta al valor experimental con un error de: 

LI{ E3s - E2s }n~m-exp = -4.0998a.4mexp (92) 

Debe tenerse en cuenta que no h~os incluido en el estudio 
efectos magnéticos que dan lugar a contribuciones de la energfa 
de orden ~mexp• por lo que el modelo no puede ajustar los valo­
res experimentales a ese nivel. 

Las diferencias de energía respecto a los estados de 
obtenidos, son ligeramente peores: 

LI{ E2p - Els } num-exp =280 .14a4mexp . 

Y LI{ E3p - Els } num-exp =48. 983a4mexp 

tipo p 

(93) 

(94) 

Debe tenerse en cuenta que las ondas de tipo p están más ex­
tendidas que las de tipos correspondientes al mismo nivel, por 
lo que los datos numéricos obtenidos son menos precisos en aaue­
llas. 

La renormalizaci6n propuesta tiene dos inconvenientes. El pr·i 
mero consiste en que el factor de renormalizaci6n se ajusta a con 
veniencia a los datos experimentales, lo aue no es demasiado gra-= 
ve al ajustarse de una tacada las diferencias de ·energía . corres­
pondientes a todas las ondas estudiadas. 

El segundo inconveniente estriba en que en el límite corres­
pondiente al estado libre del electrón, parece inferirse que la 
energfa ( masa ) del electrón sería del orden del doble de la ma­
sa experimental, lo que resulta ciertamente molesto. 

Hemos tratado de determinar con más precisión los coeficien-
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tes a y b de las distintas rectas obtenidas, utilizando para ello 
el método de Ritz-r,alerkin (BF?n) buscando un desarrollo autocon­
sistente en función de las soluciones de la teoría de Dir~c. Los 
coeficientes a se obtienen fácilmente como valores correspondien­
tes a estados puros; mientras oue rara fijar los coeficientes h 
debe tenerse en cuenta un número excesivamente alto de ondas, va 
que estos valores converaen con excesiva lentitud al aumentar el 
número de ondas nue se incl~yen en el desarrollo autoconsistente. 
Por ello no hemos nodido mejorar los resultados numéricos anuí ex 
puestos. 
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RENORMALIZACION 

La renormalización propuesta en la secc1on anterior plantea 
el problema de la energía que corresponde al electrón libre como 
estado límite de los estados ligados. Por ello hemos considerado 
necesario introducir términos no lineales en las ecuaciones co­
rrespondientes al campo electromagnético. Otro argumento que apQ_ 
ya esta consideración es simplemente una razón de completitud. 

El lagrangiano electromagnético debe reducirse en el límite 
lineal al lagrangiano de Maxwell. Diversos argumentos sugieren la 
utilización del lagrangiano de Born-Infeld (BI34), cuyo compor­
tamiento en orden a representar una carga elemental ha sido estu­
diado por Rañada y col (RU78), encontrando que la autoacción elec 
tromagnética se reduce fuertemente y obteniendo un modelo libre -
de divergencias. 

Por lo que concierne a nuestro problema, el debilitamiento de 
la interacción electromagnética causado por la introducción de 
ténninos no lineales en el lagrangiano electromagnético produce 
un aumento de las discrepancias en las -diferencias de energía de 
los niveles obtenidos respecto de la situación experimental. Aun­
que simultáneamente se amplifica el efecto que produce la consi­
deración de términos de autoacoplo spinorial, este último efecto 
no es suficiente para cancelar las diferencias de energía. Por tQ_ 
do .ello vamos a considerar una renormalización que persigue el 
efecto contrario, es decir intensificar la interacción electro­
magnética. 

Para ello supongamos que la constante de acoplo del campo del 
electrón con el campo del protón se modifica de e a Z'e. 

La carga del ·electrón será: 

Q = Z' e J IR 3 '!'+'!'d3r (95) 

En este caso, las soluciones correspondientes a la teoría de 
Dirac son: 

'l'z1 (Z~r) = Z' 31
2 '!'D(Z'r) (96) 

Este resultado se obtiene simplemente de las soluciones conocí-
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das para átomos hidroaenoideos, considerando el casB del átowo de 
carga nuclear Z'lel (BS77). 

El 1 ~sultado (OF) solo es estrictamente cierto rara las co~ro­
nentes 11 9randes" (g) del campo sninorial ya nue el cociente (f/a) 
depende de la frecuencia del nivel corresnondiente v ésta a su vez 
depende de Z' , es decir oue: 

f (97) 

El campo ~ del electrón nroduce un camno electromaqnético, cu­
ya componente eléctrica, en el caso de soluciones corresrondientes 
a j=l/2, es: 

E(Z' r) = Z'efr(Z' )3(q2+f~) · Nr' 2dr' (º8) ' .1-iiY2 - Z' r . o 

que se deduce de la aplicación del teorema de ~auss y aue es exac­
ta en orden más bajo, siendo solo aproximada en el orden si~uiente 
en a2. El factor N es una constante de normalización necesaria ra­
ra oue la car9a del electrón sea~ y con ello el átomo sea neutro. 

Con el cambio de variable: 

P = Z' r (~o) 

se deduce fácilmente que: 

z' fZ' r E(Z' ,r) = 4irre2 0 
(92+f2)Np2dp = NZ' 3 E

0
(z' r) (lM) 

si endo E
0

(r) el campo correspondiente a la solución no renormaliza­
da. 

Este resultado es ioualmente válido al orden más bajo para una 
mezcla de ondas, supuesto nue no se alteran las contrihuciones re­
lativas al variar Z' . 

La eneroía corresnondiente a estas soluciones ruede obtenerse 
del tensor ~anónico e~erpía-momento (BAFA) y es: 

E= Norma w - J JR 3 -}t.2d3t {l'll) 

siendo w la frecuencia de la correspondiente solución, oue es la 
correspondiente al estado dominante (wnz•) correoida en el valor 
t.wz• debido al efecto de autoapantalla~iento. 

La modificación oue estamos considerando afecta al sequndo tér 
mino de (101) en la forma: 
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<{E2> z, = J IR 3 {E2 (Z', r)d3r = J IR3 N2z•6+ E5(Z'r) d3r ~ N2Z' 34E2> 0 ( 102) 

siendo <{E2>o el valor que corresponde al caso de que Z'sea la 
unidad , expresado en unidades de m, parámetro de masa de la teo­
ría. 

En un modelo realista, la masa del electrón libre debe ser 
mexp por lo que m debe elegirse de forma que: 

mexp = N m ( 103) 

con lo que el término <{E2>z' depende de z• en la forma NZ'3mex 
en la que debe imponerse igualmente la condición de que NZ' sea p 
la unidad con el fin de que el átomo descrito sea neutro. Con to­
do ello, <i-E2>Z' resulta ser proporcional a z•2. 

Calculamos a continuación el efecto que se produce en el pri­
mer término. Para ello debe calcularse el factor wnzt6wl . 

Vamos a utilizar para ello el método de Ritz-Galerkin (BF70). 
Este método proporciona una solución para el operador diferencial 
en estudio, obtenida como desarrollo en serie truncado, utilizan­
do para ello un sistema ortonormal correspondiente a una parte de 
este operador, que se sabe resolver en forma analítica. En nues­
tro caso utilizamos el conjunto ortonormal de soluciones ligadas 
que se obtienen en la teoría de Dirac para el caso de un átomo 
hidrogenoideo de carga nuclear. z•. 

en 

que 

Consideremos en primer lugar 
los .valores de új,z•: 

es 

El 

wnz• = m( 1 
z• 2ª2 ) 

- 2ñT 

válida en orden a2. 

campo '!' es una mezcla 

. '!' = r ªil '!'i(l,r) 
i 

de 

con la condición física de que: 

2 
l ªiZ' = 1 
1 

la modificación que 

estados de la forma: 

con el fin de que la norma de la solución sea N. 

Debemos calcular los valores de ªir y 6wl . 

se produce 

(104) 

( 105) 

(106) 
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La ecuación que obedece el campo ~ es: 

iyµaµ~ - m~ - Z' eA 0 y 0 ~ 

siendo: 

o ( 107) 

( 108) 

con: 

y 

Aro = - ( e/47Tr 

-v2Aeo Z' e~+~ 

( 109-a) 

( 109-b) 

Los estados 'i(l,r) son los correspondientes a la teorfa de 
Dirac para el caso de un núcleo de carga Z'!el, normalizados a tL 

La arlicación del método de Ritz-Galerkin conduce al sistema 
de ecuaciones algebráicas: 

N(w' -wiz' )ai = ~I l!P ~t Z' eAeo aj ~j d3t (110) 
J . 

Debe calcularse Ae
0

(Z',r), que verifica la ecuación de campo: 

-v2Ae0 =Z' e~+~(Z',r) =Z 1 eNl3~+~(Z 1 r) (111) 

de la que se deduce fácilmente que: 

Ae0 (Z',r) = N Z' 2 Ae00 (Z'r) (112) 

siendo Ae0 o(p) la función que corresponde al caso de que Z' sea la 
unidad. 

Este resultado es válido para el caso de estados puros o en el 
caso de estados mezcla si al modificar l no se alteran las propor­
ciones (ai/aj) de los diferentes estados. (Al igual que en el caso 
del campo electrico, el resultado solo es exacto al primer orden 
debido a la variación de la razón de fa gal variar Z' ). 

Con ello: 

J F 3 ~t Z' e Ae0 (Z',r) ªj ~j d3t = N2 Z' 3 aj <i !Aeoolj>o (113) 

siendo <i !Aeoolj> el valor que se obtiene si l es la unidad, e~ 
presado en un1dad~s de m. Este término es cuadrático en (a;.aj). 

Si NZ' es la unidad, resulta de todo ello el sistema de ecua-
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ciones algebráicas: 

(w-wiz') ªi = z·2~ aj <ilAeolj >o 
J 

con ambos miembros expresados en unidades de m. 

( 114) 

En este sistema de ecuaciones se desconocen los valores de 
y a., y se dispone además de la condición de normalización (106). 
Nót~se que hemos omitido el subindice l en todos los coeficien­
tes aj. 

Si suponemos que w depende de Z' en la forma: 

w = wz1 = m( 1 - Z' 2 v1) ( 115) 

siendo "l el valor que corresponde al caso de que Z' sea la uni­
dad, el sistema de ecuaciones (114) resulta ser "múltiplo" del 
correspondiente a dicho caso. Por tanto, los valores de los di­
ferentes ªi no se modifican al variar Z~ con lo que el desarro-
1 lo hecho es consistente con las hipótesis introducidas. 

Con todo ello resulta válida la renormalización finita pro­
puesta que genera una familia de soluciones fisicas a partir de 
otra solución fisica, variando la energia de los diversos nive­
l es en la forma: 

E = mexp( 1 - Z' 2 e a2 ) (116) 

siendo la energia de la solución original la que corresponde al 
caso de que Z' sea la unidad. Las energias correspondientes a las 
soluciones numéricas obt~nidas para dicho caso se expresan en la 
tabla XV junto con los va1ores correspondientes del parámetro C, 
definido implicitamente en (116). 

Figuran en esta tabla igualmente los valores de Z' que hacen 
que las energias de los correspondientes estados renormalizados 
coincidan con los valores experimentales . 

En la tabla XVI se pone de manifiesto que con una única elec 
ción para z•2 ( z•2 = 2.0453035 ) , que ajusta completamente la dT 
ferencia de energias entre los estados fundamental y primero ex-=­
citado ( ls y 2s respectivamente), se ajusta la diferencia co­
rrespondiente a los estados 2s y 3s con un error respecto al va-
1 or experimental de 4.0998 mexpa2 • 

Debe tenerse en cuenta que la renormalización propuesta solo 
es exacta al primer orden, lo que unido al hecho de que la con­
sideración de efectos magnéticos da lugar a contribuciones a la 
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TABLA XV 

Factores Z' de renormalización para el átomo de Hidrógeno 

Estado e Z' 2 . 
propio 

lsl/2 .243894 2.050098 

2sl/2 .060545 2.064616 

3sl/2 .026698 2.080922 

2r1¡2 .05325 2.3474 

3P1¡2 .02532 2.1945 

TABLA XVI 

Ajuste de las diferencias de energía 

z•2 ti ~s- ~s E3s-E1s E3s-E2s E2p-E ls E3p-Els 
l:i l:i l:i l:i 

mexp mexp mexp mexp mexp 

2.045303 o -4.0998a4 -4.0998a4 280.14a4 48.983a4 

z·2 
ls 16.50la4 15.597a4 -.90956a4 297.30a4 68.661a4 

ti = Valor teórico - VaJor experimental 
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energía en orden mexpa4 , hace que el acuerdo logrado sea suficien 
te a este nivel. 

La renormalización produce una variación en los campos que se 
traduce en una modificación del tamaño del átomo descrito. En efec 
to: 

<rn>z• = Z' -n <rn>1 

n (m)-n, con <r >1 expresado en unidades de es decir que: 

Z' -2n < rn>l -1 
,mexp 

( 117) 

( 118) 

siendo <rn > 1,me~p el valor obtenido para las soluciones numéricas. 

Con esto, el radio cuadrático med i o 
fundamental pasa a ser: 

correspondiente al estado 

1/2 ( )-1 <r2> = 204.86 mexp ( 119) 

-1 El valor predicho por la teoría de Dirac es de 237.35 mexp lo 
que supone una discrepancia del 13.6%. 

Los datos experimentales (FW76) no suponeh un test suficiente­
mente preciso en este aspecto, ya que la información de la que se 
dispone sobre el tamaño del átomo de Hidrógeno se obtiene a partir 

de experimentos de dispersión, de los que se calculan los factores 
de forma del átomo, y las aproximaciones que se hacen no son sufi­
cientemente finas. 

Por lo que respecta al momento magnéti~o del electrón: 

2 f. 00 M = - 3 e 
0 

g f r 3 dr 

como la renormalización modifica el cociente f/g en la forma: 

f 
g - Z' _f_ 

g 

(120) 

(121) 

el cociente M/Nµ5 no se renormaliza, lo que significa que los fa~ 
tores giromagnét1cos, que son las magnitudes que se dete~minan clá 
sicamente, no varían con la ·renormalización. Recordemos que los va 
lores obtenidos para estos factores en los distintos estados (fac-=­
tores de Landé) estaban en bastante buen acuerdo con los valores 
experimentales. 

De todas formas, el parámetro de masa de la teoría es la masa 
reducida del · e'lectrón, y como el magnetón de Bohr está expresado 
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en función de la masa del electrón libre m1, los factores giromag_ 
néticos obtenidos deben multiplicarse por el cociente m1/mexp• 
siendo mexp la masa reducida del electrón respecto al proton. Con 
esto, para el caso del estado fundamental obtenemos finalmente el 
valor: 

gs = 2 ( .9999917) .!!L. 2 ( 1 + .4619a /2n) (122) 
. mexp 

con lo que, aunque no se obtiene la corrección experimental a/211, 
si se obtiene una modificación en el sentido correcto. Los efec­
tos magnéticos, que no hemos incluido en este trabajo, pueden co~ 
tribuir mediante una ligera variación de los campos a acercar el 
valor del factor giromagnético al valor experimental correspon­
diente, que se conoce con gran precisión. 

Obsérvese que hemos utilizado como parámetro de masa finalmen 
te la masa reducida del electrón. Esto es estrictamente correcto­
en el contexto de la Mecánica Cuántica no Relativista ya que la 
ecuación de SchrBdinger para el átomo de Hidrógeno es separable 
en coordenadas del centro de masas y coordenadas relativas, lo 
que no es cierto en Mecánica Cuántica Relativista si bien tradi­
cionalmente se utiliza la masa reducida del electrón con el fin 
de verificar los datos experimentales (GY69), aunque sin más ju~ 
tificación. 

En nuestro caso, al ser las distribuciones de carga esféri­
camente simétricas, el centro de masa coincide con el del protón, 
por lo que en principio nuestra elección podría parecer puramen­
te fenomenológica. Sin embargo, las diferencias de energía se mi 
den respecto del contínuo en el que el electrón quedaría libre y 
el protón debe sufrir un retroceso; por lo que es pertinente la 
consideración de la masa reducida para el electrón. 

Por otra parte el principio de incertidumbre impide el poder 
localizar el centro de masas del sistema en la forma en la que se 
considera en el desarrollo teórico, lo que supone otra razón para 
considerar la masa reducida del electrón, aunque ésta es más bien 
una razón cualitativa. 
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