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PROLOGO
El presente trabajo es fruto de un propdsito que no se
limita a la mera teorfa de la dimensidn, cual es llegar
a una comprensidon aritmética de toda la topologTa. La
idea basica es la siguiente: considerando en la familia
de cerrados de un espacio topoldgico las operaciones
conjuntistas de unidn e interseccibén se obtiene una es-
tructura algebraica de semianillo, con ciertas propieda
des adicionales; con ello los puntos del espacio se pue
den interpretar como ideales primos y las nociones topo
16gicas como propiedades de la aritmética de dicho se-
mianillo (tratdndose de un semianillo, con particulari-
dades esenciales, hemos optado por llamar topologia a
dicha estructura algebraica). Como ejemplos, la propie
dad de Hausdorff significa aritméticamente que dos pun-
tos distintos, pensados como ideales primos de la topo-
logTa, no tengan miltiplos primos comunes; la compaci-
dad significa que todo ideal maximal sea el ideal primo
correspondiente a un punto; la noetherianidad que todo
ideal de la topologTa sea finito-generado, luego princi
pal, etc.
En opinidn del autor, la teorTa de la dimensidn, que
aqui se presenta, constituye una buena muestra de como
la estructura algebraica a que nos referimos es la autén
tica realidad de la topologTa.
El primer capitulo es una introduccidén al lenguaje alge-
braico-topoldgico, que se usa después. En el segundo ca-

pTtulo se define la dimensién de un espacio topoldgico



como la dimensidn aritmética o de Krull de su topologfa
(o de una base conveniente); tras la definicidn, se prue
ban las propiedades b3sicas de toda funcién 'dimensién',
a saber compatibilidad con especializaciones y productos
o, en términos cldsicos, propiedades de monotonia y del
producto, cuyas demostraciones se reducen a sencillos
procesos de algebra conmutativa elemental. El resto del
segundo capftulo, ast como el cuarto, estan dedicados a
comparar esta nocidn de dimensién con las ya conocidas,
en aquellas clases de espacios donde existen satisfacto
rias teorfas de la dimension; entre &stos los mds impor
tantes son los espacios noetherianos y los espacios me-
trizables y separables.

En el caso de los espacios noetherianos, la dimensidn,
introducida por A. Grothendieck con el nombre de ''di-
mensidn combinatoria'', es una propiedad de las cadenas
de cerrados irreducibles, mientras que en los espacios
métricos la dimensidn se entendia clasicamente bien co-
mo una propiedad de los recubrimientos abiertos (dimen-
sién de recubrimiento o de Lebesgue), bien como una pro
piedad inductiva, es decir que sabiendo lo que signifi-
ca la dimensién n-1 podemos saber lo que significa la
dimensién n , entendiendo gue en un espacio n-dimensio
nal dés puntos distintos siempre se han de poder separar
por un cerrado de dimensién n-1 , (esta definicién in-
ductiva de la dimensidn fue formalizada por Menger y Ury
shon, aunque la idea se remonta a H. Poincaré). Como se

puede apreciar, estos conceptos de dimensidn se refieren
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a propiedades particulares de los espacios a los que se
aplican, luego en su validez estan limitadas de antema-
no; obsérvese, por ejemplo, que carece de sentido hablar
de la dimensidn combinatoria de un espacio métrico o de
la dimensidon de recubrimiento de un espacio irreducible,
donde todos los abiertos se cortan. Estas divergencias
son debidas a que la dimensidn, siendo una propiedad de
naturaleza aritmética universalmente predicable, en los
casos anteriores coincide ''casualmente' con estas otras
propiedades particulares.

En el capftulo tercero se estudia la relacidn entre di-
mensidn topoldgica y dimensidn cohomolégica. El resulta
do fundamental es que la dimensidn topoldgica acota la
cohomoldgica en todo espacio que sea el espectro de una
topologTa; &sto se debe a que todo haz de grupos abelia
nos sobre un tal espacio tiene candénicamente asociado
un complejo de haces aciclicos, 1lamado complejo de Cou
sin. Los espacios que se presentan en la prictica no
son, en general, el espectro de una topologfa; no obs-
tante, en los casos mas importantes: espacios noetheria
nos, compactos, localmente compactos y paracompactos,
etc., se consigue la misma acotaci6n, via la compara-
cién con el espectro de una base conveniente de la topo
logTa.

Una vez probada la relacidon entre las dimensiones topo-
16gica y cohomoldgica, sé establece facilmente la rela
cidén dimIRn=r1, que clasicamente resulta bastante com

plicada.
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1. Introduccidn a la topologia desde una perspectiva arit-

mética.

Definicién: Una topologia es un conjunto A dotado de dos
operaciones (suma y producto) tales que:

1°) A es un semigrupo conmutativo respecto de cada
una de las operaciones (como es habitual el elemento neu-
tro de la suma se denotard por 0 vy el del producto por
1).

2°) El producto es distributivo respecto a la suma.

3°) Para todo acA , a*0=0, a’=a y a+1=1,
Las siguientes propiedades de una topologia se comprueban
facilmente:

i) La suma también es distributiva respecto del pro-
ducto.

ii) Para todo atA , a+a=a .

iii) En una topologTa no hay elementos nilpotentes ni
unitarios distintos del 0 y 1, respectivamente.
Se deduce de estas propiedades que, si en una topologia se
intercambian las operaciones, se obtiene otra estructura
de topologTa: la estructura dual, que se denotard por A%,

Un homomorfismo de topologias es una aplicacién f:A—A'

tal que:
1°) f(a+b)=f(a) +f(b) y f(aeb)="Ff(a)«f(b) .
2°) f(0)=0 y f(1)=1.

Ejemplo: Como es obvio, el ejemplo fundamental de topologia

es la familia de cerrados, o de abiertos, de un espacio



topoldgico. En estos casos, siempre supondremos que la su-
ma es la interseccidn y el producto la unién; la eleccidn
contraria nos darfa la estructura dual. Una vez elegidas la
suma y el producto, la topologia de los cerrados es candni-

camente isomorfa a la dual de la topologia de los abiertos.

Ideales y filtros en una topologfa.

Sea A una topologia. Una parte | @ A es un ideal si ve
rifica:

1°) Cualesquiera que sean a,bel , a+bel .

2°) Para todo acA y todo bel , a-«bel .
Una parte Fc A es un filtro si es un ideal en la estruc
tura dual A* ,
Un ideal |1 <A es primo si a-+*bel s6lo cuando ael &
bel . Un filtro F es primo, si lo es como ideal de A%* ,
Se comprueban de modo inmediato las siguientes propiedades:

i) Un ideal principal no puede estar generado por ele-
mentos distintos.

ii) Todo ideal finito-generado es principal.

iii) Si a+bel , acl y bel .

iv) Si ae(b) , a*b=a .

v) E1 complementario de un ideal primo es un filtro

primo y reciprocamente.

Cociente de una topologia por un ideal.

Sea | © A un ideal. Se define A/l como la topologta



obtenida definiendo en el conjunto cociente de A por la

relacién:

ava' <> a+b=a'+b , para algin bel

las operaciones a+b=a+b y a+b=a-<b .

La aplicacién canénica m:A—>A/1 , m(a)=a , es un homo-
morfismo y verifica la propiedad habitual del paso al co-
ciente, es decir todo homomorfismo f:A——A' que se anu-
la sobre | factoriza a través de m:A—A/l .

Sin embargo, no es cierto que si el niicleo de un homomor-
fismo es trivial, dicho homomorfismo sea inyectivo.

Por ejemplo, sea A la topologTa de un espacio con dos
puntos, X={x,,x;}, x, cerrado y x, denso; es decir,
A=1{0,1,x,} . La aplicacién f:A—A definida por
f(x0)='f(1)= 1 y f(0)=0 es un homomorfismo de niicleo
trivial pero no inyectivo.

Se verifica como en anillos que los ideales primos de A/l
se corresponden biunfvocamente con los de A que contie-
nen a | . Por tanto, dado que en una topologTa no existen

elementos nilpotentes, se dispone de un teorema de Eucli-

des generalizado:

Todo ideal de una topologia es la interseccidn de los idea-

les primos que le contienen.

Localizacidn en topologfas.

Sea SC A un sistema multiplicativamente cerrado. En el



conjunto AXS se define la relacién de equivalencia
(a,s) v(a',s') <> para algin s'"eS , s''s'a=s'es 3!

. -1
El conjunto cociente S "A=AxS/v se dota de estructura

de topologia definiendo

(a,s) +(a',s') =(as' +a's,ss')

(a,s) » (a',s') =(aa',ss"')

Como es habitual la clase (a,s) se denota por g-.

. . . P -1 . .
La aplicacidn candénica A—S 'A es un homomorfismo epi-

ar——-»?—
yectivo.

Si S es A-p , para algin ideal primo p , ST'A se deno
tara por Ap . Los ideales primos de S—IA se corresponden
biunivocamente con los ideales primos de A que no cortan
a S . En una topologTa todo elemento distinto del 1 es
no invertible, segin se dijo al principio; en consecuencia
estd contenido en algilin ideal primo; por tanto, la dnica to
pologfia sin ideales propios serd la topologia elemental
{0,1} , que la denotaremos por K . AsT pues, se verifica:

i) Un ideal 1< A es maximal si y solo si A/l1=K .

ii) Todo ideal maximal es primo.

iii) Un ideal primo p €A es minimal si y solo si
Ap=|< . En particular todo elemento de un ideal primo mini

mal es divisor de cero.



Topologias complementadas.

Una topologia A es complementada si para todo aeA el

ideal An(a) ={beB:b-+a=0} es principal.

El generador de An(a) , que estd unfvocamente determinado,
se denotard por a y se llamard complemento de a , mien-
tras que a+a se llamar3 la frontera de a y se denotar3

por F(a) .

Ejemplo: Los cerrados de un espacio topoldgico forman una
topologTa complementada, no asT los abiertos en general
(se entiende con la interseccién como suma y la unién como
producto). El complemento de un cerrado es la adherencia
de su abierto complementario, en tanto que su frontera en
el sentido que se ha definido coincide con su frontera en

sentido habitual.

Proposicién (1.1): La frontera de cualquier elemento de una

topologTa es no divisor de cero.

Demostracién: Si beF(a)=0 se tendrfa ba+ba=0 , luego

ba=0 y ba=0 ; entonces beAn(a) , de donde b=b-a Y

por tanto b=0 , *%

En general Illamaremos frontera a todo elemento de una topo
logTa que no sea divisor de cero; de hecho, un elemento a

no divisor de cero es la frontera de s7 mismo, pues
An(a) = (0) .
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Proposicién (1.2): Sea A una topologia complementada. Un
ideal primo p & A es minimal si y solo si no contiene nin

guna frontera.

Demostracidén: Si p es minimal, Ap=={0,1} luego todo ele

mento de p es divisor de cero.

RecTprocamente, si p no contiene fronteras, dado aep su
complementado a no puede estar en p , pues estarTa su
frontera; entonces, todo elemento de p tiene algln elemen

to que le anula en A-p , luego la imagen de p en A

P

es 0 , por tanto p es minimal.

Una topologia es de Boole si es complementada y todo elemen

to distinto del 1 es divisor de cero,

Proposicién (1.3): Una topologia es de Boole si y solo si
para todo aeA hay un a'eA tal que a-+a'=0 vy

a+a'=1.

Ejemplo: Dado un conjunto X , P(X) es una topologfa de

Boole.
Proposicidén (1.4): Una topologfa A es de Boole si y solo
si es de dimensién (en sentido de Krull) cero, esto es que

todo ideal primo es maximal,

Demostracidn: Si A es de Boole todos los ideales primos

son minimales, ya que no hay fronteras distintas del 1 ,



luego todas son maximales.

RecTprocamente, si todos los ideales primos son maximales,
luego minimales, se tiene Ap==K para todo ideal primo

p ; entonces, si aep , An(a) no estd contenido en p ,

a . .
pues —=0 en A En consecuencia a y An(a) no estéan

1 P
contenidos en ningdn ideal primo, luego (a) +An(a)=(1) ,
es decir Asa+a'=1 con a'eAn(a) ; entonces, se verifi-

ca a+a's= y a*a'=0, luego A es de Boole,

LWL
W

Observacidn: Si A es una topologia complementada y S el
sistema multiplicativo de las fronteras de A , la topolo-

gfa S 'A es de Boole, en virtud de (1.2) y (1.4).

Representacidn espectral de una topologia.

Sea A una topologfa. Una representacién de A sobre un

conjunto X es un homomorfismo de topologfas f:A—>P(X).
Si f es inyectivo la presentacidn se dird fiel .

La completacidén de una topologfa B & P(X) es la topolo-

gfa B < P(X) formada por las intersecciones (sumas) de
familias arbitrarias de elementos de B .

Cuando se verifique B=8 , diremos que B es una subtopo-
logTa completa de P(X) . -

Una representacién f:A—> P(X) es completa si f(A) es
una subtopologfa completa de P(X) .

En estos términos, un espacio topoldgico es una topologia
A representada sobre un conjunto X de un modo fiel y

completo. Identificando A con su representacién, diremos
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que un espacio topoldgico es una subtopologia completa

A< P(X) . Los elementos de A son los cerrados del espa-
cio topoldgico y sus complementarios los abiertos; éstos
constituyen una topolog7a isomorfa a la dual de A .

Sea AC P(X) un espacio topoldgico. Una subtopologTa

B < A es una base de dicho espacio si A=B ; es decir,

si todo cerrado es interseccidon de cerrados de B

Si AS=P(X) es una representacién fiel, tomando la comple
tacién de A en P(X) se obtiene un espacio topolégico,
del cual A es una base.

Dados dos espacios topolégicos A< P(X) y A'c P'(X') ,
una aplicacidn continua f:X— X' induce un homomorfismo
contravariante entre las topologTas respectivas, que segui-

remos denotando por f , 1“:A'—>A_1 .
a't—f “(a')

Al igual que en anillos, llamaremos espectro de una topolo-
gia A al conjunto de sus ideales primos y lo denotaremos

por EspA.

Si todo elemento de un anillo A puede interpretarse como

una funcidn sobre el espectro, tomando su valor en cada pun

to xeEspA en el cuerpo residual k(x) =Ap /p, A, , asT

X Px
también los elementos de una topologia se pueden interpre-
tar como funciones sobre el espectro, con la particulari-
dad, ahora, de que todos los ''cuerpos residuales' son igua
les a la topologTa elemental K=1{0,1} . En otras palabras,
todo elemento a de una topologia A define una funcidn

a:EspA—>K , siendo a(x) igual a 0 & 1 segln que x



13

pertenezca o no al ideal primo Py (como es habitual, cuan
do un punto xeEspA se piense como ideal primo se denota-

ra por px) . Se tiene, asT, una representacidn fiel

A —— P(Esp A)

a|——->(a)0

donde (a)0 es el conjunto de ceros de a como funcidn so
bre EspA, es decir el conjunto de ideales primos a los
que pertenece a . Esta representacion candnica se denomina

representacidon espectral de A .

La completacién de A en P(EspA) es la topologia de Za-
riski de EspA.

En todo lo que sigque, EspA siempre se pensara como espa-
cio topoldgico con dicha topologTia.
Segiin se ha definido la topologTa de Zariski, los cerrados

de EspA serdn los subconjuntos de la forma .ﬂl (ai)o ,
i€
pero si g es el ideal de A engendrado por la familia

{a;}

iiel
q,es decir (q) ={xeEspA:qc px} , es facil comprobar

y (q)0 es el conjunto de divisores primos de

que _ﬂl (ai-)0 =(q), . AsT pues, todo cerrado de EspA
ie
es el conjunto de divisores primos de un ideal de A .

En particular, el cierre x de un punto xeEspA serd

el conjunto de divisores primos de px ; as7 los puntos ce
rrados de EspA son precisamente los ideales maximales
de A .

Dado aeA , denotaremos por U, al abierto de EspA com

plementario del cerrado (a)_ . Es inmediato que

0
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Ua =EspA,,

donde Aa designa la localizacidén de A por
el sistema multiplicativo S={1,a} .

Exactamente igual que en el caso de anillos se prueba que
el espectro de una topologTa es un espacio compacto; en con
secuencia, los abiertos Ua también son compactos.

Dado un espacio topoldgico A < P(X) , para cada punto xeX
la familia de cerrados que contienen a x es un ideal pri-
mo de A que denotaremos por P, » Y que como punto del es
pecto lo denotaremos simplemente por x . AsT pues, existe
una aplicacidén continua candnica j:X—EspA, siendo la
topologfa de X 1la inicial de dicha aplicacidn. Los puntos
de EspA que sean de la imagen de | se diran puntos
reales. Si se sustituye A por cualquier base B igualmen
te se tendrd una aplicacién j:X——EspB . La aplicacion

j , para una base cualquiera, es inyectiva cuando el espa-
cioes T, ; en ese caso, pues, X se identifica a un subes
pacio del espectro de su topologia o de cualquiera de sus
bases. En lo sucesivo todo espacio se supondrd T, .

0

Producto tensorial de topologTas.

Sean A y B dos topologfas, X=EspA e Y=EspB. Las
proyecciones candnicas XxY——X , XXY—Y , dan lugar a
sendas inyecciones

AS—P(XxY) , B<—P(XxY)

cuyas imdgenes engendran una subtopologfa de P(XxY) que
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denotaremos A®B . Denotaremos por a®1 la imagen en
A®B del elemento acA , por 18b 1la del elemento beB ,
y por a®b el producto (a®1) -+ (1®b) .

La topologia A®B tiene la propiedad universal de un pro-

ducto tensorial,

En efecto, dados una topologia C y homomorfismos A—C,

B—>C , existen aplicaciones continuas
EspC——X , EspC-—Y

luego hay una EspC——>XXY que induce un homomorfismo
A®B—LP(Esp C) . Dado que tanto los elementos de la forma
a®1 como los de la forma 1®b valoran en C , el homo-
morfismo ¢ valorard en C , ya que A®B , por definicién
est3 generada por dichos elementos. Por tanto se tiene un

diagrama conmutativo:

A%’—»c
/

B

afe abe
<

luego A®B tiene la propiedad anunciada.

El espectro de A®B se identifica candénicamente al produc

to EspAXEspB , es decir

EspA®B=EspAXxXEspB
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En efecto, por definicién de A®B , ésta contiene a A vy
B, via los morfismos a+——a®1 y b+—>18b , luego un
ideal primo p de A®B define ideales primos p=p N A
y p'=pNB en A y B respectivamente. Ademis el

ideal engendrado por p y p' en A ® B , que lo denota-
remos, en principio, por p ® p' , coincide con )3 . Es cla
ro que po®p' Cﬁ luego concluiremos probando que

pcSp®p' . Sea oep ; por definicién de A®B , se tendrd

n -
o= I ai®bi , Y como ogp , cada sumando ai®bi tam-
i=1

bién estard en ;-3; dado que )—3 es primo, a.ep 6 biep,

de donde se sigue que 0oep®p' como quertamos.
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2. Dimensidn de un espacio topoldgico.

Dimensidén de Krull de una topologia.

Si en una topologia A hay cadenas estrictamente crecien-
tes de ideales primos de longitud arbitrariamente grande,
se dird que A tiene dimension infinita, dimA=o ,

En caso contrario, llamaremos dimensidn de Krull de A ,
dimA, a la maxima longitud de las cadenas de ideales

primos.

Ejemplo 1: Sea N el conjunto de los nimeros enteros posi-
tivos dotado de la topologia discreta A=P (IN) .

Denotemos por X, al espacio formado por un punto {wo} R
por X, a WN*=(X,xIN)* vy, para nx1, Xn=(Xn_1><IN)* ,
donde el asterisco significa compactificacidon por un pun-
to. ‘

Si denotamos por W, al punto del infinito de Xn , la

. . 2 n . ] .
aplicaciodn Xn———-—+Xn+1 definida inductivamente por

¢p(w,) = w,
y para nz1

¢n(xn—1’m) = (¢n—1(xn-1)’m) ’xn-1exn-1’ me N

¢n (wn) B wn+1
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es continua, e identifica Xn con el cerrado de Xn+1 for

mado por los puntos aislados de éste. Se tiene, pues, una

sucesion de espacios compactos

¢ ¢

Xoc g >X1r ! >X2C ... , en la que cada té&rmino se identi-

fica con el conjunto 'derivado'', es decir, el conjunto de
puntos de acumulacidn o no aislados del siguiente.

Si A es la topologia de X , dimA_ =n.
— 'n n n

Para n=0 la afirmacidn es trivial. Supuesto valida para

An , tengamos en cuenta que en Xn+1 todos los cerrados

sin interior, o sea no divisores de cero, estadn contenidos

en Xn ; en consecuencia, todos los puntos no minimales

de EspAn+1 contienen al cerrado Xn ; en otras palabras:
Esp A

= (Xn) o LEsp . Dado que (Xn) o =EspA_,

. . A
n+1 minimal n+1

se concluye que dnnAn+1=n+1 .

¢o‘}x1r¢1 ¢2%

La sucesidon X,©

> X,© «+s , puede considerarse
como una sucesidn de subespacios cerrados de la recta real
R, sin mis que tomar una sucesidn convergente a un punto,
sucesiones convergentes a cada uno de los términos de la
anterior, sucesiones convergentes a cada uno de los térmi-
nos de las anteriores, etc.

Habida cuenta de ésto, el espectro de la topologTa de la
recta real R contiene copias de EspA, , para cada n ,

luego:

La dimensidn de la topologta de la recta real es infinita.

AsT mismo ocurre con cualquier intervalo o espacio euclideo.



19

Ejemplo 2: La base B de la recta real formada por los in-
tervalos cerrados, acotados o no, y sus uniones e intersec-
ciones finitas tiene dimensién 1.

En efecto, el espectro de esta base se puede representar

por el diagrama:

ccscsc s oes \V/ secsctecc e ses  puntos minimales

[ § o maximales

- CO X + co

El espectro maximal se identifica a la recta real amplia-
da, y para cada nimero real x , su ideal maximal contiene
dos ideales primos minimales, correspondientes a la nocidn

de izquierda y derecha del punto x .

Definicién y propiedades fundamentales de la dimensidn.

Definicidén: La dimensidn de un espacio X es el minimo de
las dimensiones de Krull de sus bases. Si X no tiene nin-
guna base de dimensién finita diremos que tiene dimensién
infinita.

Convendremos en que dim¢=-1.

Ejemplos:

i) Un espacio de dimensidn cero serd aquel que tenga una ba

se de dimensidn cero, es decir una base que sea de Boole.
Los cerrados de una tal base tendrian complementario cerra-
do, luego seran también abiertos. En particular, un espacio

de dimensidén cero ha de ser totalmente inconexo.



20

Son espacios de dimensidn cero:

a) Todo espacio discreto.

b) El conjunto de ndmeros irracionales con la topologfa in-
ducida por R .

c) Todo espacio regular de cardinal numerable, y por tanto
metrizable. Por ejemplo @ vy los espacios Xn del ejemplo

1 del apartado anterior.

ii) La recta real R tiene dimensidén 1 pues,como se vid,
tiene una base de dimensién 1 y no puede ser de dimensidn

cero ya que es conexa.
Proposicién (Compatibilidad con especializaciones): Si X
es un espacio de dimensidn finita, cualquier subespacio

Yc X también lo es y se tiene dimYLdimX .

Demostracidon: Sea B wuna base de X tal que dimX=dimB.

La topologTia BY=={b N Y, beB} es una base del subespacio
Y y la aplicacién b——b Y es un homomorfismo epiyec-

tivode B en B, , luego dimB

Y £dimB , con lo que se

Y

concluye.

Proposicién: Sea B wuna topologia. La dimensidon de EspB

es igual a la dimensidn de Krull de B .

Demostracidn: Sean B' cualquier base de EspB vy

EspB“~—EspB' 1la inyeccidn correspondiente. Se sigue que
dimB<dimB' y como, por otra parte, B es una base de

EspB, no hay mas que decir. **
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Corolario: Si ¢ es un cerrado de EspB, la dimensidn
de c¢ es igual al maximo de las longitudes de cadenas

formadas con puntos de c .

Demostracion: Sea c= (q)0 ; teniendo en cuenta que

(¢) , =EspB/q , se concluye por la proposicién ante-

e a
T

rior.

Teorema del producto: Si B y B' son topologfas cua-

lesquiera se verifica:

dim(EspB xEspB') =dimEspB +dimEspB'

Demostracidn: Si B & B' tienen dimensidn infinita,

es inmediato que ambos miembros de la igualdad serdn in
finitos; supongamos, pues, que B y B' son de dimen-
sion finita.

Dado que EspB xEspB'=EspB@®B', hemos de probar que
dimB®B'=dimB+dimB' . Todo ideal primo p de B ® B'
es de la forma p ® p' , siendo p=pNB y p'=pN B,
luego una inclusidn )_ol c )52 equivale a las inclusiones
P, ©€p,, P, =p, ; ast pues, dada una cadena de ideales
primos de B@®B' , )_oo c )-01 C e )Bk , Si para algin
Tndice i se tiene Pi =Py la inclusidn PSP,
habrd de ser estricta, por tanto dimB®B'<dimB+
+dimB' . Por otra parte, tomando cadenas de longitud
maxima en B y B' , Pp &SP C P, Y

ppEp e ... C )or", , se obtiene una cadena en B®B' ,
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P8Py S ... €p Bp, Cp Op C... Sp Bp! , de lon-
gitud n+n' ; de todo ello se sigue lo que queriamos

Lo ot

probar., %%
Corolario: Si X y X' son espacios de dimensidon fini
ta, el producto XxX' también es de dimensidn finita
y se verifica la acotacidn

dimXxX'<dimX+dim X'

Demostracidén: Sean B y B' bases tales que

dimB=dimX y dimB'=dimX' . De las inclusiones
Xe—>EspB y X'&—EspB' se deduce otra

Xx X'c——EspBXxEspB' , luego se concluye por el teore-
ma del producto y la compatibilidad con especializacio-

U

nes., =«

Proposicién (Teorema de la frontera): Si B es una ba-
se n-dimensional de un espacio X , la frontera de todo
cerrado b de la base es un espacio de dimensidn

£n-1 .,

Demostracidén: La frontera de b , en la inmersidn

X—>EspB, se sumerge en la frontera del cerrado (b),
luego bastard probar que con los puntos de esta fronte-
ra no pueden formarse cadenas de longitdd mayor que

n-1 vy ello es consecuencia de que en la misma no hay

puntos minimales de EspB; en efecto, los puntos
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minimales de EspB , que pertenecen al cerrado (b)o ,

son interiores al mismo, pues si xeEspB es minimal

4 XE(b)O ’ %—= 0 en la localidad Bpx=={0,1} . R

Dimensidn en los espacios noetherianos.

Un espacio topoldgico es noetheriano si toda sucesion

decreciente de cerrados, c, Dc,

» ¢, es igual a los si-

0

>c¢,D ... , estacio
na, es decir para algln n,

guientes.

Proposicidn: Un espacio topoldgico es noetheriano si y

solo si su topologTa es principal.

Demostracidon: Basta observar que un ideal de cerrados

es principal precisamente si en el mismo hay un cerrado

contenido en todos los dem3s, que serd el generador. **

Proposicidn: Un espacio noetheriano solo tiene un base,

la topologTa completa.

Demostracidén: En un espacio noetheriano la interseccién

de una familia de cerrados es igual a la interseccidn de
una subfamilia finita, de lo que se sigue inmediatamente

la proposicidn, **

Corolario: La dimensidn de un espacio noetheriano es

igual a la dimension de Krull de su topologTa.
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Un cerrado c¢ de un espacio topoldgico X es irredu-
cible si lo es en sentido aritmético, esto es

c=a*b=c=a 6 c=b .

Proposicién: Un ideal principal de una topologfa es pri

mo si y solo si su generador es irreducible.

Demostracién: Sea ¢=(c) un ideal principal y suponga

mos que c¢ es irreducible. Si a+beg se tendrd
a*b=a+be+c , de donde c=(c+a) e+ (c+b) , luego
c=c+a 6 =c+b . Sea c=c+a ; entonces
asc=alc+a)=ac+a=a , luego acq .

Reciprocamente, si ¢ es primoy c=a-+b , se tendrd
aeq O beq . Sea aeq , entonces a=a-<c , de donde

a=a-c=a(aob)=ab=c . WW

Corolario: La dimensién de un espacio noetheriano es
el mdximo de las longitudes de las cadenas decrecien-
tes de cerrados irreducibles. (Definicién de ''dimen-
sion combinatoria' segin A. Grothendieck, ver E.G.A.

IV, 4.1., pag. 102).

Corolario: La dimensidn del espacio topolégico subyacen
te a una variedad algebraica sobre un cuerpo k alge-
braicamente cerrado, dotado con la topologia de Zaris-
ki, coincide con la dimensidn "algebraica' de la misma
(= grado de transcendencia sobre k de su cuerpo de

funciones).
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3. Dimensidén y cohomologia.

En este apartado veremos que la dimensidén de un espacio
limita su cohomologia con valores en cualquier haz de
grupos abelianos. Empezaremos estudiando la cohomologia
de un haz F sobre X=EspB, para, en el caso de un
espacio cualquiera, relacionar su cohomologia con valo-
res en un haz con la cohomologia del 'prolongamiento'!

de dicho haz a un conveniente EspB.

Proposicién: Sea B una topologfa cualquiera. Un haz

F sobre X=EspB que sea flasco sobre los abiertos

Ua , acB (es decir, que los homomorfismos de restric

cidn F(X)——*-F(Ua) sean epiyectivos), es aciclico,

esto es H'(X,F)=0 para i>0 .

Demostracion: Sea G'(F)=={G'(F)}i:>o la resolucidn

-

de Godement del haz F . El enunciado resultard,si pro

bamos que,para todo abierto Ua , la sucesidn de sec-

ciones:

o—»r(ua)—>c°(r) (ua) ———»Fl(ua) —0

es exacta, siendo Fl==G°(F)/F .

De hecho basta demostrar que G°(F)(Ua)———>Fl(Ua) es
epiyectivo y no hay pérdida de generalidad en suponer
X=U_ . AsT pues, dada una seccidén s eF (X) , puesto
que X es compacto, hay un recubrimiento finito

{U, ,...,U; } y secciones s'el(U. ,G°(F)) que se
a, a, a;
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aplican en s ; entonces s! -s2 est3 en el niicleo de

GO(F)(Ua1 n Uaz)-—-’-Fl(Ua1 n Uaz) que es precisamente

F(Ua n Uaz) . En virtud de las hipdtesis sobre F , da
. a

do que U, Nu. =u . , habrd una seccidn global

1 2 a1 2

o,, de F cuya restriccién a U_ n U, coincide con
1 - 92

sl -s? ; por tanto 4524-012 , que sigue aplicandose en

S, ahora coincide con s! sobre Ua n Ua ; en con-

1 2

secuencia existe una seccidn s, , de G°(F) sobre la

reunidn Ua Uu, , que se aplica en S, - Ahora bien,
1 2
u uu,. =u
a a
1 2

anterior a Ua u Ua y Ua , Y as1 sucesivamente has
1 2 3

ta obtener una seccién global s de G°(F) que se

a +a ? luego podemos repetir el argumento
1 2

aplique en s , con lo que se acaba la demostracidn,**

Lema: Sea ¢ un cerrado de Ua . Un punto de X=EspB
es adherente a ¢ si y solo si lo es a un punto yec ,
en otras palabras: c= U vy .

YEC

Demostracidn: Podemos suponer c==Ua , pues, en gene-

ral, serd c=U_ N(q), , Tuego c<(q),=EspB/q v,

pasando a B/q , se tendra c=U, . Entonces, dado

a

T

no puede ser cero en la localidad Bp ; por tanto ha-
X

xel, , como x no es interior al cerrado (a),

brd algln ideal primo p < Bp tal que %Yf)o , es de-
X

cir un punto yeX tal que: a) xey , b) yeU, . =
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Complejo de Cousin.,

En todo lo que sigue B ser3d una topologia n-dimensio-
nal. Dado un punto xeEspB 1lamaremos dimensidn de x
a la dimensidn de su cierre x (= dimensidn de Krull

de B/px) y codimension de x a la dimensidn de Krull
de Bpx .

Dado un haz F sobre EspB, llamaremos codimensidn del
soporte de F al minimo de las codimensiones de los pun
tos en los que F tiene fibra no nula. Denotaremos por
Xi , coesqueleto i-ésimo, al subespacio de X=EspB

formado por los puntos de codimensién < i .

Teorema: Sea F un haz de grupos abelianos sobre
X=EspB. Si la codimension del soporte de F es i y
A:X'e— X es la inclusién canénica, el haz C%(F) =

= A, A*F es aciclico y se tiene un morfismo natural
FT—A-CO(F) que es un isomorfismo en los puntos de

x' .

Demostracidn: S6lo hay que probar que C°(F) es acf-

clico, ello es consecuencia, en virtud del primero de
los lemas anteriores, de que A*F es flasco sobre los
abierFos U;:=Ua n Xi. En efecto, dada una sec?ién
sEF(U;,A*F), el soporte |[s| es cerrado en X' , en
virtud del segundo lema, pues los puntos donde A*F

. . i
tiene fibra no nula son cerrados en X , luego s
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puede extenderse por cero fuera de U; sin dejar de

ale nte
w

ser continua.

Teorema : Todo haz F de grupos abelianos sobre
X=EspB tiene candnicamente asociado un complejo de

haces aciclicos, C°(F) = {CJ(F)}j:>o , el complejo de

’d

Cousin de F , que verifica:

a) Si la codimensidn del soporte de F es i , la codi
mensién del soporte de Cj(F) es > j+i . En particular,
J(F)=0 si j>n-i .

b) Existe una aumentacidén e:F—> C°(F) que es isomor-

fismo en los puntos de codimensidn <i .

Demostracidn: El término C°(F) se obtiene como vimos

en el teorema anterior. Si F = C'(F)/F , sea C!(F) =

C°(F1) , Y asT sucesivamente., **

Corolario: Cualquiera que sea el haz F sobre X=EspB,

se tiene H'(X,F)==0 para i>n , es decir la dimensidn

cohomoldgica de EspB es <n .

Demostracién: De hecho, si la codimensidn del soporte de

F es k,se verifica Hi(X,F)==0 para i>n-k . Si
k=n , se tiene F=C%(F) , luego Hi(X,F)=O para

i >0 . Supongamos ahora el teorema cierto para todos
los haces cuyo soporte tenga codimensidn >k+1 vy sea

F con soporte de codimensidén k . El niicleo y el coni-

cleo de la aumentacién e:F—C°(F) tienen soporte de
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codimensién > k+1 ; por tanto, aplicando la hipotesis
de induccién a cokere, se obtiene de la sucesibn exac
ta 0— Ime—> C%(F)— cokere —0 que Hi(X,Im€)=O
para i>n-k , puesto que C°(F) es acfclico. Teniendo
esto en cuenta, resulta de la sucesidn

0 —Kere—F—>Ime—>0 , aplicando la hipotesis de

induccidon a Ker e, que H'(X,F) =0 para i>n-k. ®x

Corolario: Un espacio noetheriano X de dimensidon n

tiene dimensidn cohomoldgica <n .

Demostracidon: Si A es la topologia de X , aunque la

inyeccidn X<—EspA no es un homeomorfismo en general
(cuando lo es, X se dice espacio de Zariski), es un
isomorfismo entre sus topologfas y a un recubrimiento
de X le corresponde un recubrimiento de Esp A, luego
las categorias de haces sobre X o sobre EspA son
indistinguibles; por tanto, a nivel cohomolégico podemos

suponer X=EspA y aplicando lo anterior se concluye.#*%

Acotacidn cohomoldgica en espacios compactos.

Teorema del retracto continuo: Si X es un espacio com-

pacto y separado, cualquiera que sea la base B de X

la inyeccidn A:X“—EspB admite un retracto continuo

p:EspB —X .
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Demostracion: Un ideal primo p © B es una familia de

cerrados con la propiedad de interseccién finita, luego
cgp c#¢ . Ademas,por estar en un espacio separado,la
interseccidn cgp ¢ sdlo puede contener un punto. En
efecto, sea ¢ un cerrado de p y sean x,x' dos pun
tos distintos de dicho cerrado; por definicion de espa-
cio separado, c¢ se puede expresar como el producto
(unién) de otros dos cerrados d y d' de B , tales
que x#d y x'#dd' ; ahora bien, p es primo, luego

ha de contener a d &6 a d' , con lo cual 6 bien
><¢Cgp c & bien x! tcgp ¢ . En conclusidn, la inter-
seccion de los cerrados de p contiene un punto unica-
mente, luego se puede definir p(p)==cgp c .

Para probar que p es continua bastar3d con ver que

0 '(b) es cerrado en EspB , para los cerrados beB.
En efecto, si q, es el ideal formado por los cerrados
de B que son entornos de b , resulta que p-l(b) =

JUSON
<

= (qb)o’ usando que X es un espacio normal.

Corolario: Sean X un espacio compacto y separado, B
una base de X y A:X=—=EspB como antes. Para todo
haz F sobre X , se tienen isomorfismos

R (X,F)2>H'(EspB »AF) para i%0 .

Demostracidn: Sea p:EspB——X el retracto continuo.

Dada una resolucién inyectiva de A, F, A F—1" , p I’
serd una resolucién inyectiva de p*(A*F)= F, y como

ot
T

I'(p,1°) =T(1") , se concluye.
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Teorema: Un espacio X compacto y separado de dimen-

sién n tiene dimensidn cohomoldgica <n .

Demostracidon: Sea B una base n-dimensional de X ; en

virtud del corolario anterior podemos suponer X=EspB,

con lo que se concluye. *%*
Corolario: Si X es un espacio localmente compacto y
separado de dimensién n , su dimensidn cohomoldgica

"'econ soportes compactos'' es <n .

Demostracion: Dado un haz F sobre X y dado un compac

to K& X, sea FK el haz sobre X obtenido al shspgﬂ

der F sobre K vy luego prolongar por cero fuera de

K. Es claro que F=1Tm FK , por tanto
—_—

i _ e i oy e i
HC(X,F) = l_mg HC(X,FK) = ]_IT H (K,FK)
luego para i>n se tiene HL(X,F)==O , aplicando el

ats ol
WK

teorema anterior.
Corolario: Si X es un espacio localmente compacto y
paracompacto de dimensidn n , su dimensién cohomoldgi-

caes £n .

Demostracidn: En los espacios paracompactos la dimen-

sién cohomoldgica tiene cardcter local (ver Eﬂ, th.

L,14.1., padg. 196), luego se concluye aplicando el
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teorema anterior.

Dimension de los espacios euclideos.

Sabemos ya que la recta real R tiene dimensién 1 ,
luego aplicando el teorema del producto se obtiene la
acotacion dim IRn$r1, cualquiera que sea n ; de hecho

se da la igualdad como probaremos a continuacion.
. - n . . . .
Teorema: El espacio euclideo R tiene dimension n.

Demostracidn: Bastar3d probar que dim R" >n , lo cual

resultard, en virtud de la acotacidon cohomoldgica, si
sobre R" se encuentra un haz F tal que

Hz (Rn,F)#() . En efecto, si U es la bola unidad
abierta de R" , cuya frontera es la esfera s"7t , de
la sucesidn exacta de haces sobre R , '

2 3 n n —
0 » ZU > Z an_l-——+0 se deduce que HC(R ,Zﬁ)—

n n
=H"(R" , Z,

para n=1 ya estd probado el teorema).

) = R (™! ,Z) =Z , (suponemos n>2 , pues
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L., Relacidn con las dimensiones clasicas.

El objetivo primordial de este capitulo es probar que la
teoria de la dimensidn de espacios metrizables y separables,
cuya referencia fundamental es el libro de Hurewicz y Wall-
man, es un caso particular de nuestra teoria general.
Empezaremos recordando los dos conceptos b3sicos de la teo-

rfa clasica de la dimensiodn:

a) La dimensidn inductiva de un espacio X es el ente

ro indX>-1, caracterizado por las propiedades:

1%) indX=-1 si y solosi X=¢ .

Za) indX<n si y solo si existe una base de abiertos
U. . , cuyas fronteras F(U. verifican ind F(U.)gn-1.
Whjgy s cuy (F(U;)) (u)

b) La dimensidn de recubrimiento de X , dr X, es el

menor de los enteros {n} con la propiedad de que todo re-
cubrimiento abierto finito admite un refinamiento, también

finito, del cual n+2 abiertos no se cortan.

Observacién: En la definicién a) se puede sustituir base de
abiertos por ‘base de cerrados, dado que tomando complementa
rios de los abiertos de una base se obtiene una base de ce-

rrados con las mismas fronteras.

Teorema: Para todo espacio X se verifica la acotacidn
ind X<dimX .
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Demostracidn: Basta aplicar el teorema de la frontera proba

do en el capTtulo 2, teniendo en cuenta la observacidn ante

A
W

rior.

Teorema: Si X es un espacio regular y de base numerable,

es decir metrizable y separable, se verifica dr X< indX.

Demostracidn: Ver [f], pag. 54, teorema V1 ., %

Como anunciamos al principio del capitulo se trata de pro-

bar el siguiente:

Teorema fundamental: Para todo espacio metrizable y separa-

ble X se verifica dimX=drX=indX .

La demostracidn de este teorema quedard completa, en virtud
de los teoremas anteriores, si probamos la acotacidn

dimX<dr X ; ésto resultard como consecuencia de los profun
dos teoremas de inmersidon y existencia del espacio n-dimen-

sional universal de Hurewicz.

En lo que sigue, salvo que se indique lo contrario, todo

espacio se supondr3d metrizable y separable.

El espacio n-dimensional universal X, -

. 2n+1
Dado un entero n20 , sea 1 el cubo unidad de R

y Xn el subespacio de | formado por los puntos con n ,-

o menos, coordenadas racionales.
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El espacio Xn se dice que es un espacio n-dimensional uni

versal, en virtud del siguiente teorema:

Teorema: Todo espacio X tal que dr X<n se sumerge en
X, » es decir hay una inyeccidn continua XC——*Xn' que es
un homeomorfismo de X con su imagen.

Demostracibn: Ver D], pag. 65, teorema V5 . %%

Estudiemos la dimensidn (en nuestro sentido) de X, -

En el cubo unidad 1| R2N*1 elijamos la base B engendra

da por los semiespacios cerrados de ecuacidn xisia 6

xi2(1 , para i=1,2,...,nt1 y o un nimero racional arbi
trario.,
La aplicacidn natural j:1<—EspB identifica a | con

EspMB , es decir el subespacio de puntos cerrados de EspB;
esto no es mas que traducir el hecho de que | es compacto
y separado. Para completar una descripcion de EspB basta-

ra estudiar las localidades Bp para cada xel . En este
X

sentido obtendremos que la dimensidn de Krull de Bp coin-
' X

cide con el nimero de coordenadas racionales del punto x .

En primer lugar observemos que Bp es una topologia finita,
X

pues sGlo un nimero finito de semiespacios X, <o o x; 20
contienen a x en su frontera, mientras que los que le con-

tienen en su interior todos dan germen 0 en B . AsT

Px

pues, los ideales primos de B se corresponden con los

Px
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gérmenes irreducibles; éstos son, precisamente, los gérme-
nes de cerrados del tipo X, =a. para cierto niimero de
coordenadas y xiiaai 6 xi$<xi para otras, que, ademas,
contienen al punto x en su frontera, es decir que las
o, sean las coordenadas correspondientes del punto x .
Dos de tales gérmenes sdlo pueden '‘contenerse'' estricta-
mente si son de dimensiones diferentes. Si las coordenadas

racionales del punto x son i seeesOy el germen irre
1

ducible minimo de Bp , generador del ideal maximal, serd
X

el de ecuaci6én x. =d. ,...,Xx. =0. , mientras que los
i i i i
1 1 k k
maximales, es decir los generadores de los ideales minima-
les, son los gérmenes definidos por k desigualdades
< 6 > j= censk
xij‘ aij §) xij ’aij para j=1,2, ,k ; puesto que
aquél tiene dimensién (2n+1) -k vy éstos 2n+l1 , resulta

que la dimension de Bp es exactamente k =nlmero de
X

coordenadas racionales de x , como habTamos anunciado.
Sea ahora S < B el sistema multiplicativo engendrado por

los cerrados del tipo x, =d. ,...,x, =0, , m2n+l , vy
) i) i i
denotamos por B 1la localizacion de B por el sistema S

En dicha localizacion desaparecen los puntos de EspB de
codimensién m>n+l1 , puesto que contienen elementos del
sistema S , luego la dimensidén de B es exactamente n.
Por dltimo observemos que los cerrados de B especializa-
dos a Xn forman una base de cerrados de éste, y que en
dicha especializacidon los cerrados del sistema S van al

1 ; en consecuencia se obtiene una base B' en Xn que
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es ‘imagen homomorfa de B vy de B , luego se tiene

dimB' <dimB=n , con lo que se concluye lo siguiente
Teorema: La dimensidn de Xn es <n ,

Demostracion del teorema fundamental: Ya disponfamos de las

acotaciones dimX2 ind X>dr X; bastarad, pues, probar que
dr X>dimX . En efecto, si dr X=n, existe una inmersion
XC'——>Xn , luego se verifica dim Xs:dinlxn ; dado que

din1Xn$|1 se concluye, *%*

Corolario: Todo espacio X se sumerge en un espacio compac

to de la misma dimensidn.

Demostracidén: Esto es sabido para la dimensién inductiva
D]’ pég. 65’ teorema V6. *%

Corolario: La dimensidn de un espacio metrizable y separable

acota su dimensidon cohomoldgica.

Demostracion: Teniendo en cuenta el corolario anterior y el

hecho de que en espacios métricos la dimensién cohomoldgica
es compatible con especializaciones (ver Bﬂ, th. h.lh.Z),
se puede suponer que el espacio es compacto, en cuyo caso ya
hemos probado que la dimensidn topolégica acota a la cohomo-

ol ol
v

16gica. *
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Proposicidn: Si un espacio X es suma disjunta de una fami

lia de subespacios cerrados {Fi}iel , Y hay un nimero n

tal que din1Fi$rw para toda i , entonces dimX<n.

Demostracidn: Sea Bi una base de Fi .tal que dinlBi=
=d|'mFi . Denotemos por B la base de X formada por los
cerrados de cada Bi , los complementarios de cada Fi y
las uniones e intersecciones finitas de todos ellos. Si p
es un ideal maximal de B puede ocurrir que contenga al-
gin cerrado Fi o que no; discutamos las dos posibilida-

des empezando por la segunda:

a) Un ideal primo que no contenga a ningin Fi solo puede
existir si la familia {Fi}isl es infinita. En este caso,
siendo p maximal, habr3d de estar engendrado por los com-
plementarios de cada uno de los Fi ; por tanto, se tendrd
Bp=={0,1} , ya que al localizar por p se anulan los com-
plementarios de los Fi

b) Si p contiene algin Fi , para estudiar la localidad
Bp podemos localizar previamente por el cerrado comple=-
mentario de Fi . La localizacidon de B por dicho cerrado
es isomorfa a Bi , luego B_ es isomorfa a una localidad

P
de Bi ; por tanto, Bp es de dimensién <n . %%

Corolario: Una variedad topoldgica paracompacta n-dimensio-

nal tiene dimensidn topolbgica n .
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Demostracion: Toda variedad paracompacta es reunidn disjun=-

ta de subvariedades abiertas de base numerable, cada una de
las cuales es un espacio metrizable y separable de dimensidn

inductiva n , como es bien conocido. **



(4]
5]
(6]
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