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Presentamos la solucibén al problema de reconstruccién del ob-
jeto mediante técnicas de prolongacidén analitica.

La prolongacién analitica de la amplitud compleja de la radia
cibén dispersada por el objeto lleva al estudio de sus ceros, que
la describen completamente. Esto implica un estudio previo de las
propiedades de analiticidad de dicha funcibdn en un espacio comple-
jo de cuatro dimensiones.

Se proponen métodos de reconstruccién en una dimensibdn basa-—-
dos en el estudio de estos ceros y en las caracteristicas princi--
pales de analiticidad de la funcibén de onda. Estos conducen a una
interpretacién del 1limite de resolucibébn de Rayleigh que permite la
extrapolacién analitica de los datos més alld de la regién accesi-
ble a la medida, permitiendo superresolucién.

La distribucién estadistica de los ceros para dispersores alea
torios se estudia mediante un modelo de scattering miltiple y una
evaluacibén del contraste de speckle.

Finalmente se estudian las posibles extensiones del tratamien
to unidimensional a la reconstruccién de objetos bi y tridimensio-
nales.
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1. Introduccibén

El proceso de dispersibén (scattering)de radiacién electro-
magnética o de Broglie constituye uno de los métodos més efica-
ces y cominmente empleados para obtener informacién sobre la es-—
tructura de un sistema fisico. En principio, la radiacién disper
sada por un material contiene toda la informacién, a escala de
su longitud de onda, sobre la constitucién de éste. E1 problema
fundamental consiste entonces en la deteccibdn de esta radiaciédn
dispersada extrayendo la mayor cantidad de informacidén posible.

Actualmente existen en Optica dos cuestiones fundamentales
que forman 1o que se conoce cédmo "scattering inverso" éstas son:
el problema de la fase y el problema de resolucién,

El problema de la fase implica la determinacibén de la dis-
tribucibn espacial de la amplitud compleja de la radiacibén dis-
persada; esto requiere la representacién de la funcién de onda a
partir de datos discretos. A frecuencias 6pticas esto requiere
que la informacibn de la fase sea posible o determinable. La fa-
se es muy importante pues proporciona 1la estructura local del
objeto ( o potencial) dispersor. Una vez que la fase ha sido de-
terminada todavia quedan dos pasos a seguir. E1l primero consiste
en la inversién de la integral de scattering, de acuerdo con las
condiciones limites del problema, con el fin de obtener la onda
del objeto (1), este problema ha sido extensamente estudiado por
Devaney y Wolf (2), y puede encontrarse un extenso informe sobre
su estado actual en (3). La onda del objeto es la encodificacibén
de la radiacidén incidente en el interior del medio dispersor. En
general, la determinacibébn de la estructura del objeto o potencial
a partir de la denominada onda del objeto no es un problema tri-
vial, salvo en el caso en que se puede utilizar la primera apro-
ximacién de Born. Entonces existe entre ambas una simple relacién
de proporcionalidad. Cuando existe scattering maltiple y términos
de Born de orden superior se requieren; la determinacién de 1los
parémetros intensivos del objeto requiere el conocimiento de la
radiacién incidente. Esto es, de las condiciones iniciales del
problema.

E1l problema de resolucibn esté& relacionado con el detalle
con que puede reproducirse la funcidn que caracteriza el objeto
dispersor. Clésicamente esta resolucidédn ha sido considerada en
el mejor de los casos igual a la mitad de la longitud de onda de
la radiacién empleada (4). Esto debido a la limitada extensién
del espacio de medida. Este problema de resolucidn estd intima-
mente relacionado con el problema de la fase. En realidad, ambos
constituyen un Gnico proyecto, esto es, la localizaciébébn de 1los



ceros de la funcidén de onda dispersada extendida en el plano com-
Plejo de su argumento analiticamente (5). Es pues preciso estu——-
diar las propiedades analiticas de la amplitud compleja de la ra

diacién dispersada y las propiedades de la distribucién de sus
ceros en el plano complejo. De hecho, como se veré& més adelante,

los ceros juegan un papel informativo an&logo al de los puntos de
muestreo de Shannon de la teoria de la comunicacién (6,7), que a

parecen a la frecuencia de Nyquist.

En las secciones siguientes se presentan los resultados obte
nidos durante la investigacién de estos problemas desde el comien
z0 de su estudio con la Fundacibén Juan March.

En la seccidn 2 se discutirad la relacién entre la ecuacibdn
de ondas, que describe la propagacibén del campo dispersado por
el medio, y las caracteristicas de analiticidad de su amplitud
compleja. En ella se ver& que la integral de Helmholtz-Kirchhoff,
que constituye la versibébn matematica del principio de Huygens, no
es otra que una integral de Cauchy generalizada en el plano com-—
plejo asociado al plano de propagacién y que en este plano la fun
cibén de onda es una funcibn analitica generalizada,(8).

En la seccibén 3 se estudiaré la analiticidad de la amplitud
compleja dispersada y su variacién con la propagacién desde el ob
jeto hasta la regibdn de deteccibdn. Se veré& que por el hecho de
satisfacer el campo una ecuacibdn eliptica, (la ecuacibédn de ondas
de Helmholtz), con las correspondientes condiciones de contorno,
la funcibén de onda es una funcibdn entera, de orden infinito en
principio; de manera que este orden decrece a medida que la onda
se propaga hasta que en las regicnes de Fresnel y Fraunhofer se
queda reducido a la unidad, de manera que la amplitud compleja es
en estas regiones una funcidn entera de tipo exponencial.

Las funciones enteras de tipo exponencial vienen completamen
te caracterizadas por la distribucién de sus ceros en el plano
complejo. En la seccidédn 4 se presentan los resultados obtenidos
relativos al comportamiento de estos ceros y su relevancia en la
determinacién del objeto.

En la seccibén 5 se exponen los dos métodos empleados para
la determinacién de la fase de la amplitud compleja dispersada y
la reconstruccibdn de objetos basada en el estudio de los ceros ;
exponiéndose asimismo su influencia en el limite de resolucién
con que esta reconstruccién se realiza. Este limite se compara con
el 1limite clésico de Rayleigh.



Cuando el objeto dispersor es un medio aleatorio, tal como
un medio amorfo o una superficie rugosa, la figura de difraccibn
correspondiente a la radiacién dispersada contiene speckle, esta
oscilacién aleatoria de la intensidad es la manifestacibébn de la
existencia de ceros de la funcién de onda en el plano complejo (9)
Es pues de interés conocer con detalle el proceso de scattering
en este tipo de medios. Una teoria de scattering simple ha sido
va expuesta anteriormente por Beckmann y Spizzichino en superfi-
cies rugosas (10) y por Ross y el presente autor (11,12). Ahora
se ha hecho un estudio de superficies rugosas con scattering mGl
tiple tratandose aquellos casos en que el primer orden ( la apro
ximacién de Xirchhoff) falla. Estudiéndose la estadistica del
speckle en el marco de esta teoria. Estos resultados se exponen
en la secciédn 6.

Finalmente en las secciones 7 y 8 se presentan los resulta-
dos del estudio correspondiente a la extensibén a dos dimensiones
y tres dimensiones de la reconstruccibédn de objetos. En la seccibn
7 se presenta la extensién a dos dimensiones de la transformada
de Hilbert logaritmica que relaciona la fase con la amplitud de
la funcidn de onda dispersada permitiendo la obtencibdn de la pri-
mera en funcibén de la intensidad medida bajo ciertas circunstan-—
cias (13). En la seccibn 8 se presentan 1los resultados de recons-—
truccién de objetos a partir de proyecciones unidimensionales,dis
cutiéndose el alcance del método y su significado en 1los procesos
de scattering.

2.Pseudoanaliticidad de la amplitud compleja dispersada

Consideraremos ondas cilindricas de manera que el problema
pueda tratarse en un plano (x,y). La propagacidén de la onda en es
te plano estd gobernada por la ecuacidén de Helmholtz:

VOE(,9) + R E(XY) = o (1)

Esta es una ecuacibén eliptica y puede escribirse en forma del sis
tema :

PEr DB _ oy LkE,
2% 2y B

2)
W Er_ sikE, ‘




Las ecuaciones (2) son ecuaciones de Cauchy-Riemann generalizadas
para la parte real E_ y la parte imaginaria E2 de la funcibn de
onda E. cuando el ntmero de ondas k es cero entonces la funcibn
E(z,.),2, = X + iy , es una funcibén analitica y E, E. y E(x , vy)
2 . . . 1 E .

son armSnicas, esto es satisfacen la ecuacidn de Laplace. E1 sis-
tema (2) se reduce entonces a las conocidas ecuaciones de Cauchy-
Riemann para E1 y E2.

La funcién

E(2)= Es(x,Y) + L Ez (X, Y) (3)

con E_ y E_ tales que satisfacen (2) se denomina una funcién ana-
1itich genéralizada (14) o tambien una funcién pseudoanalitica(15)

Introduciendo los operadores

= .?_— = A —?—~+L 2—-—)
LI SR By A S )
v T 2%, (3 ’av)
las ecuaciones (2) se pueden estudiar en el plano complejo 22=x+i y
Mediante (4) las (2) se reducen a :
QE —_ k *
— = £ E
2t T T 2 (5)
Cerca de z, = 00 se tiene
-4
E(Z;) = 0(\21\ ) (6)

Sean ahora JL4(%,,t) ¥ Sa(%.,t) los micleos funda-
mentales, soluciones a :

&Ly _ - g ¥
er - Y 7 12 (#2)
2222 3k oo} (7b)

DEy



que satisfacen

Q,(2,,8)= 22— + 0(12o-£"7'F)

—ZL
5 (38)
"n“l(z‘l-/t): 0(\21—1:\‘ /r)
de modo que :
Lim (£-2)[04(2,8) + N2 (22, t)] = 4
2, t ()

Lom (£-22)[ D4 (Zq0,8) - (22, 0)] = 4
11-—)t .

Por medio de estos nlicleos cualquier solucibn a la ecuacibdn
(5) puede escribirse por medio de la denominada férmula de Cauchy
generalizada (14):

z—‘ﬂf [m(zl,sl)E(szusl - m(z“sl)E*(smLs:]
r

E(2,) , 2,eD" (40)
Y2 E(21), 2,eT ' D=C_[v+dT]
0 ’ 216‘9—

que es la expresidn que necesitaremos para obtener la integral de
Rayleigh-Sommerfeld en €l plano complejo.

Las soluciones de (8) que satisfacen las condiciones (9) y
(10) son :
o)

, t-2
0 4(Z2,8)= tIL\Sz‘ \?—‘1—1—\‘ H:u (k\"’-’-‘a.l) M 2)
-2

Da(2a,8) = £i & 0 (e -2, (44 b)
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donde H(1) y H(z) son las func%??es de(g?nkel primera y segunda
de orden cero. Xnélogamente s, H vy H2 son las funciones de
Hankel primera y segunda de orden uno.

Consideremos ahora el contorno formado por el eje real que
contiene la linea del objeto difractante y un semicirculo en el
semiplano superior cuyo radio se haré& infinito. Usaremos la inte-~
gral (10) con los nicleos centrados en z y la restaremos la intg
gral con los nhGcleos en el punto complejo conjugado z, . Esto es
andlogo al uso de la funcibén de Green de Sommerfeld (%6). De a--—-
cuerdo con esto se tiene :

. Q)
oy A LR -
E(22) = tz—w—L SF ET[E(;l) ‘%__:'L\ H4(1)(l\5;~zz\)a\$z
12 - Y3

()
SEP GO M, (ks -2l ) A sE
(42)

(]

_7 ¥
- € (52) "; Bl g (ksa-2i)) 49,
2 zz

* ) * * .
CER OO D (Wis, -2 f ) AT ], (a= s vy
Puesto que \%-221=]%- 21 125 H, se cancelan entre

si ya que debido a (6) la integral (12) se reduce a la evaluada
en el eje real, es decir :

* X
E(h):t%—J E(g)[\?-h\ _ \5—z1|]
" 0o 3 - Za 3 -zF
0)
HY' (kls-2210)dx (13)
[ 4 )

=+ Lk E( 7
- T‘j:.J 3) H4()(\<J(§-x)"+zz)o\-3
0 V("S"X)z'-\—?z

La (13) es idéntica a la formulacibn de Hygens-Fresnel por medio
de la F6rmula de la difraccién de Rayleigh-Sommerfeld (17).Ademés
la (13) contiene el factor de inclinacibn

Y2

Ys-%)%s v2

Lk cos(n,g,2)=tk (14)
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siendo m la normal unitaria al eje x y 3, 2, €l vector (g-x,9,)
Ademés -

{1

C ke )
vl ¥ Cos (5,2 M (k (5ot v y2 )

_ A 2 } (45)
= q—u[ﬁ(z(\il 11\)]7

=0

donde G (V%2 - Bal) es la funcibén de Green de Sommerfeld para
ondas cilindricas:

(4Y]

G(1%,-2,))= T Wt [ (% J(§~x)1f(71_,1)2

&) (16)
“H (ke \/—(;-X)1+(71— Y,)2

la cual proporciocna la (13) cuando se sustituye en la ecuacibdn de
Hemholtz-Kirchhoff:

8o

- 4
E(x,‘j),—ﬁ-j E(3) %% 1y (47)

- oo 71-:0

Ambas representaciones son, pues, equivalentes.

Hemos visto que la amplitud compleja es, pues, una funcibn
pseudoanalitica en el plano en que se considera la propagacibn
z, =X + 1 y. Resta ahora por estudiar su comportamiento en el
p%ano transversal, esto es en el perpendicular al z2. Este seré
el objeto de la siguiente seccibn.

3.Analiticidad de la funciédn de onda de la radiacibn dispersada.

En la seccibn anterior hemos visto que el campo dispersado
por el objeto satisface la ecuaciébn (1) con condiciones limite

apropiadas. Una de ellas es la condicién de radiacibén de Sommer-—
felq:
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Lim (28 _ike) =0 (\9)

Al

La otra condiciébn viene dada por el valor de la funcibébn de onda
en el dispersor, (lo que conlleva el conocimiento de la radiacidn
incidente). M&s concretamente, en orden a tener una funcibébn conti
nua y diferenciable, pueden darse los valores de E en un circulo—
circunscrito a los bordes del objeto; la solucibén a (1) Ffuera de
este circulo se conoce como solucibébn exterior a la ecuacidn de
Helmholtz (1). Dadas las caracteristicas de esta ecuacibén dicha
solucibén corresponde a una ecuacibn eliptica y es por tanto,(cfs
Ref.18)una funcibén analitica en toda regibébn finita del plano com
plejo z, =x + 172 . Donde ahora se ha considerado la propa-
gacién en el plano (x,y) y < es un eje normal a este plano .
Esta es toda la informacibén que puede obtenerse del an&lisis de
la ecuacibén de ondas; nada puede decirse en principio respecto al
orden y el tipo de esta funcibén entera ( cf.Ref.19). Ademés, nada
puede decirse tampoco en cuanto a la analiticidad de E en la re-
gién interior al objeto comprendida entre el circulo circunscrito
y el circulo inscrito a sus bordes. De hecho es bien sabido (20,-
21) cue si la solucibén exterior es analitica y E también lo es
en la regién entre los dos circulos mencionados, entonces se veri
Fican las condiciones para la validez de la hip6tesis de Rayleigh
esto es, la prolongacién analitica de E a puntos interiores al
circulo inscrito a los bordes del objeto. Siendo este un paso im-
portante para la Obtencién del objeto o potencial dispersor a par
tir de la onda del objeto una vez que la fase de E ha sido halla-
da y la ecuacibébn integral del scattering invertida.

Para encontrar el orden y el tipo de la soluciébén exterior B
se tiene que recurrir a la integral de Kirchhoff en la versiébn de
Rayleigh-Sommerfeld:

, W 13 26 LT
Eiry= A | Ger-r) 8rhE)dr +—‘—j Lerhdx (49)
)8 i v i g -

Donde la superficie & corresponde al scattering por una
superficie y el volumen V al scattering por un objeto que ocu-
pa un cierto volumen. En el primer caso el segundo término puede
hacerse desaparecer y en el segundo caso puede anularse el prime-
ro. G es la funcibén de Greeny 0O(I') es la funcibn que defi-
ne el objeto o potencial. El producto &x') E(1") es la onda
del objeto. Tomemos por ejemplo el caso de dispersibén por un vo-
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lumen; (lo que sigue se podria igualmente aplicar al scattering
por una superficie). Tomemos la funcién de Green para ondas esfé
ricas:

e Lk R

(20)

donde
Rz\‘:'t‘\ (24)

siendo ' un punto genérico del dispersor y T el punto de ob-
servaciédn. Desarrollemos (21) en una serie:

fr-r'Y =~ [4 + o2y (rw) N (T'z—lr(l".m))i
2r? 3T
(v*-27(r'.myy?
16 v6 oo ]

(22)

’ m= L ¢
T

Sustituyendo (22) en (20) y ésta en la primera integral de (19)se
obtiene

— 1 : ] 11_ ',
E(r)= ijomazw? exp [ (4+ Tmar(Cm)

2rt
B L2 LS I
EAR Ao ve
A partir de (23) se deduce que :
Lim €07 = 0 [exp(Rman +£)"] @)

T—> o0

donde p es el mé&ximo grado del polinomio considerado en la serie
(22). E1 truncamiento de esta serie después del segundo término
se conoce cbémo aproximacibédn de Fresnel, mientras que cuando se
desprecia, dentro de esta aproximacién, el término cuadrético en
T! se obtiene la aproximacién del campo en la regidn lejana
(Fraunhofer). Se deduce de todo esto que cuanto mas cerca se con
sidera la onda dispersada del objeto més términos de la serie(22)
se han de c¢onsiderar y por 1o tanto mayor es el orden de E. Nada
m&s emerger del objeto, la amplitud compleja extendida en el pla
no complejo es pues una funcidén entera de orden infinito. A medi
da que ésta se aleja del objeto su orden va decreciendo seg(n se
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van despreciando términos de orden superior de la serie (22),has
ta que al final, en la regién de Fresnel y en la regitn de Fraun
hofer, E se convierte en una funcibn entera de orden uno, esto es
de tipo exponencial. La propagacién reduce por tanto el orden de
la funcibén de onda.

En (24) Rmax €s la méxima dimensibébn del volumen de scatte-
ring,y de acuerdo con esta ecuacibébn ( cf.tambien ref.19) es el
tipo de la funcibén E. ¢ es una cantidad tan pequefia ‘como se quie
ra.

4. Los ceros del campo dispersado

Se ha visto en la seccibn anterior que el campo dispersado
en la regi6bn de Fresnel ( o Fraunhofer) es una funcibén entera de
tipo exponencial. Escribiremos en esta regién E cbmo :

a et o
E(x)=J f(t) e 24 et X At (25)

=&

donde, y en lo que sigue, consideraremos una dimensibn. Conside
rando las posibles extensiones a dos y tres dimensiones en las
secciones 7 y 8.

La ecuaci6n (25) constituye una transformada finita de Fou-
rier de la onda del objeto:

f(ery= O(£)E(E)

Es bien sabido (22), que una funcién de clase E (es decir,
de tipo exponencial), viene completamente definida por medio de
sus ceros en el plano complejo z, = x + 17 en la forma de un
producto de Hadamard. Para obtener el objeto o la onda del obje-
to  §(t) es pues preciso determinar 1los ceros de E(Zi) y luego
invertir la integral (25).

El producto de Hadamard es :

[ 4
E(zy=¢2zY T (1- %)

£
z
L. 4 "

donde las z_ son las posiciones de los ceros de E(z,). A partir
de ahora denotaremos z, simplemente por z entendiendo que nos re
ferimos al plano x + i< . E1 exponente q especifica 1la mul
tiplicidad del cero en el origen. A partir de (25),(26) y (27)
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se deduce que toda la informacién sobre f(t) es codificada por
estos ceros. A continuacién examinaremos la man.ra en que esto se
realiza, comenzando por las propiedades dgenerales y asintbticas
de las distribuciones de ceros. Por conveniencia solo se ha inves
tigado el espacio de Fraunhofer pero las conclusiones pueden ser
facilmente extendidas a la regién de Fresnel multiplicando 4(t)
por exp(ikt*/24) . Este Gltimo factor no se consideré por tanto
en (25) en 1o que sigue.

Integrando dos veces por partes la (25) se tiene

. o .
£ (2) = [f(t)e‘“klt ] N [ *ut)e_Lkzt &
-ikz a

Wz?
o (1)
& ~itwzt =
_J f (t) e it
o Rtz
considerando ftay , $(-a) *0 Yy VEL—Y 00
—ikza ikz a
fla) e F - {(-a)e
g(e)= -2 floe) (24)
-Lkz
un célculo sencillo da :
S A L .
Bz 2 exp[4n Log ($0-a0/f (o))
kz (30)

xstn (kza -ileg(f(-a)/f(a)))

por lo tanto, asintéticamente los ceros estan dados por :

= ﬁ_ [T +1 Lea (4-0/¢(a)] (34)
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A partir de (31) se deduce que el espaciado entre ceros es " /lea
1o que permite definir una densidad de ceros:

Dz lim WD | ka | 2a (33
Y = 00 T ™ A

La posicifén asintética de los ceros est& en j:ﬂ/kAbg\t%gl
la parte imaginaria de log {§(-a)/ f(a)) desplaza la coordenada x

de los ceros a partir de mw/pa -

La distribucién de ceros mls simple es cuando todos se encuen
tran en Zaz "R/ ko )y M=0 , A, 2, ...
Esta red fundamental de ceros genera la funcién sin (kaz) la que
determina el intervalo (-a.a) definido por dos deltas de Dirac
La/iay § (£ -a) y  ~ia/iar §(t va) .Cuando se quita un cero
del origen se obtiene a partir del producto (27) la funcibén sinc
0 funcién de Bessel de orden cero. Esta es la transformada Fourier
del objeto mas simple posible, esto es, un recténgulo dentro del
intervalo (-a,a). Esta configuracién fundamental de ceros da el
maximo nimero de ceros que puede asociarse con un objeto fisico
confinado en (-a,a); denominamos esto un complemento completo de
ceros. El1 crecimiento asintético de ), (2z) esté dado por 1/z.
El uso de esta red es equivalente a considerar la onda del objeto
siempre de cuadrado integrable. En general, el comportamiento a-
sintético de E(z) esté determinado por el primer término no nulo
en (28). Si el crecimiento est& dado por 1/z°, se sigue que f£(a)
= f(-a) = 0 . S6lo hay dos ceros en que esto ocurra. E1 primero
es cuando un cero de E (z) se quita, cémo puede verse a partir de
(27), dando una distribucién asinté4tica descrita por

I t [nr «i Log (2§ )] (33)

E1l segundo caso surge cuandc E(z) tiene un complemento com-
pleto de ceros. En este caso £(t) se escribe en la forma de una
convolucién : £ (t)= gwxh(t). Las transformadas G(z) y H(z) ad-
miten entonces sus propias distribuciones asint6ticas de ceros
haciendo la ecuacién (33) inadecuada. Por ejemplo, dos distribu-
ciones de ceros dadas por (31) pueden estar presentes y 10s ce--
ros de E(z) pueden tener aintéticamente hacia dos.rectas. En Prlg
cipio se podrian distinguir g?tOS gas casos gstudlando la varia~
ci6bn de E(z) con k : seria k y kX © respectivamente.
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En genera}, si el comportamiento asintético de E(z) es de
la forma 1/zn+ , Se sigue que los primeros n términos de (28) ,
y por tanto las n primeras derivadas de f(t) en t = + a, son ce-
ro. Esto ocurriré bien quitando n ceros o si existe una convolu-
cibén en f(t), mediante una combinacibébn de convoluciones y movi-——
miento de ceros.

Si se introduce un cero en E(z), el comportamiento asimtéti
co se modificaré. 'Si habia presente un complemento completo de
ceros, el cero adicional quita la integrabilidad cuadrética de
E(z), haciendo a esta funcidén carente de sentido fisico.

Si £(t) o cualquiera de sus derivadas tiene una discontinui
dad, esta se manifestard como una funcidn b) en la subsecuen
te derivada; su efecto es correr una infinidad de ceros, aunque
no necesariamente todos ellos. Una & en el origen traslada to-
dos los ceros asinté4ticos a otras lineas.

Pasaremos a continuacién a examinar la forma en que se codi
fica la informacién en el objeto;empezando con el efecto de qui-
tar ceros de la configuracibébn del sinc. Quitando el m—esimo cero
se obtiene

E(zy=z — =2 ), (kat) (34)

MU ~-kaiz

que, bajo una transformacibdn Fourier corresponde a la onda del
objeto dada por

{(t) = Ya(f/m)l: A - (Cos 'mvremlt] (35)

Puede verse facilmente que el quitar dos ceros, por ejemplo
el m—-ésimo y el p—-&simo genera

L .
E(z)= 22T T 3 (kaz) (36)

(M7 -kaz) (PR -kaz)

que da

: Lo v
F=Bole/m - L cosmu et W T L e IRCE)
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En el espacio t del objeto se codifica informacién real cuan
do los ceros son simétricos respecto del eje imaginario. Por tan
to si en la ecuacibén (37) es p =-m entonces

()= B, (t/a)[ 4~ cooma g mrt ] (39)

que representa un armébnico par- superpuesto al recténgulo P (t/a)
Debe mencionarse que en el espacio t no puede generarse 1nforma—
cién impar o imaginaria quitando ceros.

La exclusibén de varios ceros conduce a la expregién general

L t
{(t)=ga(t/m)[4— %(Z{l;f ‘:'l’ ) Cos pm €@ tlﬂf 1 (33)

Es tambien de sumo interés la informacibén codificada cambian
do los ceros de sitio en lugar de quitarlos de la posicién béasi-
ca' correspondiente al sinc. Si el m-ésimo cero se desplaza de

‘"‘W/ Ra a Xm +vTm

E(z) =zamn K2R p o 2 ) (40)

mE-kaz Xm ‘\'LZ-m

Usando la expresidn

’F{(Lz)“ E(2)} = ﬁ: (F{em}) (44)

se obtiene

fEr =g, (bra)[1-(a s 2 02

Xm+LlZm

Lmwk
) wsmr - T (42)

En general cambiando varios ceros se tiene

Lext
F(t)’ “’./A.) [4 z (-;;'.3_) “ -r\(—a.- xi*‘Ll )US?K e o~ (qa)
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Cuando se cambian varios ceros a gran distancia de su posi-
cién fundamental ( y tambien cuando se quitan ), £(t) se hace
muy pequefla en la proximidad de t = +a, esta regién aumenta con
el nimero m de ceros desplazados. Para estimar este efecto, supon
gamos que P = Max(p) habiendo M valores de p. En la proximidad de
t=+a, F(t) se comportard como

o2 [0 ] ™

tz=ra (M-\-A)\'

. . ™
[ (EER)™ (1 8 ae g o71E)] 22
T

9k ¢ 4-9 (M*'A)\.

A

(44)

donde se ha usado (39).

Considerando exclusivamente la contribucién mayor en (44)

M+A
H(t)]:("_l)nﬂ\ﬂ _L\ (fre) (45)
* axp 1T (Mr)l

Aparte del factor constante, f(t) es pequefia para una regibdn
que crece conforme lo hace M y, para un M dado, con P decrecien-
te; este efecto puede observarse. En la préctica, f(t) se obtie-
ne siempre 6pticamente o computacionalmente a partir de un record
finito del espacio z. Por tanto la funcidén £(t) que se obtiene es
a su vez de clase E. Este caracter analitico de la onda del obje
to reproducida hace este estrechamiento todavia més pronunciado.
Este es tambien el 1imite de resolucién de Rayleigh ( en el sen-
tido de Shannon) con que puede reconstruirse el objeto, (23).

5. Métodos de localigzacién de ceros y reconstruccién de objetos

Habiendo visto la significacién de los ceros de la amplitud
compleja dispersada E(z)}, con el fin de determinar esta funcién
en médulo (intensidad) y fase, es preciso localizar dichos ceros.
Obviamente, la localizacién de ceros reales es trivial, pues e——
1los aparecen como ceros de la intensidad medida de la radiaciébdn

dispersada. El problema es la localizacibén de los ceros en el pla
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no complejo z fuera del eje real y es de lo que trataremos en es
ta secciébn (24,25,26). Dos situaciones pueden distinguirse:
a) La onda del objeto o la de la imagen se puede procesar.

Esta es, en general la situacién a frecuencias 6pticas e in
feriores, siempre que el objeto no sea demasiado pequefio. Aparte
del término cuadrético en t, si en la (25) se multiplica £(t) por
la funcién exponencial exp( - k 7 t) se obtiene

vkt s
kRt (x+ z)*t (46)

E(x+iT) =J ]C(t)e_

A bajas frecuencias esto se puede hacer computacionalmente. A fre
cuencias 6pticas, sin embargo, solamente puede aplicarse un pro-
cedimiento directo de filtraje, consistente en modular £(t) segfin
indica (46). Para cada valor de T el eje de observacién se tras
lada del eje real que era para T=0, al x +17 : se Obser
va entonces la intensidad 1€ (x+it)\? cuyos ceros serén los ce—
ros complejos de E(z) en la linea x + i ¥ . Barriendo el plano
complejo, se van localizando sucesivamente los ceros complejos

de E(z) que caen en el correspondiente eje x + i z , 10s que a
parecen como ceros reales en la intensidad observable. En el ca-
so 6ptico unidimensional, este procedimiento requiere una serie
de filtros o, preferiblemente usando un filtro bidimensional y
realizando una transformada Fourier unidimensional, en canal mGl
tiple, segfin el método descrito por yu (27) ( § 7.2) descrito
también en (24) y (26).

Este procesado en tiempo real tiene la ventaja de sb6lo re—-—
querir medidas geométricas de las coordenadas de cada cero.

b) Las intensidades dispersadas son susceptibles de ser procesa-
das.

Esta es la situacién en algunos problemas 6pticos y cierta
mente la siempre presente a altas frecuencias del espectro elec~
tromagnétlco. Los ceros de la intensidad I(z)= E(Z)E 2%y
son los de E(z) y los de E*(2¥) ocurriendo en posicio
nes complejas conjugadas.

Es posible localizar 10s ceros de I(z) usando un procedimien
to similar al descrito anteriormente, es decir, midiendo | 1(2)|?
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Puesto que

2 a
1(*)=\E(XH2 =.[ ¥(?)e—lkquf

—2a (41)

donde
o

M’)zj f*ct){(hg)ott (49)

-4+

se puede aplicar el filtro exponencial a la funcibdn de correla-
cibn - () . E1 método puede restringirse a un sb6lo semipla-
no debido a la simetria de los ceros respecto del eje real. Sin
embargo esta simetria introduce una doble ambiguedad para cada
cero complejo localizado cuando se trata de asignar su oOrdenada.
Esta falta de informacidn se ve claramente en el producto de Ha-
damard (27)

I(Z):\E(Z)‘ - ﬂ- (xv\ 7‘) + Tn (‘IXI)
N=-00 xs\*"j:
que depende de \Ynl en vez de Ya . Por tanto si se localizan

N ceros complejos de I(z), hay 2 posibles E(z) que corresponden
a la misma I(z). Esta es la ambiguedad fundamental en problemas
inversos cuando solamente los datos de la intensidad son accesi-
bles.

. . o N

Para encontrar estos ceros se necesitarian en principio 2
operaciones para identificar cuales son 1los que estan en el se-—
miplano correcto, consistentess en la comparacibn de todas las
intensidades con el mismo conocimiento a priori (28). Un método
réapido y simple puede sin embargo desarrollarse (29) para un dis
persor débil, en el gue es valida la primera aproximacibébn de Born
el cual reduce las 2 operaciones requeridas a solamente 2N. Es
te procedimiento necesita informacibédn adicional en otro espacio,
por ejemplo el conocimiento de una intensidad en un plano de Fres
nel. Una vez que los ceros de I(z) se localizan en el plano com
plejo correspondiente a la regién de Fraunhofer el algoritmo uti
lizado comienza considerando la aproximacién cero de E(z) supo-
niendo que todos 1l0s ceros estan+situados en la red bésica en
Zrlznn/kw : , n=-—4,tlk-“

La primera aproximacidédn para E(z) se obtiene moviendo el z, a
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las dos posibles posiciones, respectivamente en el semiplano su-
perior y en el semiplano inferior. Se calculan las dos posibles

intensidades Fresnel y aquella que més se aproxima a la intensi-
dad Fresnel medida a priori se selecciona como determinante del

signo de Y, . Con esta vy, » €1 signo de vy, se selecciona
por idéntico procedimiento; de este modo, repitiendo el proceso
se van obteniendo los signos de todas -las Yq . Una condicién

suficiente para que el método funcione es que 1los ceros se com-
porten, en primera aproximacién, independientemente. Esto impli-
ca que 1los ceros no se encuentren muy alejados de las posicio-
nes correspondientes a la red bésica del sinc. Fisicamente,ésta
es la situacién correspondiente a dispersores débiles.

Una mejora de este método, que permite la localizacién de
ceros para cualquier dispersor, parece posible utilizando el mé-
todo de conjugacién de fases (30), que ofrece la posibilidad de
encontrar la parte real de E(x).

6.Estadistica de figuras de speckle.

Cuando el objeto dispersor consiste en un medio aleatorio,
tal como un material con un volumen de indice de refraccién inho
mogéneo (31) o una superficie rugosa, aparece en la distribucién
de intensidad dispersada una estructura de speckle (32). En gene
ral, la presencia de ceros complejos tiene la manifestacibén fisi
ca en el eje real consistente en una oscilacién de la intensidad
(5). Cuando dicha oscilacién es aleatoria, corresponde a la fi-
gura de speckle observada. Un estudio de la estadistica de esta
intensidad da por lo tanto informacién sobre la estadistica de la
distribucién de ceros y su manifestacién en el eje real.

La estadistica de figuras de speckle ha sido estudiada por
diversos autores (33-42) experimentalmente y tebricamente dentro
del marco de la aproximacibédn de Kirchhoff dada por Beckmann vy
Spizzichino (10). Sin embargo, nada se sabe sobre el caso en que
existe scattering mOltiple. Este problema ha sido recientemente
abordado por nosostros y en esta seccién pasamos a exponer 1os
principales resultados del estudio.

Sean:  Ro=(% ) ~%,) Yy ka=(¥+ra ., %) los vectores
de onda corregpondientes a la radiacién incidente y difractada
respectivamente en la superficie rugosa de vector de posicién
r= (R, Z=D(R), D(R) denotando la corrugacién de la superfi-
cie.
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La expresién para la intensidad media dispersada <{1(¢(g))
en cuarto orden de la rugosidad o ha sido hallada (44) y da:

(1)) = [4-49"c2 + 334 ¢4] Sq,0

2 2 1
(49)
- g- @ TH4 9,Re q (g rRe Q)Lq-lf]

et _-@ 1Yy %
T T Ry (3 g Re) o

Es interesante estudiar 1o que pasa en (49) en la direcciébdn
especular en ese caso se tiene:

{I0g=0)) = [1- 440" +34," 4] Jg,0

(5
T [ agiot g gb o]

que es idéntica a la expresibdn obtenida con la aproximacién de
Xirchhoff . Por lo tanto la intensidad dada con la aproximacién

de Kirchhoff es exacta en la direccién especular. Este es un resul
tado muy importante, ya que es en esta direccibdn en la que se ha-
cen la mayoria de las medidas de speckle en superficies 6pticas
(cf. Refs.40-42).

Para obtener informacién de la estadistica del speckle no
basta sin embargo con la intensidad media. Deben conocerse ademés
momentos de orden superior. En general, el célculo de éstos se ha
ce pronto muy complicado. Sin embargo una buena informacién puede
obtenerse a partir de la denominada relacién sefial-ruido o contras
te de speckle, que para el caso de una distribucién de amplitud
compleja gaussiana no circular, (hipétesis valida siempre que el
&rea de la superficie iluminada sea suficientemente grande, en
virtud del teorema del limite central ) , es (38,39):

pro 1y -4 1., 1= . WAt (s54)
(Or T L@t L1@y®
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Que en el caso de estadistica gaussiana circular se convierte (39)
en:

f’l;,(_ M (52)

{1cay)?

En orden a determinar (51) es preciso calcular tambien el momento
(A . Siguiendo un célculo similar al desarrollado para <1»
se obtiene

Ry = [(1-9920 « g4 g4

3 L (53)
T K3
* BT (-24,0  + 404" rr’l)] 50,9
=] ° -

Debe observarse que (AN es especular, 0 sea cero fuera
de Q=9 . Segundo, para el limite g Tt » 4 , para el que
se ha calculado (53), el valor de () coincide con el
obtenido con la teoria de Beckmann~Kirchhoff que da :

-t gt 2 00
(AZ(Q) = e ° $ T 1 _an
'> [4 3 2 Z (\)
nso
(54)

n
(%+ %) 1 ]
mnin

En conclusibén, la teoria de Kirchhoff debe ser adecuada pa-
ra la interpretacién de medidas experimentales en la direccibdn
especular. Cerca del origen, pues, parece que el secattering midl-
tiple no afecta a la distribuciébn de ceros. Esto es importante
pues entonces en regiones préximas al origen el algoritmo de re-
construccibn descrito en la seccibn anterior debe funcionar in——
cluso para dispersores fuertes,
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7.La transformada de Hilbert Logaritmica: E1 problena de la fase
en dos y més dimensiones.

Se ha visto en los parrafos anteriores el poder de las con
sideraciones de analiticidad de la funcidén de onda correspondien
te a la radiacién dispersada en lo que se refiere a la reconstru
ccién del objeto. Segln el teorema de Paley ~ Wiener, el campo
dispersado en la regién de Fraunhofer, dado por (25) es una Ffun-
cibén entera de tipo exponencial; este resultado ya se ha discu-—-
tido en la seccibn 3. En consecuencia puede demostrarse (49) que
existe una transformacién de Hilbert logaritmica entre el médulo

1E (O] y la fase @(x) de €.

En consecuencia,. dado que las ecuaciones son validas si E(z)
no posee ceros en un semiplano del plano complejo z= X + 1 ¢ ’
se puede obtener la fase a partir del médulo, dado por la inten
sidad medida, de la amplitud compleja dispersada cuando la exten
sibén analitica de ésta en el plano complejo z posee un semipla-
no libre de ceros. En este caso especial éste es el modo mas di-
recto de obtener la propia funcibén de onda de la radiacién dis—-
persada y, mediante la inteégral de scattering, obtener por una
inversién la onda del objeto o la propia funcién del objeto. En:
este sentido, este método seria alternativo a los procedimientos
descritos en la seccibdn 5. De hecho, éste fue el primer método
sugerido por Wolf en 1962,(50) en relacién con el problema de la
fase en la teoria de la coherencia parcial, (vease una exposiciédn
detallada de este problema en la ref.51), y posteriormente por
Burge et al. en 1974 (52). Sin embargo, es siempre diffcil saber
cuando existe un semiplano libre de ceros. Solamente existe una
condicién suficiente para asegurarlo, a saber, cuando se superpo
ne una onda de referencia coherentemente a la onda dispersada por
el objeto. Esto es un holograma, y esta es la demostracién matema
tica formal de por qué la holografia funciona tan bien en la so-
lucién al problema de la fase.

Es de interés, por tanto, generalizar las relaciones de dis-
persién a dos y més dimensiones, que son el nimero que en general
exigen los problemas reales que se encuentran en la practica.
Estas son ( vease ref.13):

¢("|;X1)'—'¢(0; o) & X1 Xz SS g Oxi, x3) dxid xy

x* (.xlf X\) ( *EL’ Y‘L)

—bo

[
A¥l1 _ )_(TA(_ j Loa \E(X',,X';)\ AX“

-o0 Xy (XY - %)

(553)
™

- X1 Ioa Lo3 Ve (%, x'2)

~vo X2 (%h - x2)
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0o

LO%\E(X‘,)(-L)\: X\_;(‘-j;_ JJ ‘iL\E(X'./X'z)\ Ax:Ale

X! Xy (X} - %) (x5 -%0)

bt (55 b)
y X hﬁl"\.)
T j Ax! K S ¢(x\;*z) dx'y

_ X (x|-x
* ) - Do x?.(xl-""‘-)

¥ \.oa\E (0, 0))

Que son las transformadas de Hilbert logaritmicas bidimensionales
Estas ecuaciones no son solubles para ¢(s<.,,c,_) ni para loalE(xe,_j\
Por tanto, a diferencia del caso unidimensional, no existen rela
ciones de dispersién solubles entre el médulo medible de €£(x,,x%2)
y su fase en dos dimensiones. Esto mismo es igualmente vélido en
tres o més dimensiones.

En el caso en que la funci6én de onda es factorizable

E(%,,%X2) = E4(®%) Ea (%) (5¢)
siendo )
E,(x\):lE.(x\)leL¢"“.) (573)
EL(\“I.)"\EL()H.)\ CL ¢1.()‘1.) (57b)
de manera que
VE (e %)) = | POk | | Fix)) (5% a)
PO, xa) = gy + fixa) (58b)

se obtiene:
Plxi, %)= @, (0) * ¢1(°3 - -’%— j LD;!\E'CX )__.o\x‘ (54 a)
=00 X\ (x' -x,)

'%— S jIE‘L(XL) A

e 1("1')(13
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Locé JE(%y, )(1.)\: \-08 VE (oY) « \.oa\E;(P)\

r X jm ¢I(X‘|) )\X\-\— Y1 i ¢ (X‘) (5QL’>
K —o XN (Xh-w) ?j R RESLLE 2
0 X4 (x4 “Xa2)

que es el caso mas simple en que el problema bidimensional puede
resolverse.

En conclusién puede decirse que el esquema basado en las re
laciones de dispersién, no proporciona expresiones para obtener
la fase a partir de la intensidad medida en dos dimensiones, ya
que las transformadas constituyen ecuaciones integrales singula-
res sin soluciédén Gnica. Por 1o tanto en aquellos casos en que se
desee aplicar las relaciones de dispersién para el célculo de 1la
fase y la reconstruccién del objeto, se deberé&n usar las trans—-
formadas de Hilbert unidimensionales dividiendo el objeto en ti-
ras unidimensionales y reconstruyendo cada una de estas hasta
que la zona multidimensional ocupada por el objeto sea totalmen—
te reconstruida. Puesto que cada una de estas tiras unidimensio-—
nales tendr& una transformada de Hilbert unidimensional el teo—-—
rema de Paley-Wiener se podréa aplicar. En el préximo parrafo tra
taremos con més detalle la reconstruccién de objetos mediante ti
ras unidimensionales, como veremos, esto se puede llevar a cabo
mediante proyecciones en la regidén de Fraunhofer.

8. Soluciones a los problemas de reconstruccidn de objetos en dos
y tres dimensiones .

En esta seccidén vamos a exponer los resultados relativos a
la reconstrucciédn de objetos en dos y tres dimensiones. La apli-
cacién de la teoria de prolongacién analitica en el planc comple
jo a dos y tres dimensiones implica la introduccidén de espacios
complejos de cuatro y seis dimensiones respectivamente estudian-
do en ellos las distribuciones de las variedades que constituyen
los ceros en dichos espacios. Esta es una tarea formidable. Es
deseable por tanto la posibilidad de aplicar las técnicas de pro
longacién analitica unidimensionales de manera que el estudio
realizado y expuesto en los pérrafos anteriores sea directamente
aplicable a estos problemas de objetos con mayor nimero de dimen
siones. Esto es posible en muchos casos como se veréa a continua—
cibn .
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Sea £ ( t , t, ) la onda bidimensional del objeto. La empli
tud compleja dé la "radiacién dispersda en la regién de Fraunho-

fer es
00

i ¥y +taxs
E (x'/’”'\): 4“ {H’.,,‘LL)C k(tox e )A-{xﬂu'-’- (69)

-0

Conviene distinguir varias situaciones
a) La funcién £ ( t1 ,t2) o su imagen se puede procesar.

En este caso la funcién £(t, , t. ) se puede dividir en ti
ras unidimensionales de la forma {(t,,+2) d(t2-¥)
Para cada una de estas tiras se pueden entonces aplicar 1los métg
dos descritos en la secciébn 5, o la transformada de Hilbert uni-
dimensional si se sabe a priori que se posee un semiplano libre
de ceros. Para cada K, se reconstruye entonces una tira ((t”tz)
x§(t1-x) de manera que la funcién bidimensional £(t, , t. )
llega completamente a reconstruirse yuxtaponiendo estas tiras.

b) Un procedimiento alternativo, mediante el gue se evita el pro
cesado en el espacio del objeto o la imagen, y utiliza por con—-—
siguiente solamente la informacién en el espacio de Fourier (Fraun
hofer o Fresnel ) consiste en utilizar proyecciones en dicho es-
pacio. Se define la proyeccién G ( X, ) de E ( X X, ) mediante

00

G (x) =J E (%, X2) dxy= E(%; x2) X X J (%) (61)

- po

donde el doble asterisco denota convolucibén doble, esto es, res-—
pecto de x_, y de Xy e Esto corresponde a la tira unidimensional
del objeto

{('El/‘tl) g(‘tl)= ‘:(‘L”O)é(ti.) (67.)

como puede comprobarse tomando la transformada Fourier bidimen-—-—
sional de (62).

Obviamente la funcibén G (x_) es una funcibdn bidimensional ,
constante a lo:largo de la direccién x, . La operacién (61) pue-
de realizarse colocando una lente cilindrica en frente de E(x1,x2)
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con el eje a lo largo de la direccibn x_. Efectuando sucesivas
traslaciones del objeto en la direccibén t, se van seleccionando
las tiras unidimensionales que se desean réconstruir y su super-
posicibn proporciona el objeto bidimensional.

Otra posibilidad consiste en rotar la direccibn de integra-
cibn en (61) mediante un giro de ejes bajo sucesivos &angulos.

En cuanto a la determinacibdn de la funcibn g(x ) deben dis-
tinguirse dos situaciones :

i) La funciébén G(x1) se puede procesar.

Puesto que la funcibn G(x_ ) es igual a la funcibn G (*1,X2)
x § (¥2-¥) repetida uniformemente a lo largo de la direccibén x
se puede insertar un filtro exponencial en el plano de esta fun-
cibén de manera que se obtenga una representacibén de su transfor-
mada Fourier en el plano complejo mostrando sus ceros tal y como
se indicd en la seccibdbn 5, obteniendo de esta manera GLxeQS(xr«)
a partir de los ceros en el espacio conjugado.

ii) Solamente la intensidad \G(m,xz)f se puede procesar.
En este caso se debe utilizar el algoritmo iterativo descri

to en la seccibén 5. Este implica la medida de una proyeccibén de
la transformada Fresnel E4d(x,,%z) :

00
rrat et +ty X
EA(XHX:.):KS{H’.,,&L)C 1&( * 1)6L\¢‘ X+t Xa) A‘L\Atz (£%)
-0
Es decir, una proyeccibdn dada por
00
GA(X\)'— J E(l(’h, X2) AXz (6‘[)
- bo
que da en el espacio [t,,+t2) la tira unidimensional :

Cl by e i (B v ¥) 5 (65)
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Por lo tanto, comparando la intensidad Fresnel reconstrui-
da \04(*d\1 con la intensidad Fresnel medida dada por
(92) se puede determinar la funcibén y por tanto las tiras uni-
dimensionales sucesivas que reconstruyen la funcibn bidimensio
nal £ ( t, , t, ). -

C) Si la amplitud compleja dispersada no se puede procesar, de
manera que solamente se puede disponer de intensidades de 1la
forma |E(%,,%2)1?% , entonces se requeriré un tratamiento
completo usando la teoria de funciones enteras de dos variables
complejas, asi como informacién a priori adicional. Esta Gltima
consiste en el conocimiento de la forma de la apertura y una in-
tensidad Fresnel. Suponiendo un dispersor débil y escogiendo, por
ejemplo una apertura circular, los circulos de ceros (correspon-
diente a la funcién de Bessel circular que da dicha apertura) ,
pueden localizarse utilizando una extensibén del método presenta-—
do en la seccibn 5.

Pasaremos a continuacién a presentar los principales resul-
tados en cuanto a la reconstruccibébn de objetos tridimensionales.
Dos situaciones importantes cabe distinguir:

A) Optica geométrica. En este limite dos situaciones hay que se-
nalar :

i) Propagacién rectilinea, que es el caso tratado por la tomogra
fia convencional (55-63), la cual ha sido ya extensamente estu-
diada por 1lo que no nos ocupamos de ella aqui.

ii) Propagacién descrita por la ecuacién eikonal (17) este es un
caso no estudiado completamente todavia, sin embargo tampoco nos
ocupanos de &1 aqui. :

Estrictamente considerado, el punto A es un caso particular
del punto B que pasamos a exponer a continuacién:
B) Objetos dispersadores.

La relacién existente entre la onda del objeto y el campo
dispersado en la regién de Fraunhofer es, aparte de un factor de
inclinaciébn:

- 3 Lkt -x
E(-.a,o—g Lt f(r)et 2 (66)
v
La obtencién de 4 (t) es mucho més dificil en tres dimen

siones en comparacibédn con una y dos dimensiones, debido a la im-
posibilidad de invertir la ecuacién (66). Es bien sabido (64,65)
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que las tres componentes de X no son independientes ya que
son los cosenos directores del punto de observacibén, los cuales
determinan la esfera de Ewald. Por lo tanto el campo dispersado,
a pesar de su estructura tridimensional en el espacio, es esen-
cialmente una funcién bidimensional. Esto no es sorprendente
puesto que la amplitud compleja satisface la ecuacién de ondas o
méas exactamente es una funcibén pseudoanalitica en el espacio com
plejo asociado al de propagacién, de manera que dados los valo—-—
res de dicha funcién en una superficie bidimensional, automética
mente determina los valores en cualquier otro punto del espacio
tridimensional. En consecuencia, a partir de informacién bidimen
sional en el espacio X no es posible recobrar la estructura
tridimensional del objeto.

Veamos el método propuesto por nosotros en orden a resolver
este problema:

Supongamos que las medidas se realizan en el plano ecuato——
rial X, = 0. Con esto se obtiene a partir de (66):

50 7]
E(x\) = J At dty e Aty $ () (67)

lk(tt*\+t1x1)g
-00 -bo

Donde se ha tenido en cuenta que, puesto que,

X & Xo ¥ Xy =4 (63)
se tiene
X:L-q—xt =0 ; X3=o0
Para obtener la proyeccibn j::¥(t)At> a partir de E(X)

caben dos posibilidades. La primera es considerar un plano de
realizano la operacidn :

St ftdk = §0am ) | (el d e
-bo

—bo
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lo que sugiere iluminar el objeto con una onda plana de frente
de onda unidimensional, ( el objeto dispersor debe ser en este
caso un dispersor débil para que este método sea operativo).La
orientacién de la onda debe ser tal que su frente se oriente en
la direcci6n del eje t3 y se propage en el plano +§ en dire——
ccibn i, .

Se tiene asi la situacibébn unidimensional

Exz et S

* % Llext
“tk %,
dt4 '( Aty L(x, k7 ) e ' (10)

ecuaciébn que da la funcién J::J¢3{(t'/tzlt3) . Todavia
queda la obtencién de la onda del objeto §(ti,ty,t3) a partir
de la proyeccién anterior. Esto puede conseguirse mediante una
transformacién de Radon (62,63). Para realizarla es necesario
llevar a cabo las medidas en una sucesién de planos, para un ran
go de valores de x, ; es decir girando el circulo de medida alre
dedor del eje t_. éste procedimiento puede repetirse para una su
cesibén de valorés de t,_ para obtener la reconstruccidén completa
de la estructura tridimensional.

La segunda posibilidad de resolver el problema bidimensional
dado por la ecuacibédn (68) consiste en iluminar el objeto con una
onda plana tridimensional, esto es, con un frente de onda bidi--
mensional, en este caso no se efectfia la operacién (69). Enton——
ces la inversién de la operacién (68) no se puede realizar ya que
ahora la amplitud compleja € (x,,x2) es una funcién de una
variable. Para convertirla en una funcién de dos variables es ne
cesario variar ladireccién o frecuencia del haz incidente. Esto
genera una familia de funciones unidimensionales equivalente a
una sola funcién de dos dimensiones. Este método puede considerar
se en este sentido equivalente al propuesto por Wolf (64) y por
Dandliker y Weiss (65).



33

El primer método propuesto aqui es la generalizacién direc-
ta del problema bidimensional. E1 segundo método puede conside—
rarse como una generalizacidén del primero. Es todavia posible i-
dear un tercer procedimiento, basado en el desarrollado por Wolf
en (64) consistente en determinar la amplitud compleja dispersa-
da no en un circulo, sino en un plano y usar despues, en lugar
de un procedimiento hologréafico como é1 proponia, usar el método
propuesto en el apartado b de esta seccidn; el cual puede en es-
te considerarse en este sentido como una alternativa al método
hologréafico, sbélo posible cuando existe un haz de referencia dis
ponible, esto es, cuando se sabe a priori que puede crearse un
semiplano libre de ceros.
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9. Conclusiones

En el presente trabajo se han expuesto los resultados prin-
cipales relativos al problema de reconstruccién del objeto en Op
tica mediante prolongacién analitica de la funcibébn de onda del
campo dispersado en el plano complejo. Esto ha requerido un estu
dio profundo de las caracteristicas principales de dicha funcién
en 1o relativo a su analiticidad.

Del estudio se pueden inferir, por tanto, las siguientes
conclusiones

1) La amplitud compleja dispersada puede extenderse analitica--
mente en un espacio complejo de cuatro dimensiones, (cuando su
argumento es unidimensional), en el que se pueden deducir diver
sas propiedades importantes : La funcibédn de onda es una funcibn
analitica generalizada, o pseudoanalitica en una.proyeccidn del
espacio complejo y, como tal satisface la ecuacibédn de Rayleigh-
—-Sommerfeld que da la descripcibdn de propagacidén de acuerdo con
el principio de Huygens-Fresnel, En el otro plano complejo de
dicho espacio es una funcién entera, de orden infinito en prin-
cipio hasta que llega a través de .supropagacibén a la regién de
Fresnel y Fraunhofer, a partir de la que se convierte en una fun
cibébn entera de tipo exponencial, esto es, de clase E. Como tal
viene descrita en términos de sus ceros mediante la representa-
ci6én de Hadamard.

2) Los ceros codifican toda la informacién que transporta la se-
flal desde que es dispersada por el objeto hasta la regién de de-
teccibén. E1 desplazamiento de cualquier cero a partir de la red
basica correspondiente al sinc codifica un arménico. La informa
cibén en el objeto es por tanto la combinacibén de estos arménicos
y depende por tanto de la "perturbacibén" en las posiciones de es
tos ceros respecto de la red basica. Un cero puede considerarse
que representa un grado de libertad de la sefial. La descripcibdn
tradicional (66) considera que los grados de libertad estan apro
ximadamente dados por el producto espacio-anchura de banda. E1l
modelo que se basa en los ceros establece un nimero de grados de
libertad determinado por el ntmero de ceros localizables en el
intervalo de medida. Ambas definiciones son esencialmente la mis
ma. La codificacibn de la informacibén de una sefial por medio de
los ceros es s6lo una de las posibles representaciones de la se
fial, es decir, aquella que hace uso de su analiticidad.
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3) Las representaciones de Shannon y Hadamard son por tanto equi
valentes, de hecho la ecuacién (39) no es otra que la expresién
del teorema de Shannon, esto es evidente sin mls que tomar en
ella las transformadas Fourier de ambos miembros para ver 1o que
pasa en el espacio del espectro. Sin embargo la informacibdn que
se tiene en la descripcién mediante ceros es puramente estructu
ral mientras que aquella en término de los puntos de muestreo de
Shannon es métrica y estructural, es decir informacién que re—-—
quiere no solamente la localizacibén sino tambien el valor de la
medida del correspondiente arménico asociado. Esto quiere decir
que la descripcién en términos de los ceros reduce toda la infor
macién a estructural o geométrica relativa a la posicién de ca-
da cero. Por 1o tanto la situacién éptima en un experimento se-—
ra aquella en que se localicen todos 1los ceros posibles de 1la
sefial asi como todos sus posibles valores de muestreo en el eje
real, ésta es la llave para la continuacién analitica de la se-—
filal méas allé del 1limite clésico de Rayleigh. En efecto, el pro-
ducto de Hadamard da los valores de la funcidén en todo punto del
plano complejo, y en particular sobre el eje real. Sin embargo
ninguno de estos valores es exacto a menos que se hallan encon-
trado los infinitos ceros e introducido su contribucibén como fac
tores de dicho producto. Sin embargo, ajustando 1los valores en
el interior del intervalo de medida a aquellos obtenidos experi-
mentalmente, y dada la unicidad de la extrapolacidén analitica
fuera de dicho intervalo por el principio de continuidad analiti
ca para la sefial, se pueden obtener a partir del producto de Ha
damard valores fuera de la regidén accesible a la experimentaciébn.

4) E1 modelo de los ceros resulta de gran valor para encontrar
la fase en los casos en que ésta no puede medirse directamente.
E1l esquema de Shannon sin embargo permite una infinidad de fases
posibles asociadas a cada punto de muestreo. Por el contrario,
los ceros codifican é6pticamente la informacién de la amplitud
compleja dispersada; de hecho una transparencia representando la
distribucibén de 1los ceros puede considerarse como el holograma
més simple posible.

5) Hay dos formas posibles de mostrar la posicién de los ceros

de la amplitud compleja, cada una de ellas depende de las condi
ciones del problema. Estas son el algoritmo iterativo y el fil-
tro exponencial descrito en la seccibdn 5. Los objetos a los que
en principio parecen ajustarse mejor estos métodos, son aquellos
que pueden describirse como de la primera aproximacidén de Born.

No obstante se ha hecho en la seccibén seis un estudio detallado
de objetos que acttan como dispersores fuertes, siendo estos ob
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jetos estudiados superficies rugosas, y se ha llegado a la con--—
clusibén que el contraste de speckle, que es la manifestaciébn de
la distribucién de ceros sobre el eje real, no varfa en la dire-
cciébn especular, esto induce a pensar que la distribuciébébn de ce-
ros cerca del origen no cambia apreciablemente respecto a si se
considera el objeto un dispersor débil o se hace un formalismo
de scattering miltiple con él. La diferencia se hace mls acusada
a medida que se va a regiones correspondientes a frecuencias es-
paciales més altas.

6) Cuando la funcidn de onda no posee ceros en un semiplano se
puede establecer en una dimensién una relacibén de dispersidn

que da la fase en funcibén de la intensidad medida. Este esquema
se ha estudiado en dos dimensiones y se ha encontrado que no es
valido ya que dichas relaciones de dispersidén constituyen ecua—-—
ciones integrales singulares del tipo Cauchy sin solucidn Gnica.
Por tanto, una aplicacién de las relaciones de dispersién requie
re necesariamente objetos unidimensionales, o si no, la divisibn
del objeto en tiras unidimensionales.

7) La reconstruccibdn de objetos bidimensionales y tridimensiona-
les puede siempre realizarse por medio de la superposicién de ti
ras unidimensionales reconstruidas por medio de proyecciones de
la amplitud compleja dispersada cuando esta amplitud compleja sea
tal gue se pueda procesar. Esto requiere el uso de una lente ci
lindrica y la medida en el valor cero del argumento de la trans-
formacién unidimensional que dicha lente realiza. E1 campo disper
sado por objetos tridimensionales es esencialmente bidimensional,
a pesar de su estructura en un espacio de tres dimensiones.Esto
por un lado es un inconveniente, ya que solo experimento, (esto
es, una sola medida) no puede dar informacidn suficiente para la
reconstruccién sin ambiguedad del objeto tridimensional, sin em-—
bargo esto es por otro lado una ventaja, ya que la reconstruc——— -
cibn de la sefial se reduce a un espacio de dos dimensiones y pue
de por consiguiente llevarse a cabo mediante proyecciones unidi-
mensionales. E1 formalismo unidimensional es por lo tanto aplica
ble a la reconstruccién de objetos bidimensionales y tridimensio
nales siempre que se puedan medir intensidades correspondientes

a estas proyecciones unidimensionales.
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ia desde finales del siglo XVII hasta

los inicios del XX).

Contreras Gay, J.:

Problematica militar en el interior de
la peninsula durante el siglo XVIl. El
modelo de Granada como organizacion
militar de un municipio.

Laguillo Menéndez-Tolosa, R.:
Aspectos de la realeza mitica: el pro-
blema de la sucesién en Grecia an-
tigua.

Janés Nadal, C.:.
Viadimir Holan. Poesia.

118

119

126

130

133

134

138

142

(Matematicas,

Mulet, A.:
Calculador en una operacién de rec-
tificacion discontinua.

Santiuste, J. M.:
Combustién de compuestos oxigena-
dos.

Vicent Lépez, J. L.:
Peliculas ferromagnéticas a baja tem-
peratura.

Salvd Lacombe, J. A.:
Mantenimiento del higado dador in
vitro en cirugia experimental.

Plé Carrera, J.:
Estructuras algebraicas de los siste-
mas légicos deductivos.

11

19

20

22

25

26

Capel Martinez, R. M.::
La mujer espaiiola en el mundo del
trabajo. 1900-1930.

Pere Julia:
El formalismo en psicolingiiistica: Re-
flexiones metodoldgicas.

Mir Curcé, C.:

Elecciones Legislativas en Lérida du-
rante la Restauracién y la Il Republi-
ca: Geografia del voto.

Reyes Cano, R.:

Medievalismo y renacentismo en la
obra poética de Cristébal de Casti-
llejo.

Portela Silva, E.:
La colonizacién cisterciense en Gali-
cia (1142-1250).

Navarro Mauro, C.:
La terapia de pareja segiin la teoria
sistémica.

Peldez Manuel, J.:

Las relaciones econdémicas entre Ca-
taluiia e Italia, desde 1472 a 1516, a
través de los contratos de seguro ma-
ritimo.

Reyero Hermosilla, C.:
Gregorio Martinez Sierra y su Teatro
de Arte.

Serie Verde

Fisica, Quimica, Biologia, Medicina)

Drake Moyano, J. M.:
Simulacién electrénica del
vestibular.

aparato

Purroy Unanua, A.:
Estudios sobre la hormona Natriuré-
tica.

Serrano Molina, J. S.:
Anidlisis de acciones miocéardicas de
bloqueantes Beta-adrenérgicos.

Pascual Acosta, A.:
Algunos tépicos sobre teoria de la in-
formacion.

| Semana de Blologfa:
Neurobiologia.

| Semana de Biologfa:
Genética.



27

28

29

30

39

44

45

47

43

49

51

52

55

56

| Semana de Biologia:
Genética.

Zugasti Arbizu, V.:
Analizador diferencial digital para con-
trol en tiempo real.

Alonso, J. A.:
Transferencia de carga en aleaciones
binarias.

Sebastidn Franco, J. L.
Estabilidad de osciladores no sinu-
soidales en el rango de microondas.

Blasco Olcina, J. L.:

Compacidad numerable y pseudocom-
pacidad del producto de dos espa-
cios topolégicos.

Sénchez Rodriguez, L.:
Estudio de mutantes de saccharomy-
ces cerevisiae.

Acha Catalina, J. |.:
Sistema automatico para la explora-
cién del campo visual.

Garcia-Sancho Martin, F. J.:
Uso del acido salicilico para la me-
dida del pH intracelular.

Garcia Garcia, A.:

Relacién entre iones calcio, farmacos
ionéforos y liberacion de noradrena-
lina.

Trillas, E., y Alsina C.:
Introduccién a los espacios métricos
generalizados.

Pando Ramos, E.:
Sintesis de antibiéticos aminoglicosi-
dicos modificados.

Orozco, F., y Lépez-Fanjul, C.:
Utilizacion 6ptima de las diferencias
genéticas entre razas en la mejora.

Gallego Fernandez, A.:
Adaptacién visual.

Castellet Solanas, M.:
Una contribucion al estudio de las
teorias de cohomologia generalizadas.

Sénchez Lazo, P.:
Fructosa 1,6 Bisfosfatasa de higado

57

59

63

65

66

69

76

80

82

84

86

87

a9

91

de conejo: modificacién por proteasas
lisosomales.

Carrasco Llamas, L.:
Estudios sobre la expresion genética
de virus animales.

Afonso Rodrfguez, C. N.:
Efectos magneto-6pticos de simetria
par en metales ferromagnéticos.

Vidal Costa, F.:
A la escucha de los sonidos cerca de
TA en el 44 liquido.

Andréu Morales, J. M.:
Una proteina asociada a membrana y
sus subunidades.

Blazquez Ferndndez, E.:

Desarrollo ontogénico de los recep-
tores de membrana para insulina y
glucagon.

Vallejo Vicente, M.:
Razas vacunas aut6ctonas en vias de
extincion.

Martin Pérez, R. C.:
Estudio de la susceptibilidad magne-
toeléctrica en el Cr,0, policristalino.

Guerra Suérez, M." D.:
Reaccion de Amidas con compuestos
organoaluminicos.

Lamas de Leén, L.:
Mecanismo de las reacciones de icda-
cién y acoplamiento en el tiroides.

Repollés Moliner, J.:

Nitrosacion de aminas secundarias co-
mo factor de carcinogénesis ambien-
tal.

Il Semana de Biologia:
Flora y fauna acuéticas.

Il Semana de Biologfa:
Botanica.

Il Semana de Biologia:
Zoologia.

1! Semana de Biologia:
Zoologia.

Vigitez Martin, J. M.:
Ecologia comparada de dos playas de
las Rias de Pontevedra y Vigo.



92

93

95

96

101

103

105

106

107

111

115

121

122

Cortljo Meérlda, M., y Garcia Blan-
co, F.:

Estudios estructurales de la glucége-
no fosforilasa b.

Aguilar Benftez de Lugo, E.:
Regulacion de la secrecién de LH y
prolactina en cuadros anovulatorios
experimentales.

Bueno de las Heras, J. L.:

Empleo de polielectrolitos para la flo-
culacién de suspensiones de particu-
las de carbén.

Nifiez Alvarez, C., y Ballester Pé-
rez, A.:

Lixiviacl6n de! cinabrio mediante el
empleo de agentes complejantes.

Ferndndez de Heredia, C.:
Regulacion de la expresién genética
a nivel de transcripcion durante la di-
ferenciacién de Artemia salina.

Guix Pericas, M.:

Estudio morfométrico, 6ptico y ultra-
estructural de los inmunocitos en la
enfermedad celiaca.

Llobera | Sande, M.:
Gluconeogénesis «in vivo» en ratas
sometidas a distintos estados tiroi-
deos.

Usén Finkenzeller, J. M.:
Estudio clasico de las correcciones ra-
diactivas en el atomo de hidrdgeno.

Galidn Jiménez, R.:
Teoria de la dimension.

Obreg6n Perea, J. M.:
Deteccién precoz del hipotiroidismo
congénito.

Cacicedo Egiies, L.:

Mecanismos moleculares de accion de
hormonas tiroideas sobre la regulacion
de la hormona tirétropa.

Rodriguez Garcia, R.:
Caracterizacion de lisozimas de dife-
rentes especies.

Carravedo Fantova, M.:
Introduccién a las Orquideas Esps-
fiolas.

125

127

129

131

132

136

139

140

141

Martinez-Ailmoyna Rullén, C.:
Contribucién al estudio de la Mano-
metria Ano-rectal en nifios normales
y clon alteraciones de la continencia
anal.

Marro, J.:

Dindmica de transiciones de fase:
Teoria y simulacion numérica de la
evolucion temporal de aleaciones
metéilicas enfriadas rapidamente.

Gracia Garcia, M.:

Estudio de ceramicas de interés ar-
queolégico por espectroscopia Mdss-
bauer.

Garcia Sevilla, J. A.:

Receptores opiaceos, endorfinas y re-
gulacién de la sintesis de monoami-
nas en el sistema nervioso central.

Rodriguez de Bodas, A.:

Aplicacion de la espectroscopia de
RPE al estudio conformacional del ri-
bosoma y el tRNA.

Aragén Reyes, J. J.:
Interaccion del Ciclo de los Purin Nu-
cledtidos con el Ciclo del Acido Ci-
trico en Miusculo Esquelético de Rata
durante el Ejercicio.

Genis Galvez, J. M.:
Estudio citolégico de la retina del ca-
maledn.

Segura Cédmara, P. M.:

Las sales de tiazolio ancladas a so-
porte polimérico insoluble como cata-
lizadores en quimica ciganica.

Vicent Lépez, J. L.:

Efectos anémalos de transporte eléc-
trico en conductores a baja tempe-
ratura.



13

15

23

24

3

33

35

36

38

4

Serie Roja

(Geologia, Ciencias Agrarias, Ingenieria, Arquitectura y Urbanismo)

Velasco, F.:
Skarns en el batolito de Santa Olalla.

Aleméan Vega, J.:
Flujo inestable de los polimeros fun-
didos.

Fernandez-Longoria Pinazo, F.:
El fenémeno de inercia en la renova-
ci6én de la estructura urbana.

Fernédndez Garcfa, M." P.:
Estudio geomorfolégico del
Central de Gredos.

Macizo

Ruiz Lépez, F.:
Proyecto de inversién en una empre-
sa de energia eléctrica.

Bastarreche Alfaro, M.:
Un modelo simple estatico.

Martin Sanchez, J. M.:
Moderna teoria de control:
adaptativo-predictivo.

método

Zapata Ferrer, J.:
Estudio de los transistores FET de
microondas en puerta comin.

Ordéfiez Delgado, S.:
Las Bauxitas espafiolas como mena
de aluminio.

Jouvé de la Barreda, N.:
Obtencion de series aneuploides en
variedades espafiolas de trigo comdin.

Alarcén Alvarez, E.:
Efectos dinamicos aleatorios en tiine-
les y obras subterraneas.

Lasa Dolhagaray, J. M., y Silvan Lo6-
pez, A.:

Factores que influyen en el espigado
de la remolacha azucarera.

Sandoval Hernéndez, F.:
Comunicacién por fibras opticas.

42

43

46

58

64

79

81

83

90

97

99

104

Pero-Sanz Elorz, J. A.:

Representacion tridimensional de tex-
turas en chapas metélicas del siste-
ma clbico.

Santiago-Alvarez, C.:
Virus de insectos: multiplicacién, ais-
lamiento y bioensayo de Baculovirus.

Ruiz Altisent, M.:
Propiedades fisicas de las variedades
de tomate para recoleccion mecénica.

Serradilla Manrique, J. M.:
Crecimiento, eficacia biolégica y ve-
riabilidad genética en poblaciones de
dipteros.

Farré Muntaner, J. R.:
Simulacién cardiovascular
un computador hibrido.

mediante

Fraga Gonzalez, B. M.:
Las Giberelinas. Aportaciones al estu-
dio de su ruta biosintética.

Yéfiez Parareda, G.:
Sobre arquitectura solar.

Diez Viejobueno, C.:
La Economia y la Geematemética en
prospecciéon geoquimica.

Pernas Galf, F.:
Master en Planificacién y Disefio de
Servicios Sanitarios.

Joyanes Pérez, M.* G.:

Estudio sobre el valor nutritivo de la
proteina del mejillon y de su concen-
trado proteico.

Fernéndez Escobar, R.:

Factores que afectan a la polinizacion
y cuajado de frutos en olive (Olea
europaea L.).

Oriol Marfé i Pagés, J.:

Economia de la produccién de flor
cortada en la Comarca de el Me-
resme.



109 Garcfa del Cura, M.* A.:
Las sales sddicas, calcosddicas vy
magnésicas de la cuenca del Tajo.

112 Garcia-Arenal Rodriguez, F.:
Mecanismos de defensa activa en las
plantas ante los patégenos. Las Fi-
toalexinas en la interaccion Phaseolus
vulgaris-Botrytis cinerea.

114 Santos Guerra, A.:
Contribucién al conocimiento de la flo-
ra y vegetacion de la isla de Hierro
(Islas Canarias).

120 Vendrell Saz, M.:
Propiedades o6pticas de minerales ab-
sorbentes y su relacién con las pro-
piedades eléctricas.

123 Pulido Bosch, A.:
Datos hidrogeoldgicos sobre el bor-
de occidental de Sierra Nevada.

137 Berga Casafont, Luis:
Estudio del comportamiento reoldgico
de la sangre humana. Aplicaciones al
flujo sanguineo.

Serie Azul

(Derecho, Economia, Ciencias Sociales, Comunicacién Social)

17 Ruiz Bravo, G.:
Modelos econométricos en el enfo-
que objetivos-instrumentos.

34 Duran Lépez, F.:
Los grupos profesionales en la pres-
tacion de trabajo: obreros y emplea-
dos.

37 Lazaro Carreter, F., y otros:
Lenguaje en periodismo escrito.

74 Hernidndez Lafuente, A.:
La Constitucién de 1931 y la autono-
mia regional.

78 Martin Serrano, M., y otros:
Seminario sobre Cultura en Perio-
dismo.

85 Sirera Ollag, M.* J.:
Las ensefianzas secundarias en el
Pais Valenciano.

108 Orizo, F. A.:
Factores socio-culturales y comporta-
mientos econdémicos.

124 Roldan Barber, H.:
La naturaleza juridica del estado de
necesidad en el Cédigo Penal Espa-
fiol: critica a la teoria de la exigibi-
lidad de la conducta adecuada a la
norma.

128 De Esteban Alonso, J.:
Los condicionamientos e intensidad de
la participacion politica.

135 Santillana del Barrio, l.:
Evaluacién de los costes y beneficios
de proyectos piiblicos: referencia al
coste de oportunidad en situaciones
de desempleo.
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