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CAPITULO I.- INTRODUCCION

En la primera mitad del siglo XVII, Galileo Galilei observd
con el telescopio de su invencibn, que los puntos del disco lu-
nar cambiaban de posici6n, aproximé&ndose, bien hacia el este,
bien hacia el oeste del limbo. Algo més tarde, el famoso sele-
n6grafo John Hevelius apreci6 oscilaciones semejantes de los
accidentes de la superficie lunar, en direccibn norte-sur. Con
ésto, el problema de la cartograffa lunar revelaba su dependen-
cia del estudio de la rotacibn de nuestro satélite alrededor
del centré de masas. Quizd la primera explicacibn de estas 1li-
braciones se encuéntra en los Principia de Newton (1.686). don
de se atribuyen al hecho de que, mientras la velocidad orbital
de la Luna es variable, la rotacibn se efectuarfa de un modo
uniforme, alrededor de un eje inclinado con respecto al plano
de la 6rbita. Fu€, sin embargo, Jean Dominigque Cassini quien
dis en 1.693 una descripcibn sencilla y elegante de la rota-
ci6n lunar como superposicifn de dos movimientos uniformes,sin
cronizados con el perfodo sidéreo y la precesibén de su 6rbita,
Yy que en nuestros dfas sigue utiliz&ndose como primera aproxi-
macibn de dicho movimiento, Esta primera teorfa de la libra-
cibn fué publicada por su hijo eﬁ 1.721, y en esencia puede su-
marizarse en las dos leyes siguientes:

1) La Luna gira uniformemente alrededor de su eje polar, con
un perfodo igual al perfodé sidéreo medio de su movimiento orbi
tal relativo a la Tierra.

ok
%2) El nodo descendente del ecuador lunar, respecto a la eclip



tica, tiene un movimiento de precesidn en coincidencia con

el nodo ascendente de su O6rbita.

Cassini did para la inclinacidn constante del ecuador lunar
respecto a la ecliptica el valor de 2°,5 sobreestimando asfi en
un grado la magnitud de los valores usuales en la actualidad.

A finales del pasado siglo, las leyes anteriores fueron modifi-
cadas en el sentido de anadir una tercera ley, afirmando que la

citada inclinacién era constante (Tisserand, 1.891).

La primera publicacifén de datos de observdcidn gue confirma
ran estas leyes parece deberse a Tobfas Mayer (1.750), gquién -
mejor6 la estimacibn de Cassini sobre la inclinacidbén del ecua-
dor lunar asignéndole un valor de 1°29', inferior en unos 230"
al aceptado hoy. Con é&sto, las libraciones podian predecirse

con una precisibén cercana a 1" de &ngulo geocéntrico.

El conocimiento tebrico de la libracién lunar progresé con
bastante rapidez, ya que en aquellas fechas comenzaron a desa-
rrollarse las teorifias sobre movimiento de s&lidos. Asf, mien-
tras D'Alembert discutib el movimiento de un cuerpo rigido,
Euler deriv6 las ecuaciones diferenciales gue llevan su nombre,
y que han sido frecuentemente aplicadas en estos estudios. Por
su parte, Lagrange construyd en 1780 la primera teorfa precisa
de la libraci6én lunar, sobre la base de la ley de gravitacibn
de Newton, que fué suplementanda m&s tarde por trabajos de La-
place y Poisson. Dicha teorfa, recogida en el tratado de Tisse-
rand (1.891), proporcionaba una precisién superiof a la de las
observaciones, durante un perfodo gue se prolonga casi hasta -
1.970, lo gue le da un puesto relevante, dada la gran cantidad

de observaciones realizadas en ese espacio de tiempo.

Asf, en 1.839 Bessel inici6 el uso del helibmetro para las
observaciones de la rotacién lunar, gue fué& continuado por sus
discipulos Schlutter y Wichman (1.846, 1.847). Merece especial
mencién la labor de Hartwiy, gue dejd tres series de observa-
ciones heliométricas del crater Mosting A : la de Strassburgo,
con 42 noches de observacidn en un periodo que abarca de 1.877
a 1.879, la de Dorpat, con 36 observaciones de 1.884 a 1.885, y

la tercera, que comprende 266 observaciones desde 1.880 hasta



1.922, y que es la mayor serie realizada por un solo observa-
dor.Finalmente hay que citar el gran programa heliométrico de
sarrollado en el observatorio Engelhardt de Kazan, con unas

1.100 observaciones efectuadas entre 1.895 y 1.963 por diver-

sos astrdnomos.

A pesar de que, como hemos senalado, la teoria de Lagrange
podia considerarse perfecta desde el punto de vista de las ob
servaciones heliométricas, continuaron elabordndose teorias me
joradas de la libracién lunar desde el comienzo del presente
siglo. En estas, las coordenadas del centro de masas lunar se
expresan como series de Poisson con coeficientes numéricos y
argumentos literales, por lo que se clasifican habitualmente
como "semianaliticas", denominacibn quizds algo imprecisa, por
que los métodos de integracién empleados son muy diversos, va-

riando desde los analiticos a otros predominantemente numéricos.

Entre ellas, cabe destacar como bédsica la teorfa de Hayn,
cuya primera versién aparecid en 1.902, y que fué mejorada en
1.920. En €sta, se procede a una integracibén de las ecuaciones
de Euler para la rotacidn,suponiéndo que la posicidén del centro
de masas lunar viene dada por la teorfa de Hansen, y se posibi-
lita dicha integracién merced a varios artificios, gue incluyen
una linealizacidn previa. Sus resultados son bastante buenos -
(Eckhardt, 1.980), y fueron confirmados, aungque solo parcialmen
te, por Jonson (1.917), quien empled las coordenadas rectangula-
res y las ecuaciones de Langrange, como haria mds tarde Jeffreys
(1.955) . Aunque este Gltimo autor no llegé a dar los valores nu
méricos finales de las cantidades requeridas, son varios los ar-
ticulos de Jeffreys relacionados con las libraciones (1.936,
1.957, 1.961, 1.962, 1.970, 1.972).

La teoria‘'de Hayn fué modificada por Koziel (1.948, 1.962),
utilizando la solucién de Brown para describir el movimiento or
bital y acompandndola con métodos mejorados de reduccidn de ob-
servaciones y ajuste de parémetros (1.967, 1.970), guc le lleva-

ron incluso a obtener expresiones de las libracioncs libres. Con
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todo, esta parte de su trabajo ha sido muy criticada por diver-
sos autores, como Kopal, Arthur, etc., ya que siendo la resolu--
cibén del helibmetro de 1" aproximadamente, no parece correcto
intentar obtener errores del orden de unas centésimas de segun-
do, pues ello equivaldrfa a efectuar la hip6tesis de que todos

los errores de observacibn son aleatorios.

Por otra parte, el método de Hayn da lugar a la aparicibn de
pequenos divisores, que ponen en cuestién algunas de las hipSte
sis de trabajo de dicho autor y perjudican la bondad de la solu
cién.

Muy pr6ximas a estas teorias se encuentran, las primeras ver-
siones de Eckhardt (1.965, 1.967), quien utiliza unas ecuaciones
diferenciales semejantes a las de Euler, con las variables T ,
P, ¥ P, (libracibn €n longitud, y cosenos directores primero y
segundo del polo de la ecliptica, en el sistema lunar de ejes
principales) como inc6gnitas. Estas ecuaciones son modificadas
para llevarlas a la forma

Tx=y+ (T-R) x

donde T y R son operadores diferenciales, el pfimero lineal e
inversible, y la solucifn se halla por aproximaciones sucesi-
vas en un computador digital. Naturalmente,subsisten en ella -

problemas anilogos de pequeios divisores.

Un grupo aparte est8i constitufdo por el conjunto de teorfas
que se desarrollaron en las dos filtimas décadas en la Unién So-
viética, siguiendo una lfinea bien diferente, Destacan los artf-
culos de Kondurar (1.962, 1.964), Ossipof (1.969, 1.97Q, 1.973)
y Erokshin (1.974), quienes consideran conjuntamente los movi-
mientos orbital y de rotaci6én de la Luna, sin recurrir a la -
aproximaci6én usual de suporner el primero de ellos como indepen
diente del segundo.

Esta forma de plantear el problema es la natural en el estu-
dio del movimiento de un s6lido, aungue debido a la extrema di-~
ficultad de la integraci6n correspondiente, es de hecho la menos

utilizada. Su aplicacién a la teoria lunar es recomendada por -



11

Kondurar, debido a la precisién alcanzada por la teorfia de
Brown. que incluso parece aumentada en la actualidad por al-

gunas nuevas integraciones.

En estos Qiltimos estudios se emplean métodos no canbnicos
de perturbaciones basados en el del pequefo parémetro de Poin
caré, y se aprovecha la proximidad del movimiento a una de
las soluciones de equilibrio din&mico denominadas regulares
por Duboshin (1.958). En general no se considera la influencia
solar, o se concreta en unas hip6ftesis restringidas del tipo
de Hill. Los resultados son bastante limitados, pudiendo é&sto
atribuirse al manejo de variables inadecuadas para la aplica-
ci6n de métodos de perturbaciones més potentes y precisos,
que permitieran calcular separadamente las perturbaciones se-

culares y peri6dicas.

Un planteamiento an&logo del problema, pero con un trata-
miento bien diferente se encuentra en el estudio del sistema
Tierra-Luna realizado por el autor(1979),donde se trata el mo
vimiento-conjunto en forma hamiltoniana,aunque despreciando la
influencia del Sol,por lo gue puede considerarse como un pri-

mer paso de una teorfa mds general del sistema Tierra-Luna-Sol.

El panorama expuesto sufrif un cambio radical con la insta
lacién, sobre la superficie lunar, de diversos reflectores y
transmisores de radio, llevada a cabo en las misiones Apollo.
Esto permiti6 comenzar en 1969 un gigantesco programa de obser
vaci6én, integrado en el experimento LURE(Lunar Laser Ranging
Experiment), que se centrf desde 1970 en el Observatorio McDo-
nald.En €1 se aplican princirnalmente los métodos de laser a la
medida de distancias Tierra—Lhna,junto<xn1otrosnétodos como
los de interferometrfa diferencial VLBI (very long baseline in-
terferometry) .En la actualidad, se estima que la distancia Tier
ra-~-Luna se éuede determinar con un error medio de unos 13 cm.
(Williams,1977), que se espera rebajar a solo 3 cm. en los
préximos afhos (Kovalevsky, 1977), habiéndose aumentado asi la
precisibén global de las antiguas observaciones heliométricas er

un factor de 103 a 104.Anteésto, las teorfas cl&sicas se re-
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velan insuficientes, y las que se desarrollan en la actualidad
apenas pueden incluir, con la exactitud requerida, las mayo-
res influencias, proporcionando residuos medios del orden de
30 a 40 cm.

Las técnicas empleadas en estas observaciones son de gran
complejidad, pudiendo encontrarse una descripcibn bastante
completa en un articulo de Mulholland (1.977). Los datos me-
didos son esencialmente dos: el instante en que el laser fué
disparado, y el de deteccibn de un fotbn reflejado en los re-
flectores colocados sobre la Luna. Adem&s, resulta necesario
conocer una primera aproximacidn del instante de regresod del
fotén, lo cual supone complicados cdlculos. Si la primera me-
dida de tiempo se realiza en tiempo universal coordinado (U.
T.C.), hay que obtener los instantes correspondientes en otras
dos escalas, de tiempo universal UT1 y tiempo de efemérides
(E T), llevando en cuenta la correccibn relativista. También
se debe conocer la posicién precisa del emisor , que incluye
los efectos de nutacidn, precesidn, rotacidn de la Tierra y
mareas, asi como la del reflector lunar, lo cual supone dis-
poner de una primera aproximacibén de su posicidén en el espa-
cio, teniendo en cuenta naturalmente las libraciones, y de
nuevo la posicidén del receptor. Considerando estos factores
y algunos otros, asi como diversas correcciones empiricas e
instrumentales, se obtiene un instante (calculado) de regre-
so del fotbn, que interviene en la reduccibn y filtrado de los
datos, y se compara con el observado.

La diferencia entre ambos corresponderid en parte a las limi-
taciones de los modelos matemiticos empleados, y también a los
naturales errores aleatorios. A partir de estos residuos deben
mejorarse los pardmetros de las teorfas utilizadas, o contras-
tar otras nuevas, asi como perfeccionar el conocimiento de otros
efectos no despreciables, como variaciones en la escala de tiem-
po, posicibn del telescopio y del reflector, estado de la atmés

fera, mareas lunares, aceleraciones seculares, etc.

En general se emplean integraciones numéricas para obtener

el instante calculado de deteccidn y,cinéndonos a las relati-
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vas a la libraci6én, podemos citar las teorfas de alta preci-
sién de Williams (1.977) o Capallo et alt. (1.980), ambas nu
méricas, o las semianaliticas de Eckhardt (1.972, 1.980), uti
lizadas ocasionalmente. Sin embargo, resulta conveniente el em
pleo de teorfas analfiticas o semianaliticas, pues presentan al-
gunas ventajas, ya que pueden ser usadas para separar las li-
braciones libres y forzadas, determinando de modo mis preciso
algunos paré@metros implicados, como los de inercia de la Luna,
las constantes de las libraciones libres, etc., y ademés son
més reveladoras de la diné&mica del sistema. Por ello se estén
desarrollando en la actualidad varias teorfas semianalfticas.
Entre ellas, debemos senalar en primer lugar la denominada Se-
rie 500 de Eckhardt (1.980), que incluye los arm6nicos hasta

el tercer orden, y emplea la solucibn A.L.E. de Deprit, Hznrard
y Room (1.972) para especificar la 6rbita lunar, con las correc
ciones planetarias y correspondientes a la figura de la Tierra
de la teorifia I.L.E. de Eckert et alt. (1.954, 1.966), deriva-
da principalmente de Brown. Ademds obtiene correcciones gue -
contienen efectos de los armbnicos de cuarto orden y de no ri-
gidez. E1 método utilizado para obtener la solucibn es el mis-~
mo de sus primeras teorias, efectuando las integraciones por
aproximaciones sucesivas en un computador de alta velodcidad, y
asignando desde un principio valores numéricos a los parémetros
lunares considerados, por lo cual no puede considerarse como -

analfitica en un alto grado.

Un método m&s analitico es el empleado por Migus (1.975,1.977)
augnue finalmente recurre a la integracibn por iteraciones.Més
interesante desde nuestro punto de vista resulta el trabajo ini
ciado por Henrard y Moons (1.978), que sienta las bases para una
teoria hamiltoniana que estd siendo desarrollada por Moons pa-
ra obtener resultados de alta precisib6n. En ella se comienza por
desarrollar el hamiltoniano en serie de potencias en torno a la
posici6bn de equilibrio-medio, con el fin de hallar las frecuen-
cias fundamentales de las libraciones libres e introducir varia-

bles de accibn-&ngulo,y,tras expresar de nuevo la perturbacién
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como una serie de Poisson, se aplican métodos de perturbacio
nes basados en las series de Lie. Los resultados obtenidos -
por Moons (1.980) nos fueron remitidos después de concluir el
presente trabajo, e incluyen los armbfnicos lunares hasta el

tercer orden, presentando ligeras discrepancias con las solu-
ciones citadas, de Eckhardt y Migus. Por otra parte, el movi-

miento orbital se toma de la soluci6bn de Chapront-Touzé& (1979).

En este estudio se ha intentado elaborar una teoria que pu
diera calificarse como "mds analftica” gue las anteriores. En
ella se aplica fundamentalmente el método de Deprit al proble
ma expresado en las variables canbnicas de Andoyer, y se pospo
ne el cdlculo de las frecuencias naturales de oscilacibn, y
las libraciones libres, gue en este problema expresan el movi-
miento secular, a las filtimas fases de la integracifn, una vez
obtenidas casi todas las perturbaciones perifdicas. De este mo
do pueden evitarse los problemas inherentes a los desarrol-
los en serie, y truncaciones consiguientes, previos a la in-
tegraci6n propiamente dicha en el esquema ideado por Henrard
y Moons. Se incluyen los arménicos del potencial lunar hasta
el tercer orden, y también el movimiento de la ecliptica y el
punto vernal, que parece ser despreciado por Moons, aunque su
influencia es superior a la de algunos té&rminos de tercer or-
den. Las series finales no se expresan sflamente en los argu-
mentos habituales, 1, 1', F, Dy H , sino que se conservan las
variables de Andoyer, con el fin de poder asignar valores numé
ricos a las diferencias A-h a partir de las soluciones corres
pondientes a las libraciones libres, sin tomar por tanto tal
diferencia como nula, ya que la amplitud de la oscilacibn li-
bre correspondiente a A -h puede estimarse que es del orden de,
sen 1°, 5= 0,026.

Para concluir esta introduccifn, parece conveniente efectuar
una breve referencia a la trascendencia delos estudios sobre -
libraciones, que puede ampliarse en Kovalevsky (1.977). Una -
teorfa precisa, preferentemente analitica, permitirfia obtener
de forma satisfactoria las libraciones libres, cuyas constantes

han sido determinadas parcialmente por Calame (1.976, 1.977).
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De su conocimiento se derivarfan consecuencias sobre la
evaluacibn del factor de disipaci6bn Q, y la existencia y -
magnitud de mecanismos de excitacidn, como son los impactos
meteorfticos (Peale,1.975, 1.976; Calame y Mulholland,1978).
Ademds, permitirfa conocer con mayor precisibn los paré&me-
tros de inercia de la Luna, asf como el cociente C/mR2, que
es de suma importancia para discutir la estructura inter-
na de nuestro satélite. Naturalmente, los datos orbitales
de satélites artificiales son también de gran interés para
este ffn, y se utilizan, en ocasiones en conexibn con las -
medidas por laser o VLBI. Los trabajos relacionados con es-—
tos temas son frecuentes en los @iltimos aios (Sjogren, 1.971;
Ferrari , 1.977; Bills y Ferrari, 1.977; Blackshear y Gap-
cynski, 1.977).

Por otra parte, se impulsa el progreso de la selenodesia,
con el establecimiento de puntos normales de referencia (Abbot
et alt., 1.973; Shelus et alt., 1.975; Mulholland et alt,
1.975), y la mejora de la cartograffa lunar, que es de gran
importancia, no solo por los proyectos espaciales, sino por
los programas de ocultaciones de estrellas, en los cuales es

necesario conocer con precisibn el perfil del limbo lunar.

Ademds, pueden obtenerse otros muchos resultados, entre los
que destacan las correcciones a la escala de tiempo (King et
alt., 1.978), mejora de las posiciones de observatorios terres-
tres y del eje instanténeo de rotacién de la Tierra, asi como
los referentes a las mareas lunares y aceleraciones seculares
(Calame y Mulholland, 1.978; Williams et alt., 1.978), posi-
ble variacién de la constante de gravitacidn y verificacién
del principio de equivalencia para cuerpos masivos (Williams
et alt., 1.976; Shapiro et alt., 1.976), determinacibén del nQ
mero de Love lunar h2, Yy una extensa lista gque da idea_de las
importantes repercusiones de los actuales estudios sobre la

rotacibn lunar y temas afines.
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CAPITULO II.- FORMULACION HAMILTONIANA DEL PROBLEMA DE LA
ROTACION LUNAR.

Como la Luna es una cuerpo asimétrico, las ecuaciones diferen
ciales que rigen el movimiento orbital de su centro de masas y
la rotacidn alrededor de dicho punto no son independientes, por
lo que en principio han de integrarse simult&neamente. Sin em-
bargo, en la mayoria de los problemas de Mec&nica Celeste puede
seguirse un procedimiento mds simple, que consiste en obtener en
primer lugar una solucidén para el movimiento orbital, con cier-
tas simplificaciones, y estudiar luego la rotacidn alrededor del
c.d.m., considerando entonces sus coordenadas como funciones co-
nocidas del tiempo. Con ello se desprecia el efecto de la rota-
cidn sobre el movimiento orbital, aungue en muchos casos se obtie
ne una aproximacibtn suficiente. Adem&s, en el problema lunar,
las expresiones precisas de su movimiento orbital contienen co-
rrecciones que incluyen entre otros el efecto de la asimetria de
los campos de potencial terrestre y lunar, por lo que se puede
adoptar perfectamente este método de trabajo, que es el seguido
en casi todas las investigaciones conocidas. En consecuencia la
primera hipdtesis consiste en suponer conocido el movimiento. or-
bital de la Luna, que se tomari de la teorfa de Brown (1910) revi
sada por Eckert o la S.A.L.E. de Henrard (1978).

Ademds, al desarrollar el potencial lunar, se supondri que la
Tierra y el Sol son cuerpos puntuales, lo que d4 lugar a la apa-
ricidn de ciertas inexactitudes en el desarrollo de aquél. Con-
siderando la expresidn del potencial mfituo de dos s6lidos tal co

mo se da en Borderies (1978), los primeros términos despreciados
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son los armdnicos de cuarto orden factorizados por productos de
los paridmetros de inercia de sequndo orden de la Tierra y la Lu-
na, cuyo orden relativo al hamiltoniano no perturbado, viene a
ser de 10—9, por lo que su contribucidn a la solucién habria de
ser del orden de 10—4 segqundos de arco. Esta simplificacibn es
habitual en todos los estudios que conocemos, y puede considerar
se lo suficientemente justificada como para no dejarse influir
por los resultados de ciertas simulaciones numéricas de Breedlove
(1977), que dieron para algunos de tales términos contribuciones

de amplitud prdéxima a 0".01'

2.1. Referencia a un equinoccio mévil.

De acuerdo con el planteamiento precedente del problema, y
escogiendo como variables candnicas las (A, u, v, A, M, N) de
Andoyer (1923) -Cid y Correas (1973)~ referidas a un equinoccio

fijo (Figura 1), el hamiltoniano puede escribirse en la forma
H=T+ YV

siendo la energia cinética

{2 2 2
T = %(MZ__NZ) sen v, cos v + N (2.1)
A B 2C

Como las teorias que proporcionan el movimiento del c.d.m. de
la Luna estén referidas a un sistema de coordenadas eclipticas
de la época, resulta conveniente expresar el hamiltoniano complg
to en la misma referencia. Esto puede lograrse sustituyendo las
variables (A, u, v, A, M, N) por otras anilogas, designadas con
(') (Figura 1), que pueden interpretarse como variables de - -~
Andoyer relaciqnando el sistema ecliptico de la é&poca con el de

ejes principales.
Efectuando un nuevo cambio
A" = AY o+ \l}(t) + H(t) A" = A

donde ¥ es la precisi6n general en longitud, el nuevo hamilto-
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niano seri ahora F= T + V + E, donde,

E= an {A cosm + M senct senm cos(iA - ¥(t) - (LY}
dt
+ dm M sene sen{) - {t)) - (Q! + gﬂ) A
dt dt dt

Las funciones del tiempo m, I y ¥ pueden obtenerse de férmu-

las usuales, como las de Newcombe (1900) &6 Kinoshita (1975).

2.2. Principales influencias perturbadoras.

En las hipdtesis anteriores, la presencia de la Tierra en el
campo gravitatorio lunar contribuye al potencial V con un suman

do VE que puede descomponerse en la forma

V.=V, + r v (2.2)
E 2 n=3 n
siendo
GME 2 C-A-B A-B 2
V2= B P2(sen §) + — P2 (sen §)cos 2 ¢
r 2 4
GMEmR“ n m
v, = =T {JnPn(sen §) - & P (sen § ) [CnmCOSlna +
r
m =1
+ Snmsenma]} (2.3)

En las f6rmulas precedentes G es la constante de gravitacidn;
ME y m las masas respectivas de la Tierra y la Luna; R el radio

medio lunar; Cnm’ S los coeficientes del potencial lunar; r

m.nl
la distancia ehtre los c.d.m. de ambos astros, ¢ y &6 la longi~
tud y latitud selenocéntricas de la Tierra, referidas al siste-
ma de ejes principales lunares; y Pg los polinomios asociados

de Legendre.
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Teniendo en cuenta las relaciones

v, M, 2 C-A-B J [r P2
2. ) n, o’
T

m-+ME 2cC V2 J2

se deduce que los &6rdenes de los primeros armdnicos de (2.2),

<

a

relativos al té&rmino no perturbado, son aproximadamente

v v v
2~ 5.1074 =2~ 1077 401070 (2.4)
T T T

Por su parte, el efecto directo del Sol proporciona un té&rmi

no aditivo VS de V, cuya expresién es anidloga a la de VE' De-
signando por MS’ a', la masa del Sol y el semieje mayor de su

6rbita,respectivamente,y teniendo en cuenta la igualdad

M a

= — = 0,056
ME a'

el orden de este té&rmino resulta ser

\Y

5 ~3.107° (2.5)
T
Ademds, como la razdn del tercer armbnico con respecto al
segundo es 7-10_7, basta considerar en V_ inicamente el té&rmino

s
principal, que representaremos con este mismo simbolo.

Junto a estas perturbaciones existen otras de menor magnitud
y dificilmente evaluables. La mis importante procede de la - -
elasticidad de la Luna, que se deforma bajo la accibn de fuer-

zas derivadas de su potencial centrifugo V, y de un potencial

C
de mareas Vo ("tidal potential") inducido por la Tierra, pudien

do acumularse estos efectos a los precedentes si se anade al
potencial VE + VS un término &V= VC + VT’ cuyo orden viene a
ser :

5

8V~ 1,9:10 ° h 7

) 3,8:10° (2.6)
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si se toma, como valor mds probable para el nimero de Love hz,
el de 0,02 indicado por Harrison (1963). Dada la incertidumbre
en el conocimiento del valor de h,, vy la pequefia magnitud de la
perturbacién anterior, en este estudio se ha prescindido de su
efecto, considerando, pues, la Luna como un sblido rigido. Ade-
mis, como sefiala Kovalevsky (1977), la deteccidn de las mareas
lunares seria de gran dificultad, pues originarfan desplazamien-
tos superficiales de unos pocos centimetros, y posiblemente una
variacién de la rotacidn del orden de pocas centésimas de seqgun-
do de arco y periodo de un mes anomalistico (Peale, 1973), que
se veria enmascarada por un término considerable del mismo perio
do.

En cuanto a otras influencias, como podrian ser las planeta-

10), por lo que

rias, son de mucha menor magnitud (a lo sumo 10
tampoco se han considerado, quedando la perturbacidn constitui-
da por el potencial V, reducido a la suma de V2, V3 y VS' junto
con la correccién aditiva E debida al movimiento de los planos

fundamentales.

2.3. Expresibn del potencial en variables de Andoyer.

El desarrollo del potencial en las variables candnicas consi-
deradas se simplifica con el auxilio de una versidén modificada
del teorema de Wigner (1959) sobre transformacién de arménicos
esféricos bajo rotaciones del sistema de referencia, que puede
encontrarse en Kinoshita et alt. (1974). Aplicdndola reiterada
mente, resultan las igualdades siguientes
an(sen G)eima = T

p,T =21 m',m"

Q (m'm') (p,

cO -
n s o)

e

0

xQ (m!m

n (e, cose)an"(sen BYexp{i[m"p1(L'= N -mv

-m'pp + T (m-m') + %

2 p(ml_mn)J}
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donde L' y B' son la longitud y latitud selenocéntricas del cuer

1]
po perturbador, y Qn(m,m )

{Kinoshita et alt., 1974).

los polinomios modificados de Jacobi

Con esto, la posicifn del cuerpo perturbador aparece solo en
términos de la forma an(sen B') exp(imL') y factores l/rn+l.
Limit&ndonos por brevedad al término V2 de origen terrestre, las
funciones anteriores pueden obtenerse a partir de las expresio-
nes que para la parte perifdica de la longitud, la latitud, y el
seno de la paralaje lunar a/r proporcionan algunas teorias, como
la clisica de Brown (1896, 1910), o las recientes de Henrard
(1972, 1978).

Tales expresiones son series de Poisson con coeficientes numé
ricos, y argumentos que son combinaciones lineales de las varia-
bles D, &', & v F, habituales en la teoria lunar. Debido a ello,
la obtencifn de las funciones de L', B' y r necesarias requiere
engorrosos cilculos, gue implican numerosas operaciones con se-
ries de Poisson, y en particular prcductos de series de longitud
considerable. Ante la imposibilidad prictica de su realizacifn
por cdlculo manual, se construy6é un reducido manipulador simb&-
lico gque permite efectuar automdticamente las operaciones funda-
mentales con series del tipo considerado, incluyendo su trunca-
cibn automitica en el 1imite de error deseado, asi como los pro-
cesos b&sicos de definicidn, almacenamiento y destruccibn, entre
otros. Los cdlculos se efectuaron en un ordenador del tipo - -
PDP 11/t 55 del Centro de Calculo de la Universidad de Zaragoza,
tomando los coeficientes numéricos en simple precisibén, y utili-
zando como datos de entrada las series proporcionadas por la teo
ria s,A.L.E. de Henrard (1978), con precisifn de 1" para latitud
y longitud y de 0", 15 para el seno de la paralaje, lo que debe

6

proporcionar una exactitud relativa aproximada de 10" °, en el de

sarrollo de V2.

De este modo se llega a una expresibén de V como serie de

Poisson, cuyos términos son de la forma

sen 1

ka2, 9x(@) Y [°°s} (« + 8.
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donde K es un parémetro de inercia, Ai(:I coeficientes numéricos,
X e Y funciones respectivas de los &dngulos o y € , dependientes
de los momentos, y a, Gi(J, argumentos combinacion lineal de las

variables de Andoyer y de las D, &', %, F y h, respectivamente.
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CAPITULO III.- INTEGRACION DE PRIMER ORDEN

La integracidn de las ecuaciones que rigen la rotacibn lunar
es un problema sumamente complejo, ya que el hamiltoniano del
mismo puede considerarse como perturbacibén de un problema alta-
mente degenerado, a causa de los fendmenos de resonancia que
presenta. En este capitulo se procede a una integracién de pri
mer orden, despreciando los armbnicos de tercer orden debidos a
la accidn de la Tierra, que proporciona una precisién tedrica
de unos 0",5 en la representacién de las libraciones forzadas,
algo superior a la de las teorias clisicas de la etapa heliomé-

trica.

El método empleado consta esencialmente de dos fases. En la
primera, tras una adecuada transformacién y clasificacidn de
los términos del hamiltoniano, se aplica el método de Deprit a
la eliminacidén de los términos peri6dicos ordinarios, mientras
que en la segunda se estudian las libraciones libres en torno
al equilibrio definido por las leyes de Cassini. Este procedi-
miento es susceptible de ser extendido a &rdenes superiores de
perturbacibén, como se hari en el capitulo siguiente, y se desa-

rrollard brevemente en los parrafos sucesivos.

3.1. Transformacidn del hamiltoniano.

En el presente problema, el hamiltoniano puede escribirse

en la forma
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H= T + V2 + VS + EO

donde los términos de perturbacidn son de la forma

ay al an

EO= - — A - — A+ — AN cos T
at at at
_ 1,, 2 1 1 2
Vy= K {503 ¢y - DUy = 5 5,5 Ujg + T 55Uyt
3 2
* Ky ly s Ugy + L (Psy (1 + 0y )Uy 5 +

1 2 ~
+ 71+ pc)U, o )3 (3.1)

siendo la expresién de V_, anidloga a la de V y habiéndose em-

n

2'
pleado las notaciones s, sen x, c = cos X. Por su parte, las

constantes y funciones contenidas en (3.l1) se definen ast

3G M_, 2 C-A-B 3G M_ A-B
K,= E K.,= - E—
1 3 2 3
a 2 a 4
U = X X B(j cos(mu+nv+j th - 16 (j) (3.2)
mn im i
i,j 1= #£1

(3 . . .
donde, ei J representan adecuadas combinaciones lineales de

los argumentos F, &', &, D y h, considerados funciones explici-
(3
im (4
funciones de € por unos coeficientes numéricos Aij, obtenidos

tas del tiempo, y los coeficientes B son productos de ciertas
en los desarrollos de las series de Poisson indicadas al final
del capitulo anterior.

Esta expresién del hamiltoniano presenta los inconvenientes
de contener variables angqulares en el término no perturbado, y
depender explicitamente del tiempo. El primero de ellos puede

salvarse descomponiendo T, dada en (2.1), en la forma T= H, + U,

0
siendo
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-3 _'ﬁ) N2+ -‘11- (1—13--%) (Mz-Nz)cos 2v (3.3)

e incorporando U a la perturbacién.

El segundo puede soslayarse introduciendo el formalismo homo
géneo (Sheifele, 1970). Para mayor claridad se ha procedido
previamente a adimensionar el hamiltoniano, definiendo unos nue

vos momentos y un nuevo tiempo s por las relaciones

M'= L M, etc s= wt (3.4)
Cu

asi como un nvevo hamiltoniano H'= H/sz, siendo w= n la velo-

cidad angular media de rotacifn de la Luna.

Considerando entonces las varibles L, %', g, h, como nuevas
variables canbnicas, y designando sus momentos conjugados por
PL’ Pz., Pg, Ph’ se obtiene un nuevo hamiltorniano conservativo
sin m3s que afadir al anterior la expresifn PL+n‘P£,+nng+nhPh,
habiéndose tomado para los movimientos medios de las variables

', g y h, en la escala de tiempoc 8, los valores
n'= 0,074 801 329
ng= 0,012 472 7585
n, = -0,004 021 3226 {3.5)

Con ésto puede descomponerse la funcién hamiltoniana en la

forma H= H, + H siendo ahora

0 1’
_cf1. 1 2 '
HO— T (K-FE) M + PL + n PR' + nng + nhPh
H = V, + Vg + Ej + U (3.6)

donde se han suprimido los simbolos (') que debian afectar a
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algunas componentes, que se obtienen sin mis qgue reemplazar, en
las expresiones de V2 Yy VS’ las constantes Ki' K'i, correspon-
dientes a los t&rminos terrestres y solares, por unas nuevas

constantes ki’ k'i, cocientes de las anteriores por'sz, y las

derivadas temporales en Eo por derivadas con respecto a s.

Los valores de las constantes que figuran en (3.6) resultan

ser

ky= 0,001530348 k,= 0,0001708641

k' = 8,6449-107° k',= 9,652-107

$ (%-—%-—%) = -0,000515 $ %,_%) = -0,000105

& = 2,9014-207° M = -5,0219-107 (3.7)

habiéndose tomado n= 1732 559 353" 56 por signo juliano como va

lor del movimiento medio en longitud de la Luna.

3.2. BAn&lisis de los distintos t&rminos de la perturbacibn.

Indicando con el simbolo < x > el valor medio de una cierta
variable x, los fendmenos de resonancia asociados al movimien-
to lunar pueden concretarse, de acuerdo con las leyes de

Cassini, en las equivalencias
<U+ v + A> =< L + 180°>
< A >= < h + 180° >
< e >= cte =1°30"'
La presencia del sumando 180°en algunos té&rminos se debe a

gue las variables de Andoyer est&n referidas al nodo ascendente

del ecuador lunar.

Al desarrollar V en las variables de Andoyer e introducir

las series de Poisson gue proporcionan el movimiento orbital,
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resultan varios tipos de té&rminos que, de acuerdo con la termi-
nologia habitual (Garfinkel, 1966), se clasifican como seculares
y peribdicos, pudiendo distinguirse entre los Gltimos los de cor
to y largo periodo y los resonantes, tanto débiles como profun-
dos. De acuerdo con ésto, se considera H1 descompuesto en va-
rios sumandos que agrupan los té&rminos de cada uno de los tipos

referidos.

3.3. Eliminacién de los té&rminos perifdicos ordinarios.

En esta fase de la integraci6n se efectuan varias aplicacio-
nes del método de Deprit, que conducen a la eliminacién de los
términos citados en el epigrafe, incluyendo entre éstos los dé-

bilmente resonantes.

Como es sabido, el método de perturbaciones de A, Deprit
(1969) procede mediante la determinacién recurrente de una fun-
cidn generatriz, y la correspondiehte transformaci6én candnica
de las variables, de modo que el hamiltoniano inicial se trans-
forma en un nuevo hamiltoniano mas f&cilmente integrable
H'= H'0 + H'l, y proporciona una solucifn asint6tica vdlida en
intervalos de tiempo del orden del inverso de la perturbacidn.
Con el fin de obtener con mayor precisién el movimiento secular,
suele combinarse con un método de promedios, de modo que se es-

coge como H'1 la parte no perifdica de H, respecto de las varia

1

bles angulares cuyos momentos conjugados estdn presentes en Ho.
En la préctica la funcidn generatriz W de la transformacifn

de Lie-Deprit correspondiente puede determinarse a partir de

las ecuaciones del método, que en los primeros Srdenes son:

—_ 1
Ho = H'y

{HO' Wl} = H' —Hl (3.8)

donde {. , .} denotan los paréntesis de Poisson. Tales ecua-

ciones admiten la solucidn
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W, = ./(Hl—H'l)dt (3.9)

suponiéndose al calcular dicha integral que las variables cané-
nicas est&n dadas por la solucibén del sistema no perturbado
(vEase Hori, 1966; Camarena et alt., 1976).

Como puede apreciarse, no es posible eliminar los términos
resonantes profundos por este procedimiento, pues dan lugar a
la aparicién de pequefios divisores, al ser sus frecuencias pré-
ximas a cero, y con ello la solucifén asint6tica perderia su va-
lidez.

Por otra parte, las ecuaciones de perturbacidn pueden calcu-

larse por las f6rmulas

W W
hpz pepie — ool Ag= q-q'= M 3.10
P= p-pP ;*T a= g-q o (3.10)
q P

donde p y g representan un momento gen&rico y su variable conju-
gada, p' y gq' el par de variables correspondientes al efectuar
la . transformacién canénica de generatriz W= W,, y esta funcidn
se supone expresada en las nuevas variables mediante la susti-

tucibn literal de las antiguas por las nuevas.

A causa de la proximidad del vector momento angular a uno de
los ejes principales de inercia, y a la pequefia inclinacifn del
ecuador lunar con respecto a la ecliptica, al calcular las ecua
ciones de perturbacidén (3.10) para las variables de Andoyer, se
originaﬁ pequenos divisores en el seno de los &ngulos o y € .
Para evitar este problema, y aprovechando la invariancia canéni-
ca del método, se calculan las ecuaciones de perturbacifn en
unas nuevas variables candnicas (yi, Yi) (Ferrindiz, 1979) defi-

nidas por medio de las igualdades.

Wi: M Yi= H+V + A

Y,= {2(M-N)cos v y,= - {2(M-N)senv
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Y3= J2(M-1) cos v y3= -2 (M-1)sen (3.11)

en las que no se presentan singularidades

Como puede apreciarse, esta transformacién es anfloga a la
realizada por Cid(1969) para el caso de variables orbitales de

Delaunay con inclinacifn pré6xima a cero.

3.4. Libraciones en torno al equilibrio.

Para concluir la integracién, basta estudiar las libraciones
en torno al equilibrio definido en primera aproximacidn por 1las
leyes de Cassini. Con este fin, se realiza una tranformacién
canbnica, de modo que las nuevas variables, semejantes a las em-
pleadas por Henrard y Moons (1978), est&n definidas por las
igualdades

X1= M-a X,.= u+ v+ A -L -180°

>
N
1]
N
=
1
z
Q
o
7}
<
d
N
[
1

y2(M-N)sen v

X3= Y2(M-A)cos(x ~h -180°)- 28 x;= - {2(M-A)sen(X -h - 180°)

Pt =p +M =1L
P+g= Py gt= g
Pt =P + M h*= n
Pt = Py, gr¥= g0

Las constantes g (pr6xima a 1) y 8 (pr6xima a sence¢/2), se
introducen con el fin de que las coordenadas (Xi, xi) oscilen
alrededor de sus valores (0,0) correspondientes a la posicibn
de equilibrio medio. Por tanto, sus valores determinan el cen
tro de libraci6n. Desarrollando el hamiltoniano en serie de po
tencias de las nuevas variables, e igualando a cero los términos

lineales en éstas, se halla
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a= 1, 000 004 026 441 B= 0, 013 426 59364

A partir de estos valores se obtiene €= 1°32' 19" 02 como
valor medio de la inclinacién del plano de Andoyer con respecto
a la ecliptica, comparable a los valores 1°32' 32",86 de
Eckhardt (1980), 1°32' 57" de Migus (1976) y 1°32' 49" de
Henrard y Moons (1978). En realidad el valor dado por Eckhardt
corresponde a la inclinacién del ecuador lunar con respecto a la
ecliptica, por lo que deberia compararse con el valor medio de

€ + 0, que resulta ser 1°32' 29" 61, muy similar al antes citado.

A continuacién, se procede a calcular las frecuencias natura-
les de oscilacidn del sistema. Para ésto, se determina una

transformacién canénica del tipo.

de modo que los té&rminos cuadriticos del hamiltoniano transfor-

mado sean de la forma

n n n
L texe e 2 s 2
2 2 2

2 2
3 + X 3 )
Se obtiene, para las constantes a; ¥ las frecuencias (rela-

tivas al movimiento medio n en longitud) de oscilacibn n; los

valores

a,= 6,204002501 n,= 2,598101248-10—2

a,= 0,637241147 n,= 1,012502967'10—3

ay= 1,000076128 n3=-3,108148282'10"3 (3.13)

Los periodos correspondientes son 2,88 afios, 73,88 afios y
24,08 anos, semejantes a los calculados por Henrard y Moons:
2,88; 75,23 y 24,14, Por su parte, Williams (1977) senala que
existen tres fipos de libraciones libres: una en longitud, con
un periodo de 2,9 afios y dos en latitud, con periodos de 24 y 74
anos, y anflogas a la precesifn de la Tierra y al "Chandler
Wobble",
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La solucién final en las variables (X‘i, x'i) con s= nt es de

la forma

Vo= . t =
X' Bicos(nis + q;y) x'y Bisen(nis + qi)

debiendo determinarse las amplitudes Bi y fases iniciales q; de
las libraciones libres a partir de datos de observacién, lo que
exigirfa analizar los datos del programa LURE utilizando para

describir las libraciones la teorfia propuesta.

De cualquier modo, puede obtenerse una estimacién orientativa
para sus valores comparando este modelo de libracién con el uti
lizado en los cdlculos de Calame (1976, 1977), comparacifn que
consideramos es reveladora de algunos de los problemas que no
han sido resueltos de forma satisfactoria en los anflisis de di-
cha autora.

En efecto, Calame utiliza un modelo de libracién libre del

tipo

ks

A sen(wt + g)

6py = Al sen(wlt + gl) + A, sen(uw,t + g,)
6p2 = hlAl cos(mlt + gl) + h2 A, cos(mzt + g2)

siendo A, Ai, gy 9y las constantes iniciales, h1= 0,999, vy

h2= -2,486, y donde los periodos correspondientes a w, wy Y w,
son, respectivamente, de 2,9 afios, 27,3 dias y 75 afios. Estos
valores se han obtenido como frecuencias propias del sistema que
resulta al linealizar y homogeneizar las ecuaciones diferencia- :
les dadas por Eckhardt (1967).

Los andlisis de datos de observacién, con diversos modelos
para las libraciones forzadas, le permitieron obtener las cons-
tantes de dos de tales libraciones libres, mientras que para el
modo de 27,3 dias los resultados eran absolutamente inconsisten-
tes, atribuyendo Calame este hecho a correlaciones esplireas con

libraciones forzadas de periodos muy pr6ximos.

Expresado T, Py ¥ Pps en variables de Andoyer, se comprueba
fadcilmente que los modos de frecuencias w y Wy corresponden inme

diatamente a las oscilaciones libres en las variables (Xl, xl) y
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(XZ’ x2). Esto nos permite obtener para sus constantes la esti-

macibn

B, = 0", 29 q = 38°, 5

B, = 9", 94 g, =165°, 2 (3.14)

si se fija el instante inicial en el dia juliano 2440400,5 (28
de junio de 1969), mientras que para el valor medio de g se halla
0,= 10", 59, que, de acuerdo con los resultados clésicos
(Tisserand, 1891), es considerablemente mayor el valor anilogo

para la Tierra, cifrado actualmente en 0",3 (Vicente, 1980).

En cuanto al modo de frecuencia Wy de Calame, se le asocia
un grupo complejo de términos que incluyen factores de la forma
B, sen(F inls) ¥y By sen(F in3s), de los cuales los m&s importan-
tes son los segundos, ya que B3 ha de ser del orden de sen €5
0.026, y que poseen unos periodos de 27,13 y 27,29 dias, corres-
pondiendo el Gltimo al de 27,3 dias indicado por Calame. Esto
parece indicar que quizds el modelo de su investigacibn sea de-
masiado simple, y que podria resultar conveniente el empleo de
un modelo que contuviese de forma mis explicita las verdaderas
oscilaciones libres de las variables de accifn-ingulo, anfilogo

por tanto al propuesto en nuestra integracibn.
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CAPITULO IV. EXTENSION A ORDENES SUPERIORES DE PERTURBACION

La precisibn actual de las medidas laser de distancias Tie
rra-Luna, que puede estimarse en + 10 cm. para los miles de ob-
servaciones de gue se dispone, okliga a incluir en las teorias
de las libraciones los té&rminos con amplitudes del orden de
0",01 a 0",02, que posiblemente se reducirén en un futuro no
muy lejano en un factor 2 6 3. De ahf gque se haga necesario -
considerar perturbaciones del orden de 10—8 con respecto al
término principal, por lo que deben-incluirse los términos de
tercer orden del desarrollo en arménicos esféricos del poten-
cial lunar debido a la presencia de la Tierra. De acuerdo con
&sto, en este capitulo se extienden los resultados del ante-
rior incluyendo en el potencial de la rotacibén lunar el tér-
mino correspondiente, que denotdbamos por V3, Yy gue pasa a -
constituir un término de segundo orden de perturbacibn del
hamiltoniano. Tendremos asfi:

H = HO + Hl + H2

El desarrollo de este nuevo componente del potencial puede
obtenerse en forma anfloga a la indicada en el apartado 2.3.
para el té&rmino V,, en funcién de los par&metros de inercia
lunares Cn m ! Sn m’ due, por conveniencias del desarrollo,
son sustituidos por unas nuevas constantes adimensionales
Kn m Ln m* Para los primeros se han tomado los valores dados
por Eckhardt (1.980), es decir,

_ . -6
C30 = 10,4 10
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_ . -6 B R
Cyy = 28,6 ° 10 S5, = 8,8 ° 10
c,, = 4,8 " 107° -6
-4, B .
32 S,, = L7 7 10
C33= 2,7 710 7° S,, = -1,1 ° 107°
33 '
Considerando las relaciones
R/a - 1/221, c/mR® = 0,392 M./m =1/81,30

y teniendo en cuenta el factor de correccibn A= 1,0027,
introducido por Jeffreys (1.961), se deducen los valores

de las nuevas constantes consignados en la Tabla 4.1.

TABLA 4.1.

Constante Valor en radianes(‘10—7) Vélor en segundos
K3o 7,135 0,1472
K3l -19,620 -0,4047
K32 6,037 0,1245
K33 -8,232 0,1698
L31 -2,915 0,0601
L32 4,631 0,0955
L33 1,886 0,0389

Este término HZ' de segundo orden, contiene t&rminos

de los mismos tipos que los de H salvo seculares, como

ll
era de esperar, pues corresponde a armbnicos de orden

impar.
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4.1. Eliminacidn de los términos periddicos no resonantes.,

La eliminacidn de los té&rminos periddicos no resonantes
se efect@la por el método de Deprit, calculando la funcidn

generatriz hasta el segundo orden, es decir, W=W1 + W,
-~

Sus componentes se determinan a partir de las ecuacio-

nes
HO = H'O
{H_, W} = H' -H
[Hgr Wpl = H'p-Hy=-3 (B + H'), W}

pudiendo calcularse las perturbaciones, sin singularidades

en las variables (yi ‘ Yi), por medio de las relaciones

1 2 1
AY .= = 7= -~ —2% = = { — , W}
i ayi ayl 2 ayi 1
oW o 1 W
py.= —L 4 24 {_-1-,Wl}
o8y, 3 2 3Y.
i 2 i

es decir ahadiendo a las ecuaciones de primer orden obte
nidas en la integracidn del capitulo anterior una correc-

cibn constituida por términos de segundo orden.

Los c3lculos correspondientes son de una extensibn con-
siderable, debido al gran nfimero de desarrollos de parén-
tesis de Poisson que conllevan. Sin embargo, dado que 1la
precisidn que se pretende lograr para la integracibn pre-
sente es de 0", ol, pueden abreviarse en gran manera estos
cdlculos, sin que por ello dejen de ser prolijos, prescin-
diendo de todos los términos cuyas contribuciones resul-
taran menores que una cantidad determinada, que fijamos
en 0", 001.
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422. Eliminacién de los términos resonantes débiles de pri-

mer orden

La eliminacibén de los términos débilmente resonantes es
ahora de mayor complicacibn, dado el aumento de precisibn
de esta integracibn, y los problemas que ocasionan algunos
de ellos. La eliminaci6n de los términos de este tipo, con-

tenidos en H se puede conseguir con dos aplicaciones del

1’
método de Deprit. En la primera se eliminan todos los tér-

minos resonantes._débiles de H salvo dos de ellos, en los

1’
argumentos U -4 y u + 2v -2 , Ya que éstos darfan lugar

2 y 1077 en la funcién generatriz,

a otros de magnitudes 10~
que obligarfan a aproximar la transformacibén hasta el cuar-

to orden.

En una segunda aplicacién del método de Deprit se elimi-
na el par de términos citados, y se comprueba que, al con-
tener estos senuv y sen € como factores, basta calcular 1la
funcibn generatriz, y aproximar las ecuaciones de perturba
cibén, hasta el tercer orden, con lo gque se conservan to-
dos los términos de contribuciones superiores a 10-3 segun-

dos.

4.3, Eliminacibn de los términos débilmente resonantes de

segundo orden.

Esta eliminacibn es afin mds problem&tica que las anterio
res, pues algunos de los términos implicados en ella darian
lugar a cocientes de la forma kl/ng=0,125 y k2/ng = 0,014
al calcular la generatriz. Por ello se harfa necesario -
aproximar la transformacibén de contacto hasta el cuarto or
den, lo que es pré&cticamente irrealizable por célculo ma-
nual, e incluso resultaria costoso aunque se dispusiera de
un manipulador simb6lico potente, como los de Heﬁrard, Jef

ferys o Broucke.

Este problema puede paliarse si se agrupa HO junto con

Hi (que contiene los términos seculares y resonantes pro-
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fundos de primer orden) en un nuevo término KO de orden
cero. Esto da lugar a una mayor complicacifn en el c&l-
culo de la funcibn generatriz, que sin embargo, puede
reducirse teniendo en cuenta la solucibn descrita en el
apartado 3.4. para el movimiento secular correspondien-
te al hamiltoniano KO' ya..que, debido a la pequefia mag-
nitud de la amplitud Bl, dada en (3.13.), es posible sim

plificarla tomando Xy = 0 y M constante.

HaciendoK2 = Hé , puede calcularse la funcibn genera-
triz W' como suma de dos componentes de segundo y cuar-
to orden, definidas por las ecuaciones

. e

{Ky, W'

2~ Ky

1
- 3 {K, + K'

2}
{k g, W'yt

it
20 W}
aunque dada la dependencia funcional que resulta para
é, se hace innecesario aproximar la transformacibn has
ta el cuarto orden, lo que hace més préctico el artifi

cio anterior.

Con esto se obtiene un hamiltoniano que contiene tan
s6lo términos seculares y resonantes profundos, y podria
procederse al estudio del movimiento secular. Sin embar
go, en el estado actual del problema, resulta suficiente
la expresi6n de las libraciones libres dadas en la inte
gracibn de primer orden, pues la inclusi6n de los té&rmi
nos de segundo orden darfia lugar a variaciones indetec
tables que no compensarian el esfuerzo de cédlculo reque

rido.
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