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CAPITULO I.- INTRODUCCION 

En la primera mitad del siglo XVII, Galileo Galilei observó 

con el telescopio de su invención, que los puntos del disco lu­

nar cambiaban de posición, aproximándose, bien hacia el este, 

bien hacia el oeste del limbo. Algo más tarde, el famoso sele­

nógrafo John Hevelius apreció oscilaciones semejantes de los 

accidentes de la superficie lunar, en dirección norte-sur. Con 

ésto, el problema de la cartografía lunar revelaba su dependen­

cia del estudio de la rotación de nuestro satélite alrededor 

del centro de masas. Quizá la primera explicación de estas li­

braciones se encuentra en los Principia de Newton (1.686). don 

de se atribuyen al hecho de que, mientras la velocidad orbital 

de la Luna es variable, la rotación se efectuaría de un modo 

uniforme, alrededor de un eje inclinado con respecto al plano 

de la órbita. Fué, sin embargo, Jean Dominique Cassini quien 

di6 en 1.693 una descripción sencilla y elegante de la rota­

ción lunar como superposición de dos movimientos uniformes,si~ 

cronizados con el período sidéreo y la precesión de su órbita, 

y que .en nuestros días sigue utilizándose como primera aproxi­

mación de dicho movimiento. Esta primera teoría de la libra­

ción fué publicada por su hijo en 1.721, y en esencia puede su­

marizarse en las dos leyes siguientes: 

l) La Luna gira uniformemente alrededor de su eje polar, con 

un período igual al período sidéreo medio de su movimiento orbi 

tal relativo a la Tierra. 

" 2). El nodo descendente del ecuador lunar, respecto a la ecliE 
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tica, tiene un movimiento de pre cesión en coincidencia con 

el nodo ascendente de su órbita. 

Cass ini dió para la inclinación constante del ecuador lunar 

respec to a la eclíptica el valor de 2º,5 sobreestimando así en 

un g rado la magnitud de los valores usuales en la actualidad. 

A finales del pasado siglo, las leyes anteriores fueron modifi­

cadas en el sentido de afiadir una tercera ley, afirmando que la 

citada inclinación era constante (Tisserand, 1.891). 

La primera publicación de datos de observación que confirma 

ran estas leyes parece deberse a Tobías Mayer (1.750), quién -

mejoró la estimación de Cassini sobre la inclinación del ecua­

dor lunar asignándole un valor de 1°29', inferior en unos 230" 

al aceptado hoy. Con ésto, las libraciones podían predecirse 

con una precisión cercana a l" de ángfilo geocéntrico. 

El conocimiento teórico de la libración lunar progresó con 

bastante rapidez, ya que en aquellas fechas comenzaron a desa­

rrollarse las teorías sobre movimiento de sólidos. Así, mien­

tras D'Alernbert discutió el movimiento de un cuerpo rígido, 

Euler derivó las ecuaciones diferenciales que llevan su nombre, 

y que han sido frecuentemente aplicadas en estos estudios. Por 

su parte, Lagrange construyó en 1780la primera teoría precisa 

de la libración lunar, sobre la base de la ley de gravitación 

de Newton, que fué suplementanda más tarde por trabajos de La­

place y Poisson. Dicha teoría, recogida en el tratado de Tisse­

rand (l.891), proporcionaba una precisión superior a la de las 

observaciones, durante un período que se prolonga casi hasta -

1.970, lo que le da un puesto relevante, dada la gran cantidad 

de observaciones realizadas en ese espacio de tiempo. 

Así, en 1.839 Bessel inició el uso ·del heliómetro para las 

observaciones de la rotación lunar, que fué continuado por sus 

discípulos Schlutter y Wichman (1.846, 1.847). Merece especial 

mención la labor de Hartwi s , que dejó tres series de observa­

ciones heliométricas del crater Mos t ing A : la de Strassburgo, 

con 42 noches de observación en un período que abarca de 1. 877 

a 1 . 879 , la de Dorpat , con 36 observaciones de 1.884 a 1.885, y 

la t e rcera , que comprende 266 obse r vaciones desde 1. 88 0 hasta 
Fundación Juan March (Madrid)
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1.922, y que es la mayor serie realizada por un solo o bs e r va ­

dor.Finalmente hay que citar el gran programa heliométrico d~ 

sarrollado en el observatorio Engelhardt de Kazan, con unas 

1.100 observaciones efectuadas entre 1.895 y 1.963 por diver ­

sos astrónomos. 

A pesar de que, como hemos señalado, la teoría de Lagrange 

podía considerarse perfecta desde el punto de vista de las ob 

servaciones heliométricas, continuaron elaborándose teorías me 

joradas de la libración lunar desde el comienzo del presente 

siglo. En estas, las coordenadas del centro de masas lunar s e 

expresan como series de Poisson con coeficientes numéricos y 

argumentos literales, por lo que se clasifican habitualmente 

como "semianalíticas", denominación quizás algo imprecisa, PºE 
que los métodos de integración empleados son muy diversos, va­

riando desde l os analíticos a otros predominantemente numéricos. 

Entre ellas, cabe destacar como básica la teoría de Hayn, 

cuya primera versión apareció en 1.902, y que fué mejorada en 

1.920. En ésta, se procede a una integración de las ecuaciones 

de Euler para la rotación,suponiéndo que la posición del centro 

de masas lunar viene dada por la teoría de Hansen, y se posibi ­

lita dicha integración merced a varios artificios , que incluyen 

una linealización previa. Sus resultados son bastante buenos -

(Eckhardt, 1.980), y fueron confirmados, aunque solo pa rcialm e~ 

te, por Jonson (1.917), quien empleó las coordenadas rectangula­

res y las ecuaciones de Langrange, como haría más tarde Jeffreys 

(1.955). Aunque este último autor no llegó a dar los valores nu 

méricos finales de las cantidades requeridas, son varios l o s ar ­

tículos de Jeffreys relaciohados con las libraciones (1 . 936 , 

1.957, 1.961, 1.962, 1.970, 1.972). 

La teoría ' de Hayn fué modificada por Koz iel (1 . 948, 1.962), 

utilizando la solución de Brown para describir el mov imiento o r 

bital y acompañándola con métodos mejorados de redu cción de o b ­

servaciones y ajuste de parámetro s (1.967, 1.970) , que le ll eva ­

ron incluso a obtener expresiones de las libraci on e s libres . Co n 
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todo , e sta parte de su trabajo ha sido muy criticada por diver­

sos autores, como Kopal, Arthur, etc., y a que siendo la resolu- · 

ci6n del heliómetro de l" aproximadamente, no parece correcto 

intentar obtener errores del orden de unas centésimas de segun­

do, pues ello equivaldría a efectuar la hipótesis de que todos 

los errores de observación son aleatorios. 

Por otra parte, el método de Hayn da lugar a la aparición de 

pequeños divisores, que ponen en cuestión algunas de las hipót~ 

sis de trabajo de dicho autor y perjudican la bondad de la solu 

ci6n. 

Muy próximas a estas teorías se encuentran, las primeras ver­

siones de Eckhardt (1.965, 1.967), quien utiliza unas ecuaciones 

diferenciales semejantes a las de Euler, con las variables ~ , 

p 1 y p 2 (libración en longitud, y cosenos directóres primero y 

segundo del polo de la eclíptica, en el sistema lunar de ejes 

principales) como incógnitas. Estas ecuaciones son modificadas 

para llevarlas a la forma 

T X = y + ( T - R ) X 

donde T y R son operadores diferenciales, el !?rimero li.neal e 

inversible, y la solución se halla por aproximaciones sucesi­

vas en un computador digital, Naturalmente,subsisten en ella -

problemas análogos de pequeños divisores. 

Un grupo aparte está constituido por el conjunto de teorías 

que se desarrollaron en las dos últimas décadas en la Unión So­

viética, siguiendo una línea bien diferente, Destacan los artí­

culos de Kondurar (1.962, 1.964), Ossipof (1.969~ 1.970, 1.973) 

y Erokshin (1.974), quienes consideran conjuntamente los movi­

mientos orbital y de rotación de la Luna, sin recurrir a la -

aproximación usual de suponer el primero de ellos como indepe~ 

diente del segundo. 

Esta forma de plantear el problema es la natural en el estu­

dio del movimiento de un sólido, aunque debido a la extrema di ­

ficultad de la integración correspondiente, es de hecho la menos 

utilizada. Su aplicación a la teoría lunar es recomendada por ~ 
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Kondurar, debido a la precisión alcanzada por la te o ría de 

Brown. que incluso parece aumentada en la actualidad por al­

gunas nuevas integraciones. 

En estos últimos estudios se emplean métodos no canónicos 

de perturbaciones basados en el del pequeño parámetro de Poi~ 

caré, y se aprovecha la proximidad del movimiento a una d e 

las soluciones de equilibrio dinámico denominadas regulare s 

por Duboshin (1.958). En general no se considera la influenc ia 

solar, o se concreta en unas hipótesis restringidas del tipo 

de Hill. Los resultado s son bastante limitados, pudiendo ésto 

atribuirse al manejo de variables inadecuadas para la aplica­

ción de métodos de perturbaciones más potentes y pre cisos, 

que permitieran calcular separadamente las perturbaciones se­

culares y periódicas. 

Un planteamiento análogo del problema, pero con un trata­

miento bien diferente se encuentra en el estudio del sistema 

Tierra-Luna realizado por el autor(1979) ,donde se trata el mo 

vimiento conjunto en forma hamiltoniana,aunque despreciando la 

influencia del Sol,por lo que puede considerarse como un pri­

mer paso de una teoría más general del sistema Tierra-Luna-Sol . 

El panorama expuesto sufrió un cambio radical con la inst~ 

lación, sobre la superficie lunar, de di versos reflectores y 

transmisores de radio, llevada a cabo en las niis .iones Apollo 

Esto permitió comenzar en 1969 un gigantesco programa de obseE 

vación, integrado en el experimento LURE(Lunar Laser Ranging 

Experiment), que se ce ntró desde 1970 en el Observatorio Mc Do­

nald.En él se aplican princinalmente los métodos de lase r a l a 

medida de distancias Tierra-Luna,junto con otros métodos c omo 

los de interferometría diferencial VLBI (very long b a seline in ­

terferometry) .En la actualidad, se estima que la .distan c ia Tier 

ra-Luna se puede determinar con un error medio de un os 13 cm. 

(Williams,1977), que se espera rebajar a solo 3 cm. e n los 

próximos años (Kovalevsky, 1977), habiéndose aume n tad o así la 

precisión global de las antiguas observaciones he l iométri c as e r. 

un factor de 10 3 a 10 4 . Ante ésto, las teorías clási cas s e r e -
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velan insuficientes, y las que se desarrollan en la actualidad 

apen~s pue den incluir, con la exactitud requerida, las mayo­

res i n fluencias, proporcionando resíduos medios del orden de 

30 a 40 cm. 

Las técnicas empleadas en estas observaciones son de gran 

comp lejidad, pudiendo encontrarse una descripción bastante 

completa en un artículo de Mulholland (1.977). Los datos me­

didos son esencialmente dos: el instante en que el laser fué 

disparado, y el de detección de un fotón reflejado en los re­

f l ec t o res colocados sobre la Luna. Además, resulta necesario 

conoce r una primera aproximación del instante de regresó del 

fotón, lo cual supone complicados cálculos. Si la primera me­

d ida de tiempo se realiza en tiempo universal coordinado (U. 

T.C.), hay que obtener los instantes correspondientes en otras 

dos escalas, de tiempo universal UTl y tiempo de efemérides 

(E T), llevando en cuenta la corrección relativista. También 

s e debe conocer la posición precisa del emisor , que incluye 

los efectos de nutación, precesión, rotación de la Tierra y 

mareas, así como la del reflector lunar, lo cual supone dis­

poner de una primera aproximación de su posición en el espa­

cio, teniendo en cuenta naturalmente las libraciones, y de 

nuevo la posición del receptor. Considerando estos factores 

y algunos otros, así como diversas correcciones empíricas e 

instrumentales, se obtiene un instante (calculado) de regre­

so del fotón, que interviene en la reducción y filtrado de los 

datos, y se compara con el observado. 

La diferencia entre ambos corresponderá en parte a las limi­

taciones de los modelos matemáticos empleados, y también a los 

naturales errores aleatorios. A partir de estos resíduos deben 

mejorarse los parámetros de las teorías utilizadas, o contras­

tar otras nuevas, así como perfeccionar el conocimiento de otros 

efectos no despreciables, como variaciones en la escala de tiem­

po, posición del telescopio y del reflector, estado de la atmós 

fera, mareas lunares, aceleraciones seculares, etc. 

En general se emplean integraciones numéricas para obtener 

el instante calculado de detección y,ciñéndonos a las relati-
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vas a la libración, podemos citar las teorías de alta preci­

sión de Williams (l.977) o Capallo et alt. (l.980), ambas nu 

méricas, o las semianalíticas de Eckhardt (l.972, 1.980), uti 

lizadas ocasionalmente. Sin embargo, resulta conveniente el em 

pleo de teorías analíticas o semianalíticas, pues presentan al­

gunas ventajas, ya que pueden ser usadas para separar las li­

braciones libres y forzadas, determinando de modo más preciso 

algunos parámetros implicados, como los de inercia de la Luna, 

las constantes de las libraciones libres, etc., y además son 

más reveladoras de la dinámica del sistema. Por ello se están 

desarrollando en la actualidad varias teorías semianalíticas. 

Entre ellas, debemos señalar en primer lugar la denominada Se­

rie 500 de Eckhardt (l.980), que incluye los armónicos hasta 

el tercer orden, y emplea la solución A.L.E. de Deprit, H2nrard 

y Room (l.972) para especificar la órbita lunar, con las corree 

ciones planetarias y correspondientes a la figura de la Tierra 

de la teoría I.L.E. de Eckert et alt. (l.954~ 1.966), deriva­

da principalmente de Brown. Además obtiene correcciones que -

contienen efectos de los armónicos de cuarto orden y de no ri­

gidez. El método utilizado para obtener la solución es el mis­

mo de sus primeras teorías, efectuando las integraciones por 

aproximaciones sucesivas en un computador de alta velocidad, y 

asignando desde un principio valores numéricos a los parámetros 

lunares considerados, por lo cual no puede considerarse como -

analítica en un alto grado. 

Un método más analítico es el empleado por Migus (1.975,1.977) 

auqnue finalmente recurre a la integración por iteraciones.Más 

interesante desde nuestro punto de vista resulta el trabajo in~ 

ciado por Henrard y Moons (l.978), que sienta las bases para una 

teoría hamiltoniana que está siendo desarrollada por Moons pa­

ra obtener ~esultados de alta precisión. En ella se comienza por 

desarrollar el hamiltoniano en serie de potencias en torno a la 

posición de equilibrio medio, con el fin de hallar las frecuen­

cias fundamentales de las libraciones libres e introducir varia­

bles de acción-ángulo,y,tr us expresar de nuevo la perturbación 
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como una serie de Poisson, se aplican métodos de perturbaci~ 

nes basados en las series de Lie. Los resultados obtenidos -

por Moons (l.980) nos fueron remitidos después de concluir el 

presente trabajo, e incluyen los armónicos lunares hasta el 

tercer orden, presentando ligeras discrepancias con las solu­

ciones citadas, de Eckhardt y Migus. Por otra parte, el movi­

miento o rbital se torna de la solución de Chapront-Touzé (1979) 

En e ste estudio s e ha intentado elaborar una teoría que p~ 

di e ra c a lificarse c omo "más analítica" que las anteriores. En 

e l la se a p lica fundamentalmente el método de Deprit al probl~ 

ma exp r e sado en las variab les canónicas de Andoyer, y se posp~ 

ne e l cálculo de las frecuencias naturales de oscilación, y 

las libraciones libres, que en este problema expresan el movi­

miento secular, a las últimas fases de la integración, una vez 

obtenidas casi todas las perturbaciones periódicas. De este mo 

do pueden evitarse los problemas inherentes a los desarrol~ 

los en serie, y truncaciones consiguientes, previos a la in­

tegración propiamente dicha en el esquema ideado por Henrard 

y Moons . Se incluyen los armónicos del potencial lunar hasta 

el tercer orden, y también el movimiento de la eclíptica y el 

punto vernal, que parece ser despreciado por Moons, aunque su 

influencia es superior a la de algunos términos de tercer or­

den. Las series finales no se expresan sólamente en los argu­

mentos habituales, i, 1 1 , F, D y H, sino que se conservan las 

variables de Andoyer, con el fin de poder asignar valores num~ 

ricos a las diferencias ~-h a partir de las soluciones corres 

pondientes a las libraciones libres, sin tomar por tanto tal 

diferencia como nula, ya que la amplitud de la oscilación li­

bre correspondiente a A - h puede estimarse que es del orden de. 
' sen 1º, 5= 0,026. 

Para concluir esta introducción, parece conveniente efectuar 

una breve referencia a la trascendencia delos estudios sobre -

libraciones, que puede ampliarse en Kovalevsky (l.977). Una -

teoría precisa, preferentemente analítica, permitiría obtener 

de forma satisfactoria las libraciones libres, cuyas constantes 

han sido determinadas parcialmente por Calame (l.976, 1.977). 
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De su conocimiento se derivarían consecuencias sobre la 

evaluación del factor de disipación Q, y la existencia y -

magnitud de mecanismos de excitación, como son los impacto s 

meteoríticos (Peale,1.975, 1.976; Calame y Mulholland,1978) 

Además, permitiría conocer con mayor precisión los paráme­

tros de inercia de la Luna, así como el cociente C/mR 2 , que 

es de su m a importancia para discutir la estructura inter­

na de nuestro satélite. Naturalmente, los datos orbitales 

de satélites artificiales son también de gran interés para 

este fín, y se utilizan, en ocasiones en conexión con las -

medidas por laser o VLBI. Los trabajos relacionados con es­

tos temas son frecuentes en los últimos años (Sjogre~, 1.971; 

Ferrari , 1.977; Bills y Ferrari, 1.977; Blackshear y Gap­

cynski, 1.977). 

Por otra parte, se impulsa el progreso de la selenodesia, 

con el establecimiento de puntos normales de referencia (Abbot 

et alt., 1.973; Shelus et alt., 1.975; Mulholland et alt, 

1.975), y la mejora de la cartografía lunar, que es de gran 

importancia, no solo por los proyectos espaciaJ.es, sino por 

los programas de ocultaciones de estrellas, en los cuales es 

necesario conocer con precisión el perfil del limbo lunar. 

Además, pueden obtenerse otros muchos resultados, entre los 

que destacan las correcciones a la escala de tiempo (King et 

alt., 1,978}, mejora de las posiciones de observatorios terres­

tres y del eje instantáneo de rotación de la Tierra, así como 

los referentes a las mareas lunares y aceleraciones seculares 

(Calame y Mulholland, 1.978; Williams et alt., 1.978), posi­

ble variación de la constante de gravitación y verificación 

del principio de equivalencia para cuerpos masivos (Williams 

et alt., 1.976; Shapiro et alt., 1.976), determinación del nú 

mero de Love· lunp.r h 2 , y una extensa lista que da idea . de las 

importantes repercusiones de los actuales estudios sobre la 

rotación lunar y temas afines. 
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CAPITULO II.- FORMULACION HAMILTONIANA DEL PROBLEMA DE LA 

ROTACION LUNAR. 

Corno la Luna es una cuerpo asimétrico, las ecuaciones diferen 

ciales que rigen el movimiento orbital de su centro de masas y 

la rotación alrededor de dicho punto no son independientes, por 

lo que en principio han de integrarse simultáneamente. Sin em­

bargo, en la mayoría de los problemas de Mecánica Celeste puede 

seguirse un procedimiento más simple, que consiste en obtener en 

primer lugar una solución para el movimiento orbital, con cier­

tas simplificaciones, y estudiar luego la rotación alrededor del 

c.d.m., considerando entonces sus coordenadas corno funciones co­

nocidas del tiempo. Con ello se desprecia el efecto de la rota­

ción sobre el movimiento orbital, aunque en muchos casos seobtie 

ne una aproximaci6n suficiente. Además, en el problema lunar, 

las expresiones precisas de su movimiento orbital contienen co­

rrecciones que incluyen entre otros el efecto de la asimetría de 

los campos de potencial terrestre y lunar, por lo que se puede 

adoptar perfectamente este método de trabajo, que es el seguido 

en casi todas las investigaciones conocidas. En consecuencia la 

primera hipótesis consiste en suponer conocido el movimiento or­

bital de la Luna, que se tornará de la teoría de Brown (1910) revi 

sada por Eckert o la S.A.L.E. de Henrard (1978). 

Además, al desarrollar el potencial lunar, se supondrá que la 

Tierra y el Sol son cuerpos puntuales, lo que dá lugar a la apa­

rición de ciertas inexactitudes en el desarrollo de aquél. Con­

siderando la expresión del potencial mútuo de dos sólidos tal co 

mo se da en Borderies (1978), los primeros términos despreciados 
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son los armónicos de cuarto orden factorizados por productos de 

los parámetros de inercia de segundo orden de la Tierra y la Lu-

na, 

ser 

ser 

cuyo orden relativo al hamiltoniano no perturbado, viene a 
-9 de 10 , por lo que su contribución a la solución habría de 

del orden de 10-4 segundos de arco. Esta simplificación es 

habitual en todos los estudios que conocemos, y puede considera~ 

se lo suficientemente justificada como para no dejarse influir 

por los resultados de ciertas simulaciones numéricas de Breedlove 

(1977), que dieron para algunos de tales términos contribuciones 

de amplitud próxima a 0".01' 

2.1. Referencia a un equinoccio móvil. 

De acuerdo con el planteamiento precedente del problema, y 

escogiendo como variables can6nicas las (A, µ, v , A, M, N) de 

Andoyer (1923) -Cid y Correas (1973)- referidas a un equinoccio 

fijo (Figura 1), el hamiltoniano puede escribirse en la forma 

H = T + V 

siendo la energía cinética 

T = ~(M2 _ N'l ((se:2v + co:2 v) N2J + -
2C 

(2 .1) 

Como las teorías que proporciona.n el movimiento del c.d.m. de 

la Luna están referidas a un siste~a de coordenadas eclípticas 

de la época, resulta conveniente expresar el hamiltoniano compl~ 

to en la misma referencia. Esto puede lograrse sustituyendo las 

variables (A, µ, v, A, M, N) por otras análogas, designadas con 

(') (Figura 1), que pueden interpretarse como variables d e 

Andoyer relaci~nando el sistema eclíptico de la época con el de 

ejes principales. 

Efectuando un nuevo cambio 

A"= A' + 'l'(t) + TI(t) A" = A' 

donde 'I' es la precisión general en longitud, el nuevo hamilto-
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niano será ahora F= T + V + E, donde, 

E= d TI { /\ 
dt 

cos 1T + M sen E senn cos(:>. - '11(t) - TI(t))} 

dn (d'l1 dTI) + - M sene: sen(:>. - i¡,(t)) - - + - /\ 
dt dt dt 

Las funciones del tiempo n, TI y '11 pueden obtenerse de f6rrnu­

las usuales, corno las de Newcornbe (1900) 6 Kinoshita (1975). 

2.2. Principales influencias perturbadoras. 

En las hipótesis anteriores, la presencia de la Tierra en el 

campo gravitatorio lunar contribuye al potencial V con un suman 

do VE que puede descomponerse en la form~ 

3 

siendo 

¿[' C-A-B 
V2= P 2 (sen o) 

2 

GMEmR" 
V = {J P (sen o) n + 1 -n n n r rn 

V 
n 

+ 

n 
E 

1 

(2. 2) 

A-B 2 
O)cos 2 ,j P 2 (sen 

4 

rn 
P n (sen o ) ( Cnrncos rna + 

+ Snrnsen rna )} (2. 3) 

En las fórmulas precedentes G es la constante de gravitació n; 

ME y rn las masas respectivas de la Tierra y la Luna; R el radio 

medio lunar; Cnrn' Snrn' los coeficientes del potencial lunar; r 

la distancia entre los c.d.rn. de ambos astros, a y 0 . la longi­

tud y latitud selenocéntricas de la Tierra, referidas al siste­

ma de ejes principales lunares; y P~ los polinomios asociados 

de Legendre. 
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T e ~iendo en cu e nta las relaciones 

v2 ME 2 e-A-B V J 
(: r - 2 'V 

n 
'V 

n 

T m +ME 2 e v2 J2 

se deduce que los órdenes de los primeros armónicos de (2 • 2) 1 

r e l a tivos al término no perturbado, son aproximadamente 

(2. 4) 

Po r su parte, el efecto directo del Sol proporciona un térmi 

no ad itivo v 5 de V, cuya expresión es análoga a la de VE. De­

signa ndo por Ms, a', la masa del Sol y el semieje mayor de su 

órbita, r espectivamente, y teniendo en cuenta la igualdad 

Ms (a J - - = 0,056 
ME a' 

el orden de este término resulta ser 

(2. 5) 

Además, como la razón del tercer armónico con respecto al 

segundo es 7·10-7 , basta considerar en VS únicamente el término 

principal, que representaremos con este mismo símbolo. 

Junto a estas perturbaciones existen otras de menor magnitud 

y dificílmente evaluables . La más importante procede de la - -

elastic idad de la Luna, que se deforma bajo la acción de fuer­

zas d erivadas de su potencial centrifugo Ve y de un potencial 

d e mareas VT ("tidal potential") inducido por la Tierra, pudie~ 

do acumularse estos efectos a los precedentes si se añade al 

potencial VE + Vs un término oV= Ve + VT, cuyo orden viene a 

ser 

-5 -7 
oV "" 1,9·10 h 2 "' 3,8•10 (2. 6) 
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si se torna, corno valor más probable para el número de Love h 2 , 

el de 0,02 indicado por Harrison (1963). Dada la incertidumbre 

en el conocimiento del valor de h 2 , y la pequeña magnitud de la 

perturbaci6n anterior, en este estudio se ha prescindido de su 

efecto, considerando, pues, la Luna corno un sólido rígido. Ade­

más, corno señala Kovalevsky (1977), la detección de las mareas 

lunares sería de gran dificultad, pues originarían desplazamien­

tos superficiales de unos pocos centímetros, y posiblemente una 

variaci6n de la rotación del orden de pocas centésimas de segun­

do de arco y período de un mes anomalístico (Peale, 1973), que 

se vería enmascarada por un término considerable del mismo perí~ 

do. 

En cuanto a otras influencias, corno podrían ser las planeta-
-10 rias, son de mucha menor magnitud (a lo sumo 10 ) , por lo que 

tampoco se han considerado, quedando la perturbación constitui­

da por el potencial V, reducido a la suma de v2 , v3 y v5 , junto 

con la correcci6n aditiva E debida al movimiento de los planos 

fundamentales. 

2.3. Expresión del potencial en variables de Andoyer. 

El desarrollo del potencial en las variables canónicas consi­

deradas se simplifica con el auxilio de una versión modificada 

del teorema de Wigner (1959) sobre transformación de arrn6nicos 

esféricos bajo rotaciones del sistema de referencia, que puede 

encontrarse en Kinoshita et alt. (1974). Aplicándola reiterada 

mente, resultan las igualdades siguientes 

P rn (sen o) e irna 
n m' ,rn" o 

Q (rn,rn') (p, cos a ) · 
n 

(rn 'rn'") rn" · 
xQn ' (T, cosc)Pn (senB')exp{i[_rn" pT(L'- f.)-rnv 

1T 1T J -rn'pµ + - (rn-rn') + - p (rn'-rn") } 2 2 
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donde L' y B' son la longitud y latitud selenocéntricas del cuer 
(mm') -

po perturbador, y Qn ' los polinomios modificados de Jacobi 

(Kinoshita et alt., 1974). 

Con esto, la posici6n del cuerpo perturbador aparece solo en 

términos de la forma P m(sen B') exp(imL') y factores 1/rn+l. 
n 

Limitándonos por brevedad al término v 2 de origen terrestre, las 

funciones anteriores pueden obtenerse a partir de las expresio­

nes que para la parte peri6dica de la longitud, la latitud, y el 

seno de la paralaje lunar a/r proporcionan algunas teorías, como 

la clásica de Brown (1896, 1910), o las recientes de Henrard 

(1972, 1978). 

Tales expresiones son series de Poisson con coeficientes numé 

ricos, y argumentos que son combinaciones lineales de las varia­

bles D, 1', 1 y F, habituales en la teoría lunar. Debido a ello, 

la obtenci6n de las funciones de L', 8 1 y r necesarias requiere 

engorrosos cálculos, que implican numerosas operaciones con se­

ries de Poisson, y en particular productos de series de longitud 

considerable. Ante la imposibilidad práctica de su realizaci6n 

por cálculo manual, se construy6 un reducido manipulador simbó­

lico que permite efectuar automáticamente las operaciones funda­

mentales con series del tipo considerado, incluyendo su trunca­

ción automática en el límite de error deseado, así como los pro­

cesos básicos de definición, almacenamiento y destrucción, entre 

otros. Los cálculos se efectuaron en un ordenador del tipo 

POP 11/t 55 del Centro de Cálculo de la Universidad de Zaragoza, 

tomando los coeficientes numéricos en simple precisión, y utili­

zando como datos de entrada las series proporcionadas por la teo 

ría s.A.L.E. de Henrard (1978), con precisi6n de l" para latitud 

y longitud y de O", 15 para el seno de la paralaje, lo que debe 

proporcionar una exactitud relativa aproximada de 10-6 , en el de 

sarrollo de v2 . 

De este modo se llega a una expresión de V corno serie de 

Poisson, cuyos términos son de la forma 

K A.(jX(cr) 
l. Y(E) [ ~~~] (a. + e. (j > 

l. 
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1 . 
donde K es un parámetro de inercia, A. ,J coeficientes numéricos, 

i 

X e Y funciones respectivas de los ángulos a y E , dependientes 

de los momentos, y a, e. (j, argumentos combinacion linea l de las 
i 

variables de Andoyer y de las D, i •, i, F y h, respectivamente. 
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CAPITULO III.- INTEGRACION DE PRIMER ORDEN 

La integración de las ecuaciones que rigen la rotación lunar 

es un problema sumamente complejo, ya que el hamiltoniano del 

mismo puede considerarse como perturbación de un problema alta­

mente degenerado, a causa de los fenómenos de resonancia que 

presenta. En este capítulo se procede a una integración de pr~ 

mer orden, despreciando los armónicos de tercer orden debidos a 

la acción de la Tierra, que proporciona una precisión teórica 

de unos 0",5 en la representación de las libraciones forzadas, 

algo superior a la de las teorías clásicas de la etapa heliomé­

trica. 

El método empleado consta esencialmente de dos fases. En la 

primera, tras una adecuada transformación y clasificación de 

los términos del hamiltoniano, se aplica el método de Deprit a 

la eliminación de los términos periódicos ordinarios, mientras 

que en la segunda se estudian las libraciones libres en torno 

al equilibrio definido por las leyes de Cassini. Este procedi­

miento es susceptible de s e r extendido a órdenes superiores de 

perturbación, como se hará en el capítulo siguiente, y se desa­

rrollará brevemente en los párrafos sucesivos. 

3.1. Transformación del hamiltoniano. 

En el presente problema, el hamiltoniano puede escribirse 

e n la forma 
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donde los términos de perturbación son de la forma 

díl A + díl A cos 1T 

dt dt 

E 

p ± 1 

lc1 2 )J + 4 + Pe a) u 2 , 2p (3 .1) 

siendo la expresión de v
5 

análoga a la de v
2

, y habiéndose em­

pleado las notaciones sx= sen x, ex= cos x. Por su parte, las 

constantes y funciones contenidas en (3.1) se definen así 

3G ME 2 C-A-B 
Kl= --y--~~~-

a 2 

u 
mn 

i,j T = ±1 

B~j cos(mµ+nv+j TA-T8 . <j¡ 
1m 1 

(3. 2) 

donde, 
(" 

ei J representan adecuadas combinaciones lineales de 

los argumentos F, ~·, ~ . D y h, considerados funciones explici­

tas del tiempo, y los coeficientes B~j son productos de ciertas 
1m (" 

funciones de E por unos coeficientes numéricos A . J, obtenidos 
1 

en los desarrollos de las series de Poisson indicadas al final 

del capítulo anterior. 

Esta expresión del hamiltoniano presenta los inconven ientes 

de contener variables angulares en el término no ·perturbado, y 

depender explícitamente del tiempo. El primero de ellos puede 

salvarse descomponiendo T, dada en (2.1)
1 

en la forma T= tt
0 

+ U, 

siendo 

Fundación Juan March (Madrid)



26 

(3 .3) 

e incorporando U a la perturbaci6n. 

El segundo puede soslayarse introduciendo el formalismo horno 

géneo (Sheifele, 1970). Para mayor claridad se ha procedido 

prev iamente a adimensionar el hamiltoniano, definiendo unos nue 

vos momentos y un nuevo tiempo s por las relaciones 

M'= 1 M, etc s= wt (3. 4) 
Cw 

así como un nuevo hamil toniano H' = H/Cw 2 , siendo w = n la velo­

cidad angular media de rotaci6n de la Luna. 

Considerando entonces las varibles L, '1', g, h, como nuevas 

variables can6nicas, y designando sus momentos conjugados por 

PL, P
1
,, Pg' Ph' se obtiene un nuevo hamiltoniano conservativo 

sin más que añadir al anterior la expresi6n PL+n 1 P
1

,+ngPg+nhPh' 

habiéndose tomado para los movimientos medios de las variables 

1', g y h, en la escala de tiempos, los valores 

Con ésto 

forma H= HO 

n'= 0,074 801 329 

n = 0,012 472 7585 
g 

nh= -0,004 021 3226 

puede descomponerse la 

+ Hl' siendo ahora 

H = e 
{ ~ +~) M2 + PL + n'P

1
, + o 4 

(3. 5) 

funci6n hamiltoniana en la 

n P + nhPh g g 

(3. 6) 

donde se han suprimido los símbolos (') que debían afectar a 
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algunas componentes, que se obtienen sin rnás que reemplazar, en 

las expresiones de v2 y v8 , las constantes Ki' K'i' correspon­

dientes a los términos terrestres y solares, por unas nuevas 

constantes ki' k'i' cocientes de las anteriores por cw 2
, y las 

derivadas temporales en E
0 

por derivadas con respecto a s. 

Los valores de las constantes que figuran en (3.6) resultan 

ser 

kl= 0,001530348 

k' = 8,6449·10-6 
1 

~(~-~-i) = -0,000515 

~ = 2,9014•10-6 

k2= 0,0001708641 

k' - 9,652·10- 7 
2-

e ( 1 1) '! B-A = -0,000105 

~ = -5,0219•10-7 
(3. 7) 

habiéndose tornado n= 1732 559 353", 56 por signo juliano corno va 

lor del movimiento medio en longitud de la Luna. 

3. 2. Análi'sis· d·e los distintos términos de la perturbación. 

Indicando con el símbolo < x > el valor medio de una cierta 

variable x, los fenómenos de resonancia asociados al movimien­

to lunar pueden concretarse, de acuerdo con las leyes de 

Cassini, en las equivalencias 

<µ+v+:>.> = < L+l80º> 

< :>. > < h + 180° > 

< E > cte "' 1 º3 O' 

La presenci,a del sumando 180ºen algunos términos se debe a 

que las variables de Andoyer están referidas al nodo ascendente 

del ecuador lunar. 

Al desarrollar V en las variables de Andoyer e introducir 

las series de Poisson que proporcionan el movimiento orbital, 
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resultan varios tipos de términos que, de acuerdo con la termi­

nología habitual (Garfinkel, 1966), se clasifican como seculares 

y periódicos, pudiendo distinguirse entre los últimos los de cor 

to y largo período y los resonantes, tanto débiles como profun­

dos. De acuerdo con ésto, se considera H1 descompuesto en va­

rios sumandos que agrupan los términos de cada uno de los tipos 

referidos. 

3.3. Eliminación de los términos periódicos ordinarios. 

En esta fase de la integración se efectuan varias aplicacio­

nes del método de Deprit, que conducen a la eliminación de los 

términos citados en el epígrafe, incluyendo entre éstos los dé­

bilmente resonantes. 

Como es sabido, el método de perturbaciones de A. Deprit 

(1969) procede mediante la determinación recurrente de una fun­

ción generatriz, y la correspondiente transformación canónica 

de las variables, de modo que el hamiltoniano inicial se trans­

forma en un nuevo harniltoniano más fácilmente integrable 

H'= H' 0 + H' 1 , y proporciona una solución asint6tica válida en 

intervalos de tiempo del orden del inverso de la perturbación. 

Con el fin de obtener con mayor precisión el movimiento secular, 

suele combinarse con un método de promedios, de modo que se es­

coge como H 1

1 la parte no periódica de H1 respecto de las vari~ 

bles angulares cuyos momentos conjugados están presentes en H0 • 

En la práctica la función generatriz W de la transformación 

de Lie-Deprit correspondiente puede determinarse a partir de 

las ecuaciones del método, que en los primeros órdenes son: 

Ho = H'o 

(3.B) 

donde {. , . } denotan los paréntesis de Poisson. Tales ecua­

ciones admiten la solución 
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( 3. 9) 

suponiéndose al calcular dicha integral que las variables canó­

nicas están dadas por la solución del sistema no perturbado 

(véase Hori,1966; Camarena et alt., 1976). 

Como puede apreciarse, no es posible eliminar los términos 

resonantes profundos por este procedimiento, pues dan lugar a 

la aparición de pequeños divisores, al ser sus frecuencias pró­

ximas a cero, y con ello la solución asintótica perdería su va­

lidez. 

Por otra parte, las ecuaciones de perturbación pueden calcu­

larse por las fórmulas 

aw
1 L'lp= p-p'= -

Clq' 
(3 .10) 

donde p y q representan un momento genérico y su variable conju­

gada, p' y q' el par de variables correspondientes al efectuar 

la . transformación canónica de generatriz W= w1 , y esta función 

se supone expresada en las nuevas variables mediante la susti­

tución literal de las antiguas por las nuevas. 

A causa de la proximidad del vector momento angular a uno de 

los ejes principales de inercia, y a la pequeña inclinación del 

ecuador lunar con respecto a la eclíptica, al calcular las ecu~ 

ciones de perturbación (3.10) para las variables de Andoyer, se 

originan pequeños divisores en el seno de los ángulos a y E • 

Para evitar este problema, y aprovechando la invariancía canóni­

ca del método, se calculan las ecuaciones de perturbación en 

unas nuevas variables canónicas (yi, yi) (Ferrándiz, 1979) defi­

nidas por medio de las igualdades; 

y 1=µ+v+A 

Y2= V 2 (M-N) cos \) 
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(3 .11) 

en las que no se presentan singularidades 

Como puede apreciarse; esta transformaci6n es análoga a la 

realizada por Cid(1969) para el caso de variables orbitales de 

Delaunay con inclinaci6n pr6xima a cero. 

3.4. Libraciones en torno al equilibrio. 

Para concluir la integraci6n, basta estudiar las libraciones 

en torno al equilibrio definido en primera aproximación por las 

leyes de Cassini. Con este fin, se realiza una tranformaci6n 

canónica, de modo que las nuevas variables, semejantes a las em­

pleadas por Henrard y Moons (1978), estén definidas por las 

igualdades 

p+ = p + M L+= L L - L 

p+ p + = g = g g g 

p+ = 
h ph + M h+= h 

p+ -
R.- PR.' R.'+= R. 1 

Las constantes a (pr6xima a 1) y B (pr6xima a sen e /2), se 

introducen con el fin de que las coordenadas (Xi, xi) oscilen 

alrededor de sus valores (O,O) correspondientes a la posici6n 

de equilibrio medio. Por tanto, sus valores determinan el cen 

tro de libraci6n. Desarrollando el hamiltóniano en serie de p~ 

tencias de las nuevas variables, e igualando a cero los términos 

lineales en éstas, se halla 
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a= 1, 000 004 026 441 B= O, 013 426 59364 

A partir de estos valores se obtiene E
0

= 1°32' 19~ 02 como 

valor medio de la inclinaci6n del plano de Andoyer con respecto 

a la eclíptica, comparable a los valores 1°32' 32", 86 de 

Eckhardt (1980), 1°32' 57" de Migus (1976) y 1°32' 49" de 

Henrard y Moons (1978). En realidad el valor dado por Eckhardt 

corresponde a la inclinación del ecuador lunar con respecto a la 

eclíptica, por lo que debería compararse con el valor medio de 

E + a, que resulta ser 1°32' 29", 61, muy similar al antes citado. 

A continuaci6n, se procede a calcular las frecuencias natura­

les de oscilación del sistema. Para ésto, se determina una 

transformación can6nica del tipo. 

;i¡;i 1 X'. 
l. 

de modo que los términos cuadráticos del hamiltoniano transfor­

mado sean de la forma 

Se obtiene, para las constantes ai y las frecuencias (rela­

tivas al movimiento medio n en longitud) de oscilación ni los 

valores 

ª1= 6,204002501 

ª2= 0,637241147 

ª3= 1,000076128 

n1= 2,598101248·10- 2 

n = 1,012502967•10-3 
2 

n 3 ~-3,108148282°l0-
3 

(3 .13) 

Los períodos correspondientes son 2,88 años, 73,88 años y 

24,08 años, semejantes a los calculados por Henrard y Moons: 

2,88; 75,23 y 24,14. Por su parte, Williams (1977) señala que 

existen tres tipos de libraciones libres: una en longitud, con 

un período de 2,9 años y dos en latitud, con períodos de 24 y 74 

años, y análogas a la precesión de la Tierra y al "Chandler 

Wobble". 
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La solución final en las variables (X'i' x'i) con s= nt es de 

la forma 

debiendo determinarse las amplitudes Bi y fases iniciales qi de 

las libraciones libres a partir de datos de observación, lo que 

exigiría analizar los datos del programa LURE utilizando para 

describir las libraciones la teoría propuesta. 

De cualquier modo, puede obtenerse una estimación orientativa 

para sus valores comparando este modelo de libración con el uti 

lizado en los cálculos de Calame (1976, 1977), comparación que 

c onsideramos es reveladora de algunos de los problemas que no 

han sido resueltos de forma satisfactoria en los análisis de di­

cha autora. 

En efecto, Calame utiliza un modelo de libración libre del 

tipo 

ÓT A sen(wt + g) 

op1 A1 sen(w1 t + g 1 ) + A2 sen(w 2t + g 2 ) 

op 2 h1A1 cos(w1 t + g 1 ) + h 2 A2 cos(w 2t + g 2 ) 

siendo A, Ai, g y gi las constantes iniciales, h1= 0,999, y 

h 2= -2,486, y donde los períodos correspondientes a w, w1 y w2 
son, respectivamente, de 2,9 años, 27,3 días y 75 años. Estos 

valores se han obtenido como frecuencias propias del sistema que 

resulta al lineal izar y homogeneizar las ecuaciones diferencia- ' 

les dadas por Eckhardt (1967). 

Los análisis de datos de observación, con diversos modelos 

para las libraciones forzadas, le permitieron obtener las cons­

tantes de dos de tales libraciones libres, mientras que para el 

modo de 27,3 días los resultados eran absolutamente inconsisten­

tes, atribuyendo Calame este hecho a correlaciones espúreas con 

libraciones forzadas de períodos muy próximos. 

Expresado T, p1 y p 2 , en variables de Andoyer, se comprueba 

fácilmente que los modos de frecuencias w y w2 corresponden inm~ 

diatamente a las oscilaciones libres en las variables (X1 , x 1 l y 
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(X 2 , x 2 l. Esto nos permite obtener para sus constante s l a e sti­

maci6n 

O", 29 

9", 94 

ql = 38 o, 5 

q2 =165°, 2 ( 3 .14) 

si se fija el instante inicial en el día juliano 2440400,5 (28 

de junio de 1969), mientras que para el valor medio de o se halla 

o
0

= 10", 59, que, de acuerdo con los resultados cllsicos 

(Tisserand, 1891), es considerablemente mayor el valor anllogo 

para la Tierra, cifrado actualmente en 0",3 (Vicente, 1980). 

En cuanto al modo de frecuencia w1 de Calame, se le asocia 

un grupo complejo de términos que incluyen factores de la forma 

B1 sen (F ± n1 s) y B3 sen (F ± n 3s), de los cuales los mls importan­

tes son los segundos, ya que B3 ha de ser del orden de sen E
0

= 

0.026, y que poseen unos períodos de 27,13 y 27,29 días, corres­

pondiendo el último al de 27,3 días indicado por Calame. Esto 

parece indicar que quizls el modelo de su investigación sea de­

masiado simple, y que podría resultar conveniente el empleo de 

un modelo que contuviese de forma más explícita las verdaderas 

oscilaciones libres de las variables de acci6n-ángulo, análogo 

por tanto al propuesto en nuestra integración. 
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CAPITOLO IV. EXTENSION A ORDENES SUPERIORES DE PERTURBACION 

La precisión actual de las medidas laser de distancias Tie 

rra-Luna, que puede estimarse en + 10 cm. para los miles . de ob­

servaciones de que se dispone, obliga a incluir en las teorías 

de las libraciones los términos con amplitudes del orden de 

O" ,01 a O" ,02, que posiblemente se reducirán en un futuro no 

muy lejano en un factor 2 ó 3. De ahí que se haga necesario -
~a 

considerar perturbaciones del orden de 10 con respecto al 

término principal, por lo que deben · incluirse los términos de 

tercer orden del desarrollo en armónicos esféricos del poten­

cial lunar debido a la presencia de la Tierra. De acuerdo con 

ésto, en este capítulo se extienderl los resultados del ante­

rior incluyendo en el potencial de la rotación lunar el tér­

mino correspondiente, que denotábamos por v
3

, y que pasa a -

constituir un término de segundo orden de perturbación del 

hamiltoniano. Tendremos así: 

El desarrollo de este nuevo componente del potencial puede 

obtenerse en forma análoga a la indicada en el apartado 2.3. 

para el término v2 , en función de los parámetros de inercia 

lunares en m , Sn m' que, por conveniencias del desarrollo, 

son sustituídos por unas nuevas constantes adimensionales 

Kn m , Ln m· Para los primeros se han tomado los valores dados 

po r Eckhardt (1.980), es decir, 

. -6 c30 = - 10,4 10 
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c31 28,6 10-6 

c32 4,8 10-6 
832 1, 7 . 10 - 6 

c33 2,7 10 -6 

Considerando las relaciones 

R/ a - 1/221, 0,392 l\/m =1 / 81, 30 

y teniendo en cuenta el factor de correcci6n A= 1,0027, 

introducido por Jeffreys (1.961), se deducen los valores 

de las nuevas constantes consignados en la Tabla 4.1. 

Constante 

K31 

K32 

K33 

L31 

L32 

L33 

TABLA 4. l. 

Valor en radianes("l0-7 ) Valor en segundos 

7,135 0,1472 

-19,620 -0,4047 

6,037 o / 1245 

-8,232 0,1698 

-2,915 0,0601 

4,631 0,0955 

1,886 0,0389 

Este término H
2

, de segundo orden, contiene términos 

de los mismos tipos que los de n
1

, salvo seculares, c omo 

era de esperar, pues corresponde a armónicos de orden 

impar . 
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4 . 1. Elimi11aci6n de los términos periódicos no resonantes. 

La e liminación de los términos peri6dicos no resonantes 

s e efectúa por el método de Deprit, calculando la función 

generat riz has ta el segundo orden, es decir, W=W
1 

+ w
2 

S us componentes se determinan a partir de las ecuacio-

nes 

H H' o o 

{Ho' Wl} H' 1 - Hl 

{Ho' W2} H' 2 -H 2 -~{l\ + H'1• 

pudi end o calcularse las perturbaciones, 

en las v ariables (yi , Yi)' por medio 

cH\ aw 2 1 aw1 t.Y.= - Cly i - Cly i - ()y i 
, w1} 

l. 2 

aw1 aw 2 1 aw1 
t.y i= -- + -- + , Wl} 

Cl Y. ()Y2 2 ClY . 
l. l. 

WJ} 

sin 

de 

singularidades 

las relaciones 

es decir añadiendo a las ecuaciones de primer orden obte 

nidas en la integración del capítulo anterior una correc­

ci6n constituída por términos de segundo orden. 

Los cálculos correspondientes son de una extensi6n con­

siderable, debido al gran número de desarrollos de parén­

tesis de Poisson que conllevan. Sin embargo, dado que la 

precisión que se pretende lograr para la integraci6n pre­

sente es de O", ol, pueden abreviarse en gran manera estos 

cálculos, sin que por ello dejen de ser prolijos, prescin­

diendo de todos los términos cuyas contribuciones resul­

taran menores que una cantidad determinada, que fijamos 

en O", 001. 
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4~2. Eliminación de los términos resonantes débiles de pri -

mer orden 

La eliminación de los términos débilmente r e sonante s es 

ahora de mayor complicación, dado el aumento de precisión 

de esta integración, y los problemas que ocasionan algunos 

de ellos. La eliminación de los términos de este tipo, c on­

tenidos en H1 , se puede conseguir con dos aplicaciones del 

método de Deprit. En la primera se eliminan todos los tér­

minos resonantes_débiles de H1 , salvo dos de ellos, en los 

argumentos \l - R. y µ + 2v - Q. , ya que éstos darían lugar 

a otros de magnitudes 10-2 y io- 3 en la función generatriz, 

que obligarían a aproximar la transformación hasta el cuar­

to orden. 

En una segunda aplicación del método de Deprit se elimi­

na el par de términos citados, y se comprueba que, al con­

tener estos sen~ y sen E como factores, basta calcular la 

función generatriz, y aproximar las ecuaciones de perturb~ 

ción, hasta el tercer orden, con lo que se conservan to-
-3 dos los términos de contribuciones superiores a 10 segun-

dos. 

4.3. Eliminación de los tér~inos débilmente resonantes de 

segundo orden. 

Esta eliminación es aún más problemática que las anterio 

res, pues algunos de los términos implicados en ella darían 

lugar a cocientes de la forma k1 / ng=0,125 y k
2

/ ng = 0,014 

al calcular la generatriz. Por ello se haría necesario -

aproximar la transformación de contacto hasta el cuarto o r 

den, lo que es prácticamente irrealizable por cálculo ma­

nual, e incluso resultaría costoso aunque se dispusiera de 

un manipulador simbólico potente, como los de Henrard, Jef 

ferys o Broucke. 

Este problema puede paliarse si se agrupa H
0 

junto c on 

Hi (que contiene los términos seculares y resonantes pro-
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fundos de primer orden) en un nuevo término K
0 

de orden 

cero. Esto da lugar a una mayor complicación en el cál­

culo de la función generatriz, que sin embargo, puede 

reducirse teniendo en cuenta la solución descrita en el 

apartado 3.4. para el movimiento secular correspondien­

te al harniltoniano K0 , ya .que, debido a la pequefia mag­

nitud de la amplitud B1 , dada en (3.13.), es posible sirn 

plificarla tornando x 1 = O y M constante. 

HacierrloK 2 = H2 , puede calcularse la función genera­

triz W' corno suma de dos componentes de segundo y cuar­

to orden, definidas por las ecuaciones 

{ Ko' W' 2} K' 2 - K2 

1 
{Ko' W'4} - 2 {K2 + K'21 W'2} 

aunque dada la dependencia funcional que resulta para 

W2, se hace innecesario aproximar la transformación has 

ta el cuarto orden, lo que hace más práctico el artifi 

cio anterior. 

Con esto se obtiene un harniltoniano que contiene tan 

sólo términos seculares y resonantes profundos, y podrfa 

procederse al estudio del movimiento secular. Sin ernbar 

go, en el estado actual del problema, resu·l ta suficiente 

la expresión de las libraciones libres dadas en la int~ 

graci6n de primer orden, pues la inclusión de los térrn.:!:_. 

nos de segundo orden darfa lugar a variaciones indete~ 

tables que no cornpensarfan el esfuerzo de cálculo requ~ 

rido. 
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