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Esta obra se presenté como tesis doctoral en el Departamento de
Ciencia Politica de la Universidad Auténoma de Madrid, el 14 de junio de
2000. El Tribunal, compuesto por los profesores doctores D. José Maria
Maravall Herrero (Presidente), D. Josep Maria Colomer Calsina, D.
Ludolfo Paramio Rodrigo, D. Julidan Santamaria Ossorio y D. Mariano
Torcal Loriente, le otorg6 la calificacion de Sobresaliente "cum laude".
Director de la tesis: José Ramén Montero. El problema de la
representacion consiste en asignar un conjunto de enteros a un conjunto
de poblaciones. Un sistema electoral elemental, o un sistema de
representacion elemental, esté constituido por un nimero M de escanos
y una férmula electoral F. Las férmulas electorales son funciones de
representacion bien definidas que cumplen las condiciones de ser
andénimas, neutrales, decisivas, monétonas positivas (responsivas no
negativas) y homogéneas. Todas las férmulas electorales dan lugar a un
Unico sistema de representacion, el sistema mayoritario, cuando la
magnitud es uno. La proporcionalidad es una propiedad de algunas
férmulas electorales, de aquéllas que producen una distribucién
perfectamente proporcional cuando esto es posible. No es una
propiedad que contribuya a definir a las formulas electorales, pues hay
féormulas no proporcionales: mayoritarias e igualitarias. Induce a
confusidn si el problema de la representacion se plantea como un
problema de aproximacion a la norma de proporcionalidad perfecta. La
norma de proporcionalidad perfecta no es un método de representacion.
La férmula mayoritaria simple es el caso limite de una de las dos
familias de férmulas, los métodos de divisores. Las férmulas de divisores
pueden caracterizarse por una funcion monétona creciente d(E) que
proporciona el criterio de ajuste para las fracciones en el proceso de
asignacion de escafos. Las férmulas de divisores constantes se
caracterizan por una funcion con la forma c(E)'E+c. El término de ajuste
¢ resulta ser una variable decisiva tanto para ordenar y clasificar las
formulas como para construir las funciones de umbrales de las mismas.
Dicho término proporciona la clave de los algoritmos de célculo que
suelen tomarse a manera de descripcién de las férmulas. Las formulas
de cuota y restos mayores son necesariamente proporcionales. Esto
vale también para las formulas de cuota compuestas, aunque no para un
tipo de férmulas limitadas, las férmulas de cuota g—igualitarias. Las
formulas de cuota se caracterizan por el modificador n del tamafio de la
misma. Esta variable permite ordenar las férmulas de cuota y determinar
sus funciones de umbrales. Cuando el numero de partidos se limita a
dos, existe un método de divisores equivalente (idéntico) para cada
método de cuota y restos mayores. Con mas de dos partidos, un método
de cuota equivale a distintos métodos de divisores cuando cambia la



distribucidn del voto o el nimero de escafios que se reparten. Si la
competicion es multipartidista, no es posible establecer la identidad de
dos métodos que empleen técnicas distintas, de cuota y de divisores,
sino s6lo la relacion de v'—equivalencia: dada una distribucion v' de
escafos, cada método de cuota puede reducirse a un método de
divisores. Dos férmulas estan conectadas por la relacién "ser al menos
tan mayoritario" si cada una de ellas presenta un mayor 0 menor sesgo
en favor de la mayoria. La relacién induce un orden lineal (asimétrico,
transitivo y completo) en el conjunto de las férmulas de divisores
constantes y un orden lineal en el conjunto de las formulas de cuota y
restos mayores. La relacién induce un orden parcial estricto (asimétrico
y transitivo, pero no completo) en el conjunto de las formulas electorales.
El conjunto de las férmulas electorales esta conectado por la relacién
"ser al menos tan mayoritario cuando v'v'", que induce un orden lineal en
el mismo. El continuo ordenado de las infinitas férmulas puede dividirse
en regiones: férmulas proporcionales, mayoritarias e igualitarias. Existe
también continuidad entre las formulas electorales y las anti-formulas:
formulas de representacion monétonas negativas que siempre estan
sesgadas en favor de la minoria. Aqui el sesgo no se refiere
simplemente a "sobrerrepresentacion”, sino al hecho de que la minoria
obtiene mas escanos que la mayoria. Es posible formar una tabla
periddica de todas las férmulas de divisores constantes y una tabla
periddica de todas las formulas de cuota y restos mayores. Como en la
tabla periddica, los elementos estan ordenados, pueden situarse
elementos desconocidos y pueden senalarse regiones de la tabla que
marcan cambios cualitativos en el tipo de elemento (proporcional/
mayoritario; férmula/ anti—férmula). Para todas las féormulas de divisores
constantes y para todas las féormulas de cuota y restos mayores es
posible determinar sus funciones de umbrales. Las funciones de
umbrales indican los votos necesarios y suficientes (0 minimos y
maximos) para alcanzar cada uno de los escafios que se distribuyen en
un sistema. Las funciones de umbrales pueden determinarse a partir de
sendas funciones generatrices que indican el umbral como funcién de la
magnitud, el nimero de partidos, el nimero de escanos del partido y,
respectivamente, el tamafo de la cuota o el término de ajuste en la
funcién de divisores. La funcién generatriz es Unica cuando los partidos
son dos. Las funciones de umbrales pueden invertirse dando lugar a las
funciones de pagos, que indican la expectativa minima y méaxima de
escarios para cada fraccion de los votos. Las funciones de umbrales
tienen algunas propiedades interesantes. En la situacién bipartidista, las
funciones de umbrales de todas las férmulas y anti—-férmulas electorales
forman un haz centrado en el umbral de mayoria. En la situacién
multipartidista, las funciones de votos minimos o necesarios forman un
haz centrado en el umbral de mayoria relativa. La Unica excepcién son
las peculiares formulas g-igualitarias. Las funciones de votos maximos o
suficientes tienen distinta forma dependiendo del nimero de partidos,
pero también estan constrefiidas por un punto comun: bien el umbral de
mayoria relativa , bien el umbral de exclusion ordinal 1'(M+1). La
pendiente de las funciones de umbrales representa el orden "ser al
menos tan mayoritario" que conecta a las férmulas: las férmulas son
més mayoritarias cuanto menor es la pendiente. La pendiente de las
funciones de umbrales permite una sencilla interpretacion de las
regiones del espacio de la representacion: son férmulas proporcionales
aquellas cuyas funciones de umbrales no intersecan con la recta de
proporcionalidad perfecta; son formulas mayoritarias aquellas cuya
pendiente es menor que la pendiente de la formula D'Hondt; son
férmulas igualitarias aquellas cuya pendiente es mayor que la formula
Adams. El problema de que las férmulas de cuota y divisores no sean,
en términos estrictamente procedimentales, conmensurables, puede
sortearse recurriendo a métodos indirectos de comparaciéon basados en
las asignaciones. En realidad, ésta es la estrategia convencional para
comparar formulas (o sistemas) electorales en ciencia politica. Puede
medirse si las asignaciones de una férmula tienden a aproximarse mas o



menos a la proporcionalidad perfecta. También puede medirse si las
asignaciones de una férmula se encuentran mas o menos concentradas
en el partido o partidos mayoritarios. A los resultados se les asigna un
ndmero indice. Los niumeros siempre pueden ordenarse. Para esta
empresa, los indicadores mas sencillos son tan buenos, o mejores, que
cualquiera de las muchas alternativas. La desproporcionalidad puede
medirse por el simple indice de desviacion de Loosemore—Hanby. El
hecho de que esta medida, como muchas otras, sea minimizada por la
férmula Hare, no representa ningun obstaculo tedrico ni empirico, sino
todo lo contrario. Este indice de desviacion es, ademas, sencillo en su
célculo y en su interpretacién. Si se desea un indice con mejores
propiedades formales, en particular, un indice que responda siempre a
las transferencias de escanos, el mejor indice es el de desviacion
distributiva de Monroe. Con este indice, sin embargo, se pierde la
sencillez de interpretacién (y de célculo) y se obtiene poca informacién
adicional. La concentracion puede medirse por el indice de Herfindahl-
Hirschman, o por el indice de fraccionalizacion equivalente. La
informacion sobre la distribucién de los escanos (0, en su caso, de los
votos) deberia completarse con el nimero de componentes y, si cabe un
tercero, el tamario del mayor partido. Resulta dificil de entender que los
estudios electorales suelan dejar de lado el simple nimero de partidos,
pese a tratarse de una dimension basica de la fragmentacion, y se
entreguen a discutir medidas complejas cuyo valor afiadido sobre las
mas simples es minimo. Manteniendo la magnitud electoral constante,
los sistemas electorales son mas proporcionales cuanto mas préxima
esta la férmula a la férmula central: Hare entre las cuotas, Sainte—Lagué
entre los divisores. La relacion "ser mas proporcional” la podemos
identificar con la minimizacién de los valores de un indice de desviacién.
Los sistemas son menos proporcionales si la férmula se aleja de la
férmula central en cualquier direccién: la mayoria o la igualdad. Los
sistemas igualitarios pueden ser tan desproporcionales o0 mas que los
mayoritarios. La relacién "ser mas proporcional” no induce ningun orden
razonable en las formulas electorales. El orden inducido por la relacién
"ser mas mayoritario" entre las férmulas lo reproduce, de manera
previsible, el orden de un indicador de fragmentacion para las
distribuciones de escafnos que son producto de las férmulas. El nimero
de Herfindahl-Hirschman es un adecuado indicador de "mayoritarismo".
La relacion "ser al menos tan mayoritario” induce un orden parcial
estricto para el conjunto de los sistemas electorales, pero no conecta
todos los sistemas electorales. Los sistemas electorales son
comparables manteniendo la magnitud electoral constante. Si la
magnitud es uno, todos los sistemas son equivalentes; cuando la
magnitud es mayor que uno, los sistemas son més mayoritarios cuanto
mas mayoritaria es la férmula. Es comun suponer que la
desproporcionalidad y el "mayoritarismo" (que se suelen tomar por lo
mismo) disminuyen cuando la magnitud aumenta, como si la magnitud
permitiera ordenar los sistemas electorales. El incremento de la
magnitud correlaciona con una tendencia de los sistemas electorales
que emplean una férmula proporcional a aproximarse a la
proporcionalidad perfecta, pero esta tendencia no es un orden. Los
aumentos en la magnitud no producen siempre una respuesta en la
direccion de aproximar el resultado a la proporcionalidad.
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INDICACIONES SOBRE LA NOTACION

Empleo negritas para los vectores (v, E), mayusculas para
los numeros absolutos (V, E) y minldsculas para las
frecuencias o fracciones (v, e).

En general, trato de seguir las convenciones que
encuentro mas comunes en la literatura. Siempre que esto es
posible, empleo la notacion de Taagepera y Shugart (1989),
por tratarse de la mas extendida, pero traducidas las iniciales
pertinentes al castellano, aunque el resultado no es
completamente sistematico, pues, con ellos, denoto el nimero
de partidos como p en lugar de P, o el umbral como U (T en
inglés) en lugar de hacerlo con mindscula. Los términos mas
comunes que siguen su norma son: numero de partidos p,
votos V, escafos E, magnitud M, modificador de la cuota n.
Los numeros indice se designan mediante las letras que
acompanan a su definicién en el capitulo 7. Algunos términos
mas idiosincrasicos en estas paginas son el término de ajuste
¢, el divisor x (0 X) o los relativos a las funciones de umbrales
como los votos necesarios Vyec, etc.

En general la notacion formal se ha reducido al minimo,
escribiéndose verbatimla mayoria de las operaciones l6gicas.
El inico término especifico definido en estas paginas es _, por
“ser al menos tan mayoritario como”.

En su momento, se introduce una nomenclatura
sistematica de las férmulas electorales (pese a que se emplea
lo menos posible). Las formulas de cuota se designan como
Q+ny las férmulas de divisores constantes como D+c, donde
ny ¢ son nimeros que las caracterizan.
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CAPITULO UNO

INTRODUCCION

El estudio de los sistemas electorales es una rama de la
teoria de las instituciones politicas y, mas concretamente, de
la teoria constitucional positiva. Como teoria institucional, en
su estudio pueden distinguirse tres momentos o secuencias
I6gicas. Con gran diferencia, el aspecto méas desarrollado de
la teoria es el estudio de los efectos del sistema electoral
sobre el sistema politico en su conjunto. Podemos referirnos a
esto como concepcién minima de los estudios electorales.
Pero los sistemas electorales no se encuentran en la
naturaleza, sino que son el producto de una decisién
centralizada por parte de las autoridades politicas. Se hace
necesario investigar las condiciones de posibilidad de los
sistemas electorales, esto es, su origen en los procesos
legislativos o constitucionales. En tercer lugar, ha de
clarificarse el funcionamiento mismo de las reglas, la
“gramatica institucional”, de manera que puedan determinarse
las variables independientes, en el primer caso, 0
dependientes, en el segundo. Esta tesis se inscribe
plenamente en esta secuencia l6gica de la disciplina: el
analisis abstracto de las reglas.

1.1. Sistemas electorales o sistemas de representacion

Mi objeto de estudio es lo que llamo un sistema de
representacion elemental. Un sistema de representacion
puede ser un sistema electoral o un sistema de prorrateo de
escanos aunque, en si mismo, sea un objeto mas abstracto.
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Un sistema de representacion es un método para distribuir un
bien “granulado”, la representacion en nuestro caso, entre las
poblaciones que son subconjuntos de una poblacion total,
mediante criterios anénimos, en los que so6lo cuenta el nimero
de los individuos y no su identidad. La representacion es un
bien granulado porque sélo es parcialmente divisible, 0 no lo
es en absoluto, como sucede cuando se elige a un unico
representante. La poblacion puede estar dividida por sus
preferencias politicas, expresadas en la votacién, por su lugar
de residencia, o por cualquier otra caracteristica.

Un sistema electoral es un conjunto de reglas
institucionales que definen los mecanismos de eleccién,
mediante el voto popular, de representantes o agentes de los
ciudadanos. Dicho de modo sucinto, un sistema electoral
traduce los votos en escafos; o bien, produce una asignacion
de escanos entre los candidatos a la representacion a partir
de la distribucién de los votos que los ciudadanos otorgan a
dichos candidatos. En el caso mas comun, se trata de elegir
representantes para una asamblea legislativa. También puede
tratarse de la eleccién de un Unico agente, como es el jefe del
Estado en las Republicas presidencialistas.

Una ley electoral es algo bastante mas amplio que un
sistema electoral. Incluye mecanismos regulativos que se
refieren, por ejemplo, a la conducta de los candidatos a ser
elegidos como representantes, a la conducta de los votantes,
de los agentes encargados del escrutinio, al instrumento fisico
de emision del voto, y un largo etcétera. La ley electoral
también puede incluir las reglas institucionales que definen los
términos “ciudadano” y “elegible como representante”, o
derecho al sufragio activo y pasivo. Sin embargo, estos
derechos se recogen tipicamente en distintos articulos de la
Constitucién del Estado. Lo mismo sucede con los derechos y
deberes de los representantes. Ninguna de estas reglas forma
parte del sistema electoral en sentido estricto. Un mismo
sistema electoral puede emplearse en un régimen censitario y
en un régimen de sufragio universal. De igual modo a como
un mismo sistema puede aplicarse en un pais con una
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legislacion muy restrictiva en lo referido al gasto en campanas
electorales y en otro que carezca de controles; o0 en un Estado
donde el voto sea obligatorio y donde no lo sea; o en un
sistema donde se vote en papeletas blancas y en otro donde
se prefieran los tonos ocres.

Un método de votacion es algo mas abstracto que un
sistema electoral. Un método de votacion es un conjunto de
reglas para agregar las preferencias de los individuos,
expresadas en votos, en una decisién o preferencia colectiva.
La cuestion de la representacion no se suscita.

En un sistema electoral podemos decir que se emplea
cierto método de votacion para tomar la decisién consistente
en elegir a uno o mas representantes. En la jerga de los
sistemas electorales, llamamos férmulas electorales a los
métodos de votacién ideados para elegir representantes. Las
férmulas electorales pueden considerarse, como los métodos
de votacion en general, como funciones de eleccion colectiva.
Sin embargo, esto podria oscurecer la afinidad entre los
sistemas electorales y otros sistemas de representacion. El
problema del prorrateo de escafos entre circunscirpciones es
formalmente idéntico al de la asignacion de escafos a
partidos politicos, y las formulas son, a menudo, de un mismo
tipo. Pero en la medida en que aqui la poblacién se divide por
criterios como el de residencia, y no por la expresion de una
preferencia sobre los asuntos a decidir colectivamente, es
inadecuado adoptar el lenguaje de la eleccion. Podemos asi
llamar funciones de representacion, mejor que funciones de
eleccion colectiva, a las funciones que asignan escarfos a
poblaciones.

Un sistema electoral elemental, o un sistema de
representacion elemental, tiene solo dos componentes: un
namero de escafos y una funcién o método de reparto. Un
sistema electoral complejo se caracteriza también por la
manera en que organiza la representacion en su conjunto:
cuantos representantes son elegidos y en cuantas unidades
es dividida la ciudadania a efectos de la eleccién de
representantes. Salvo en los sistemas de circunscripcion
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Unica, esta es tarea, precisamente, de otro sistema elemental
de representacién: el prorrateo de escafos entre
circunscripciones.

En las paginas que siguen me referiré indistintamente a
sistemas electorales y a sistemas de representacion, aunque
con preferencia por lo primero; me referiré, asimismo, a los
métodos de representacion como formulas electorales y a las
poblaciones como partidos. Todo ello me parece un uso mas
natural del lenguaje y resulta siempre claro que los términos
pueden sustituirse por otros mas generales para acomodar a
los sistemas de prorrateo de escafos o, todavia més, para
enmarcar problemas abstractos de distribucion.

1.2. El lugar de esta tesis en la investigacion basica

Los estudios electorales, o la “ciencia de los sistemas
electorales” como subdisciplina de la ciencia politica se ha
ocupado, tradicionalmente, de la descripcion analitica de los
sistemas electorales y del estudio de sus consecuencias para
el sistema de partidos. La descripcién analitica ha sido
importante siquiera porque el soporte en el que nos
encontramos los sistemas electorales en el mundo, la
legislacion electoral, no facilita demasiado la segunda tarea.
La descripcién analitica es necesaria para intentar determinar,
con la mayor precision posible, qué caracteristicas de los
sistemas electorales producen ciertos efectos en los sistemas
de partidos. Hoy existen trabajos muy valiosos sobre las
consecuencias de las reglas y se ha comenzado a investigar
en serio sobre los origenes politicos de las mismas. Sin
embargo, me parece que la investigacién béasica sobre
métodos de representacion se encuentra detenida.

En los dltimos anos, parece darse por sentado que la
sintaxis de las instituciones ya es conocida, por lo que es el
momento de investigar su uso, la pragmatica, o la historia. En
este sentido, la afirmacion de Cox (1997) de que “las férmulas
electorales son funciones bien conocidas”, para dispensarse
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de juzgar qué consecuencias tienen las distintas férmulas en
su modelo (y para ello se remite a un articulo de Lijphart y
Gibberd de 1977) me parece tan sintomatica como inexacta.
Hay que subrayar que el contexto de esta afirmacion es el
libro reciente mas admirable y celebrado, con razdn, sobre los
origenes y consecuencias de los sistemas electorales.

En gran medida, el estudio de los sistemas electorales se
ha guiado tradicionalmente por intereses normativos o,
cuando menos, por fines universalistas. Los fines de la
representatividad o proporcionalidad, por un lado, y de la
gobernabilidad, por otro lado, destacan como el tipo de
consecuencias deseadas en un sistema electoral. Pero el
conocimiento de los sistemas electorales también es un saber
auxiliar del arte de la herestética, en el sentido de Riker
(1981). Distintos sistemas electorales pueden favorecer a
actores concretos y a sus intereses politicos. La posible
diferencia entre ambos tipos de fines, universalistas y
distributivos, desaparece una vez que situamos al estudio de
los sistemas electorales en la perspectiva global de la teoria
de las instituciones politicas. Tal vez el debilitamiento de la
preocupacién estrictamente normativa haya contribuido al
abandono de la investigacion basica, orientada muchas veces
hacia preguntas como cual es la formula “mas justa”, que han
pasado a un segundo plano en la investigacién politica
comparada.

La investigacion basica tuvo sus mayor impulso en los
anos setenta. Su cima es, fuera de toda duda, el magistral
libro de Balinskiy Young de 1982: Fair Representation, que se
ocupa, por cierto, de métodos de prorrateo de escafnos. Desde
entonces, en algunos terrenos, la investigacion ha retrocedido
mas bien que avanzado, al menos a juzgar por ciertas
polémicas, como la resefiada en el capitulo 7 a proposito de la
conexién entre indices de desviacién y férmulas electorales,
que sencillamente desconocen argumentos que son objeto de
prueba en el libro de Balinski'y Young. En los ultimos afnos el
trabajo ha avanzado mucho en la operacionalizacién de las
variables de estudio y el establecimiento de conexiones
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causales entre las mismas (Seats and Votes de Taageperay
Shugart, 1989), en la comparacion multivariada propiamente
dicha de los sistemas electorales existentes (Electoral
Systems and Party Systems de Lijphart, 1994) y en el estudio
del impacto de las reglas en la conducta estratégica de los
votantes y los politicos (Making Votes Count de Cox, 1997),
todos ellos construidos con vocacion de clasicos. Sin
embargo, la investigacion basica existente se ha orientado a
la teoria de la votacién en el marco de los modelos de
eleccibn racional, en una literatura desarrollada
independientemente de los estudios electorales, de la que
hace buen uso Cox, pero no al analisis de los métodos de
representacion.

A mi juicio, la ciencia de los estudios electorales tiene
culpa en haberse escrito demasiado a menudo a espaldas de
los resultados de Balinski y Young; pero hay que decir que
estos autores desconocen también, en gran medida, algunas
nociones desarrolladas por los estudios electorales, como los
umbrales de representacion, que ya eran bien conocidas en
su tiempo. Mi contribucién trata de situarse “a hombros de
gigantes” como habria dicho Merton, con quien no me
comparo, que es el modo méas seguro de alcanzar un poco
mas arriba. Se trata, sobre todo, de completar algunos
aspectos que creo inacabados en la Teoria de la Asignacién
de Balinski y Young, valiéndome para ello, en gran parte del
recorrido, de las funciones de umbrales de las férmulas
electorales, objeto tentativamente desarrollado por Rae y sus
colaboradores (1971) y mas resueltamente por Lijphart y
Gibberd (1977).

Balinski y Young centran su estudio exclusivamente en
formulas de representacién proporcional. Mi contribucion
generaliza algunas de sus herramientas analiticas para poner
bajo una misma luz todo tipo de férmulas electorales:
proporcionales y no proporcionales. Balinski y Young atienden
sobre todo a los métodos de divisores, a cinco de ellos que
son clasicos, y a un Unico método de cuota y restos mayores.
En esta tesis se muestra la continuidad de todas las variantes
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de los métodos de divisores y de los métodos de cuota, y la
relacién de equivalencia entre los dos tipos de métodos. Los
métodos son infinitos, pueden caracterizarse por una variable
continua y pueden ordernarse. La férmula de mayoria simple
es el limite del continuo. Balinski y Young ignoran las
funciones de umbral y hacen una unica referencia a los
umbrales de representacion de algunas férmulas, proponiendo
un resultado que, demostrablemente, es incorrecto. En mi
tesis me sirvo de las funciones de umbral para mostrar las
propiedades de las formulas en cuanto a su capacidad para
producir resultados sesgados en distinta medida en favor de
las mayorias o de las minorias.

Las funciones de umbrales de cuatro formulas electorales
fueron determinadas, con el nombre de funciones de pagos,
por Lijphart y Gibberd (1977). La principal limitacion de su
trabajo es que se refiere a sélo cuatro férmulas, escogidas
entre las mas comunes en la practica, no obteniendo estos
autores una generalizacion del procedimiento por el que las
deducen. En esta tesis se obtienen las funciones generatrices
que dan lugar a las funciones de umbrales de cualquiera de
las infinitas férmulas de divisores o de cuota y restos mayores,
sean o0 no conocidas en la practica. Ademas, Lijphart y
Gibberd tampoco analizan las funciones que obtienen, pues ni
siquiera se detienen a observar cual es su pendiente o su
constante. En esta tesis se demuestra que las infinitas
formulas se encuentran en un haz en el bipartidismo, o una
serie de haces en el multipartidismo. Todas tienen un punto
en comun y se diferencian por sus pendientes. El analisis de
las funciones permite interpretar observaciones regularmente
fundadas en la practica, como el hecho de que cuanto menor
es el tamafno de la cuota mas sesgada es la distribucion
contra los partidos pequenos. Existe una relacion inversa
entre la pendiente y la constante de las funciones, lo que
indica que cuanto menores son los costes, en votos, de la
acumulacioén de escafos, mayores son los costes de acceso a
la representacion, y viceversa.
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1.3. El lugar de esta tesis en la investigacion empirica

Como todo el mundo sabe, el impulso inicial basico de la
ciencia comparada de los sistemas electorales se le atribuye a
Duverger (1957). Por conocida que sea la historia, conviene
recordarla de forma muy resumida. Hablando en términos
generales, puede decirse que Duverger clasifica a los
sistemas electorales en mayoritarios y proporcionales, y a los
sistemas de partidos en bipartidistas y multipartidistas. Dadas
estas tipologias, encuentra dos regularidades. De un lado, los
sistemas mayoritarios vienen acompanados de sistemas
bipartidistas. Esto le pareci6 “préximo a una ley sociolégica”.
De otro lado, los sistemas proporcionales vienen
acompanados de sistemas multipartidistas. Ademas, propone
dos mecanismos que podrian explicar la primera “ley” y
ayudar, al menos, a explicar la segunda regularidad. Los
mecanismos suponen que es el sistema electoral el que causa
que los sistemas de partidos sean de uno u otro tipo. El
primero es el “efecto mecanico” de los sistemas electorales:
los sistemas electorales mayoritarios reducen las
posibilidades de representacion de terceros partidos (los
sistemas proporcionales permiten la representacion de
terceros partidos). El segundo mecanismo es el “factor
psicologico” de los sistemas electorales: los votantes en un
sistema mayoritario no votan, o votan menos, a terceros
partidos, pues tienen menores posibilidades de obtener
representacion (el factor psicolégico esta ausente en los
sistemas proporcionales).

No tengo el propésito de exponer aqui todas y cada una
de las observaciones que se han hecho a estos enunciados
hasta llegar a una formulaciéon bastante precisa de lo que
ahora llamamos “regla de Duverger” (Cox 1997) (puede leerse
buena parte de la historia en Riker 1986 y el propio Duverger
1986). Debe sefalarse que esta tradicion se refiere a los
sistemas electorales y a los sistemas de partidos como si
fuesen cosas que uno reconoce cuando las ve. Es como si
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pudiésemos decir, ahi hay un sistema electoral del tipo A con
un sistema de partidos X, aqui uno de tipo B con un sistema
Y. De hecho, se han gastado bastantes esfuerzos en la
ciencia politica para establecer tipologias de sistemas
electorales y de sistemas de partidos de manera que la cosa
pareciese asi de sencilla.

Las regularidades (o leyes, o hipétesis) de Duverger son
el producto de la comparacion. Pero tanto los sistemas
electorales como los sistemas de partidos son todos
complejos que duran en el tiempo. Un enfoque cuyo punto de
partida puede atribuirse a Rae (1971) consiste en mejorar la
técnica comparativa mediante la creacion de indicadores
cuantitativos para medir las caracteristicas de los sistemas de
partidos (principalmente, mediante los indices de
fragmentacién) y las consecuencias del sistema electoral
(sobre todo mediante un indice de proporcionalidad). Los
valores de éstos indices se contrastan, a su vez, con variables
de los sistemas electorales, mas bien que con “sistemas
electorales” como conjuntos de reglas. Por ejemplo, el tipo de
formula (hasta hoy considerado siempre una variable nominal)
o la magnitud de las circunscripciones (variable numérica que
nos permite estimar asociaciones lineales). Lo que se
persigue son variables o indicadores de los aspectos
esenciales de los sistemas electorales, o de algunos de ellos,
que nos sirvan para predecir otros indicadores “del sistema de
partidos”. Por ejemplo, en lugar de decir que los “sistemas
mayoritarios” producen “sistemas bipartidistas”, diremos que
la magnitud electoral predice bien los indices de
fragmentacién parlamentaria.

A este enfoque se le ha reprochado, a mi parecer
injustamente (Sartori 1986), el que en realidad no trata de las
consecuencias de los sistemas electorales sino que, con
caracteristico desdén, es “pura estadistica”. Sin embargo,
para poder discutir con claridad cuales son las consecuencias
en el pais A de tener o haber introducido el sistema electoral
X, necesitamos apoyarnos en regularidades solidas que sélo
podemos obtener del estudio cuantitativo de indicadores que
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recogen muy parcialmente la informacion del pais A o del
sistema X. De lo contrario, podemos perdernos en la
comparacion de unidades demasiado complejas. Dicho mas
simplemente, si para aprender algo hay que comparar, para
aprender mucho hay que comparar mucho. Tras la
contribucién de Rae, esta es la regla a la que obedecen la
investigacion empirica de Lijphart (1994) y todos los que
siguen su estela

¢ Por qué es importante la investigacién béasica para el
estudio comparado? Aunque no sea el propésito central de
este trabajo, pueden encontrarse aqui algunas contribuciones
modestas, pero importantes. En esta tesis creo que se sientan
las bases para el estudio empiricamente riguroso de los
llamados efectos mecanicos de los sistemas electorales. Sin
duda, se trata de los efectos mas sencillos de interpretar vy,
concedo ademas, me atengo exclusivamente a los efectos del
sistema elemental, de dos variables, la magnitud y la formula,
lo que significa, en general, atender a efectos locales y
estaticos. En particular, en la tesis se expone la conexion que
existe, y que es empiricamente constatable, entre las
variables del sistema y, de un lado, la fragmentacion de la
distribucion de escafos y, de otro, la desviacién de la
proporcionaldad, todo ello medido a escala “local” y puntual en
el tiempo.

Los efectos mecanicos (también llamados proximales, Rae
1971) del sistema electoral no son otra cosa que la prediccion
cierta de los resultados electorales a partir del sistema
electoral, el nUmero de candidaturas y la distribucién del voto.
El estudio comparado de los efectos mecanicos del sistema
electoral se concibe como la prediccion de variables de
resultado a partir de variables institucionales y de
comportamiento. Es una variable de resultado, por ejemplo, la
concentracion de la distribucion de los escanos; son variables
institucionales la magnitud electoral y la féormula; es una
variable de comportamiento la distribucién del voto entre los
partidos que compiten, o el nimero de los mismos.
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Lo esencial, en primer lugar, es contar con una
caracterizacién cuantitativa de los sistemas electorales. La
magnitud de los sistemas es obviamente una variable
cuantitativa, pero las formulas se han tratado siempre como
categorias nominales. Mi investigacion permite caracterizar
cuantitativamente a las férmulas mediante una variable de
razén. Las infinitas férmulas pueden caracterizarse por
nameros reales. En segundo lugar, la investigacién basica
facilita la comprension de las conexiones entre los indicadores
que manejamos sobre los resultados electorales y las reglas
de los sistemas. De hecho, creo que en algunos casos son
transparentes.

En esta tesis se dedica un capitulo mas bien extenso a la
discusién de los indicadores de resultado que se manejan en
los estudios electorales, divididos en dos tipos principales:
indicadores de fragmentacién, o concentracién, e indicadores
de desviacién con respecto a la proporcionalidad. También se
dedica un capitulo a exponer los resultados de algunos
experimentos con sistemas electorales, los cuales permiten
hacer predicciones rigurosas sobre la conducta de los
indicadores bajo distintos sistemas.

Lo mas adecuado para investigar efectos mecanicos son
los experimentos. La recogida de los datos que “la naturaleza”
ofrece no es suficiente. El niumero de sistemas electorales
existentes es muy limitado, el tipo de distribuciones de los
votos a los que se enfrentan también lo es. En mis
experimentos enfrento a algunos sistemas electorales a miles
de distribuciones de votos generadas al azar; en otros,
controlo la distribucion de los votos, que mantengo constante,
y la enfrento a miles de sistemas electorales. La simple
creacion y programacion de los miles de sistemas electorales
seria imposible, segun creo, sin la caracterizacion analitica de
las férmulas como elementos de un continuo infinito, que es
un resultado de la investigacion basica de esta tesis.

Me parece muy importante destacar que al estudiar los
sistemas electorales nos mantenemos, por lo que se refiere a
los llamados efectos mecanicos, en la misma escala
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operatoria que el agente publico (o de partido) que maneja
tablas y legislacién'. Podemos idear indicadores, algunos
relativamente complejos e ingeniosos, a fin de destacar cierto
aspecto especifico de los resultados que no es perspicuo, por
ejemplo, la sensibilidad del reparto a cambios marginales en
la distribucién del voto; pero esto no nos sitla en un plano
distinto al agente que “cuenta votos” con un fin “practico”.
Pasa a un plano distinto el bi6logo genético con respecto a
jardineros o criadores de animales (0 a algunos idedlogos
nacionalistas), o el economista con respecto a consumidores y
productores. Sin embargo, nosotros no hacemos nada
diferente del que cuenta votos de acuerdo con ciertas reglas,
no reconstruimos la actividad mecanica de los tabuladores de
votos desde un plano distinto. No explicamos su actividad, la
reproducimos, aunque empleemos términos abstractos. Casi
siempre destacamos unos aspectos de las reglas frente a
otros, unos aspectos de los outputs frente a otros, buscamos
maneras “sorprendentes” de presentar la informacién. Pero
son sorprendentes porque nuestra capacidad de
almacenamiento y computacién de datos es muy limitada.
Dicho sea con todos los respetos, es absurda la
autocomplaciencia con la matematizacion de los estudios
electorales que muestran, por ejemplo, Taagepera y Shugart
(1989) pues nada tiene que ver con la matematizacion de
otras actividades. Si la actividad que forma el objeto de
estudio consiste en tabular y aplicar férmulas, malo seria que
su estudio fuese literario.

Los efectos psicologicos (también llamados distales) del
sistema electoral consisten en la influencia que las reglas del
sistema tienen en la conducta de los actores, tanto politicos
como votantes. Su estudio se concibe como la prediccion de
variables de comportamiento a partir de variables
institucionales (y a partir de valores pasados o valores

! El lector con inclinaciones filoséficas puede tal vez percibir en este parrafo
un muy vago eco de la teoria de la ciencia de Gustavo Bueno. Gustavo

Bueno, Teoria del cierre categorial (1992).
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esperados de variables de comportamiento vy,
mecanicamente, de resultado).

Para predecir efectos mecéanicos so6lo necesitamos
suponer que los agentes publicos (miembros de juntas
electorales, agentes de partidos, funcionarios de la direccién
general de procesos electorales) saben las cuatro reglas, que
los ordenadores funcionan y que la ley se cumple. Sin
embargo, para explicar efectos psicolégicos (o distales) si
necesitamos una reconstruccién del comportamiento de los
agentes, un mecanismo explicativo distinto de la descripcion,
resumida o no, de la actividad de los individuos. Aqui los
estudios electorales se unen al tronco de la sociologia
electoral, o de la teoria del comportamiento politico. Un
instrumento adecuado para la reconstruccién de la accion de
los actores politicos, de manera que puedan explicarse los
efectos distales o psicoldgicos de los sistemas electorales, es
la teoria de la eleccion racional: los individuos actuan del
modo que juzgan mejor para ellos a la luz de sus preferencias
y de sus creencias (de sus expectativas). La eleccidn racional
no es psicologia, sino simple légica. En la medida en que
tiene éxito reconstruyendo la accidon de los agentes, la
formalizacion que se obtiene si representa un salto cualitativo
en la comprensién de los fenémenos.

En esta tesis no se estudian conductas, pero el analisis de
los sistemas electorales que se propone creo que resultara
relevante para la formulacién de modelos sobre el
comportamiento de los actores bajo distintas reglas. Por
ejemplo, si los resultados de Cox (1997) sobre conducta
estratégica en ciertos sistemas de representacion proporcional
no son del todo concluyentes (en particular, fracasa con el
caso espanol) creo que se debe, en parte al menos, a que no
toma en cuenta las funciones de umbrales de los distintos
métodos. Este es un aspecto que queda pendiente para la
investigacion futura.

El andlisis de los sistemas electorales ha de resultar
relevante también para los modelos de eleccion de sistemas
electorales en los procesos legislativos o constituyentes. Las
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reglas de eleccion de representantes pueden ser infinitas,
pero so6lo algunas reglas se eligen a si mismas en equilibrio.
Por ejemplo, es un resultado de la investigacion de las
funciones de umbrales que la férmula D’Hondt maximiza la
minima representacién de un partido mayor que la media pero
menor que la mayoria absoluta. Las consecuencias de esta
proposicion para un modelo de decision racional con
incertidumbre parecen evidentes.

1.4. La estructura del trabajo y los resultados
fundamentales

El capitulo segundo introduce los conceptos
fundamentales y las definiciones que se van a utilizar a lo
largo de la tesis. Se define qué es férmula electoral, qué tipo
de funciones son las férmulas electorales, y qué es un sistema
electoral elemental (0, de modo equivalente, un sistema
elemental de representacién). Tras exponerse algunas
clarificaciones sobre las restricciones de dominio de algunas
formulas, se presentan el concepto de funcion de umbrales.
Las funciones de umbrales indican los votos necesarios y
suficientes, o0, en una formulacién alternativa, los votos
minimos y maximos, para lograr un determinado nimero de
escanos. En cuarto lugar se establecen los principios de una
clasificacién exahustiva de las férmulas electorales en
mayoritarias, proporcionales e igualitarias. Es un objetivo de
este capitulo advertir contra la ilusion de que todas las
formulas electorales son, en mayor o menor medida,
aproximaciones a la proporcionalidad perfecta. Las formulas
electorales se ordenan en un continuo entre la igualdad y la
mayoria simple. Este orden puede representarse por las
funciones de umbrales. Ademas, pueden concebirse férmulas
electorales mas alla de la igualdad, férmulas en las que es
mejor perder votos a ganarlos, que forman parte del mismo
continuo. Las férmulas electorales son infinitas.
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El tercer capitulo se dedica a la clarificacién de una de las
dos tecnologias de reparto que pueden emplearse en un
sistema electoral: las férmulas de cuota. Se introduce el
mecanismo de distribucién, se precisa su caracterizacién
funcional, se exponen sus posibles variedades y el tipo de
consecuencias que se esperan de las distintas variedades de
cuota. La elasticidad del tamarfio de las cuotas tiene limites
precisos, por lo que en el capitulo se aclaran las nociones de
falsa cuotas y la de férmula de cuota compuesta. El capitulo
demuestra que todas las formulas de cuota decisivas son
proporcionales, aunque sugiere que ciertos métodos
electorales no decisivos, de los que el sistema de voto Unico
no transferible es un extremo, son variedades de métodos de
cuota. Tanto este capitulo como el siguiente contienen una
propuesta de nomenclatura sistemdtica para las férmulas
electorales que permita designar comodamente a aquellos
métodos que no son conocidos en la practica y carecen de
nombre propio.

Los métodos de divisores, objeto del cuarto capitulo, son
algo mas complejos, al menos en apariencia, pero mucho mas
flexibles. En el capitulo se propone una caracterizacion formal
de las funciones de estos métodos a partir de la definicién de
Balinski y Young (1982). El capitulo aclara la relacion que
existe entre los algoritmos que habitualmente se emplean
para computar la asignacion de escafnos con estos métodos y
las funciones que los definen. Es un hecho sorprendente que,
en la ciencia politica tradicional, estas férmulas se presentan,
discuten y tratan de comparar en términos de los algoritmos
de célculo. Creo que no es demasiada presuncion afirmar
que, en general, los estudios electorales desconocen la
naturaleza de las férmulas de divisores. En este capitulo se
propone, ademas, romper con las limitaciones impuestas por
Balinski y Young para los métodos y se ofrece una definicion
general que abarca tanto a métodos proporcionales como
mayoritarios e igualitarios. En este contexto se introduce una
conclusién esencial: la férmula de mayoria simple no es sino
un caso extremo de formula de divisores, cuando la variable
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que los caracteriza (el término de ajuste) tiende a infinito. Este
resultado es necesario para establecer el orden de las
férmulas en un continuo cuyo limite es la mayoria y cuyo
centro es la proporcionalidad.

El capitulo quinto, tras repasar el terreno, ya explorado por
otros autores, de los umbrales de representacion, introduce la
forma general de las funciones de umbrales e investiga cuales
son éstos en el universo limitado de la competicién
bipartidista. La competicién bipartidista es una especie de
estado embrionario de la competicion electoral en la que la
estructura de las reglas puede apreciarse con peculiar nitidez.
En primer lugar, la competicion bipartidista borra la diferencia
entre la técnica de cuotas y la de divisores, que pasan a ser
idénticas funciones. En segundo lugar, la competicién
bipartidista elimina la diferencia entre votos necesarios y
suficientes en las funciones de umbrales, que se convierten
en una funcién Unica que indica los votos necesarios y
suficientes para cada numero de escafos para un partido
cualquiera. En tercer lugar, estas funciones siempre son
rectas. En cuarto lugar, todas las funciones, sean
proporcionales, mayoritarias o igualitarias, forman parte de un
mismo haz. Incluso las anti-férmulas electorales, aquellas en
las que la expectativa de escafios decrece con los votos,
forman parte del mismo haz. El hecho de que estén todas
constrefidas a pasar por un mismo punto permite compararlas
de modo inmediato por su pendiente. Esa pendiente
representa un orden. El orden es el orden inducido por la
relacion “ser al menos tan mayoritario como”. Sélo las
férmulas, relativamente raras, de pendiente no constante,
escapan a ese orden, aunque no al orden, también definido,
de “ser al menos tan mayoritario como” cuando los votos son
conocidos. Las pendientes ofrecen también una interpretacion
grafica a la regionalizacién del espacio de la representacion
en una region proporcional, una regién mayoritaria y una
region igualitaria, ademas de la region “en negativo” de las
anti-formulas electorales. El orden de las férmulas nos
permite, en resolucién, crear una tabla periddica en la que
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quedan clasificados los elementos conocidos y los
desconocidos y en la que pueden distinguirse tipos de
elementos, como los metales y los no metales, en ciertas
regiones de la tabla que marcan cambios cualitativos; tal es el
caso de, por ejemplo, las formulas proporcionales y las no
proporcionales.

El capitulo sexto es el mas abstracto de todos. En este
capitulo se obtiene la generalizacion de la funcién generatriz
de las funciones de umbrales en el dominio irrestricto del
multipartidismo. El multipartidismo nos obliga a tratar de modo
separado las funciones que emplean la técnica de las cuotas y
aquellas que emplean la de divisores. Nos obliga, ademas, a
diferenciar la forma de las funciones de votos minimos (o
necesarios) y maximos (paralela a la funcién de votos
suficientes), pues tienen formas y pendientes distintas. Las
funciones de votos minimos siempre son lineales, pero sélo
las funciones de votos maximos de las férmulas de tipo
mayoritario lo son. La simetria se pierde en un tercer aspecto,
y es que no todas las funciones forman parte de un mismo
haz, sino que hay una configuracion distinta para las férmulas
de tipo proporcional, otra para las mayoritarias y otra para las
igualitarias. Estas ultimas, por lo demds, se dividen en dos
tipos: g-igualitarias, que emplean cuotas, y d-igualitarias,
basadas en divisores. Tras levantar una considerable
polvareda con todas estas distinciones se muestra que, con
todo, existen equivalencias entre las formulas de cuota y las
de divisores: para cada problema de asignacién de escafnos
en una distribucién de votos y cada férmula de cuota, existe
una férmula de divisores equivalente (es decir, que produce
una misma distribucién de escanos). Sin embargo, los
métodos de cuota y los de divisores no pueden ser ordenados
por una misma relacién a priori, como “ser al menos tan
mayoritario como”, lo que introduce una inconmensurabilidad
en lo que deberia ser una tabla periddica general obligando a
construir dos tablas separadas. En el capitulo se demuestra,
ahora si, formalmente, que tanto las formulas de cuota como
las de divisores estan ordenadas por su sesgo mayoritario. La
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relacion “ser al menos tan mayoritario” induce un orden lineal
en sendos conjuntos. La relacién sélo induce un orden parcial
estricto (es decir, no completo) en el conjunto de todas las
formulas electorales. Las formulas de cuota y las de divisores
pueden conectarse sélo por una relacién a posteriori, como
“ser al menos tan mayoritario” cuando los votos son
conocidos.

El capitulo séptimo comienza por discutir las
clasificaciones que se han propuesto en la literatura sobre
formulas electorales. Tras enunciar el, a estas alturas ya
evidente, orden de las férmulas derivado de los resultados de
los anteriores capitulos, se recoge la posibilidad de emplear
una estrategia indirecta, la mas ampliamente practicada, para
comparar sistemas electorales. Se trata de comparar los
efectos y no simplemente, como hasta este momento, los
procedimientos. Para ello se debe disponer de unos
indicadores fiables sobre los efectos de los sistemas: numeros
indice que trasmitan la adecuada informacion sobre cémo
estan distribuidos los escafios o sobre cémo difiere dicha
distribucion con respecto a la distribucion de los votos. A la
discusion de los indicadores se dedica la mayor parte del
capitulo, que pretende vindicar a los mas sencillos de todos
los que se han propuesto en los estudios electorales. En
particular, se trata de deshacer la confusion sobre el hecho de
que pueda haber algun problema si algun indicador de
desviacion estd sistematicamente asociado a una férmula de
reparto, como efectivamente es el caso.

El octavo capitulo presenta algunos experimentos basados
en ejercicios de simulacibn de votaciones y sistemas
electorales. El primer experimento enfrenta nueve sistemas
electorales proporcionales a 1.000 sistemas de partidos en los
que tanto el numero de partidos como la distribucién de los
votos se ha generado aleatoriamente. El segundo ejercicio
enfrenta distribuciones de votos constantes a sistemas
electorales variables. En la primera parte, se experimenta con
3.000 sistemas electorales distintos; en la segunda, se
experimenta con 30.000 sistemas. Cada sistema es la
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combinacién de una magnitud electoral y de una férmula de
reparto. Los experimentos corroboran las conclusiones
establecidas en el analisis mas abstracto de las reglas. Los
experimentos dan una indicacion, ademas, sobre como
sortear el problema de la inconmensurabilidad de las cuotas y
los divisores, mostrando afinidades que pueden ser
suficientes para una clasificacion de las formulas que sea util
en la investigacién comparada. Los experimentos, por ultimo,
muestran que, si bien los efectos de los sistemas electorales
varian de modo regular o uniforme cuando la férmula lo hace,
la variacion es muy irregular con respecto a la magnitud o
nuamero de escafos. Para los sistemas electorales existe una
pauta general que indica un descenso de la desviacion y de la
concentracion cuando la magnitud crece, pero el itinerario
puede ser una sucesion de altibajos, a veces sorprendentes.

El ultimo apartado numerado como capitulo concluye muy
sucintamente.



CAPITULO DOS

CONCEPTOS BASICOS

En este capitulo se introducen algunos de los conceptos
fundamentales que se manejan a lo largo del trabajo. Se trata de
unas paginas tediosas a las que es posible que el lector tenga que
volver en algin momento a medida que avanza en los capitulos
siguientes. El capitulo intenta definir todos los términos que
emplea, aunque presupone una cierta familiaridad con el
funcionamiento de las férmulas electorales. Las férmulas
electorales son descritas con detalle en los capitulos 3 y 4. Estas
paginas no proponen ninguna tesis, aunque anuncian algunas, sino
que tratan de enfocar un problema y precisar un lenguaje, aunque
sea de un modo que cualquier persona entrenada en el lenguaje
formal puede encontrar tosco.

En primer lugar, se define qué es una férmula electoral. Las
foérmulas electorales han de cumplir una serie de condiciones. Las
férmulas son funciones de representacién an6nimas y neutrales, son
decisivas, son funciones monétonas crecientes de los votos, deben
ser homogéneas. La definicidn que se ofrece de férmula electoral
es una definicidon minima; en particular, no implica Ia
proporcionalidad. La caracterizacion de las férmulas muestra que
la regla de mayoria simple es un caso especial de férmula electoral,
o, si se prefiere, que las férmulas electorales son generalizaciones
del principio de mayoria.

En segundo lugar, se presentan algunas clarificaciones sobre las
restricciones en el dominio de algunas formulas. Las férmulas
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electorales pueden ser simples pero, para cumplir con la condicién
de decisividad, pueden ser compuestas o complementarias. Este es
un asunto especialmente antipatico, pero de discusion obligada,
porque algunos sistemas electorales existentes en la realidad
proponen formulas cuyo ambito de aplicabilidad se encuentra
limitado a un subconjunto de los posibles resultados electorales.
Mais concretamente, tendremos oportunidad de comprobar que
algunas férmulas de cuota y restos mayores son falsas férmulas
consideradas en si mismas, lo que nos obliga a introducir la nocién
de férmula compuesta. También es cierto que alguna férmulas de
divisores s6lo son iitiles para resolver problemas de prorrateo de
escafios entre circunscripciones, en los que, por definicion, hay
mds escafios a repartir que elementos a satisfacer; sin embargo, no
seria posible emplear estas férmulas en una situacion bastante tipica
de la competencia electoral, en la que hay menos escafios que
contendientes. De otro lado, existe al menos una férmula electoral
(et voto tinico no transferible) para la que lo contrario es cierio.
Ambos tipos de férmula forman conjuntos complementarios.

En tercer lugar, se presenta el concepto de funcidn de umbral.
Todas las formulas electorales constantes pueden describirse
mediante su funcién de umbrales. La definicién de férmula
constante se introduce en el capitulo 4. Las funciones de umbrales
indican los votos necesarios y suficientes para recibir un
determinado mimero de escaiios en un sistema electoral elemental.
Los umbrales son upa funciéon del mimero de escafios, de la
férmula, de 1a magnitud del distrito y del nimero de partidos.

En cuarto lugar, se propone una clasificacin de las férmulas
electorales en proporcionales, mayoritarias e igualitarias. La
clasificacién es exhaustiva. Las formulas electorales simples son
siempre proporcionales o mayoritarias. Las férmulas
proporcionales cumplen una sexta condicién, la condicién general
de proporcionalidad, afiadida a las cinco que caracterizan a las
formulas electorales. Las férmulas mayoritarias e igunalitarias
incumplen dicha condicién. Cada uno de estos tipos queda
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caracterizado por una condicién propia: la condicién de tendencia
mayoritaria y la condicion de tendencia igualitaria.

En quinto lugar, se definen las anti-férmulas electorales como
aquellas formulas de reparto que satisfacen las mismas condiciones
que las formulas electorales menos la condicién de monotonia
positiva, satisfaciendo, en su lugar, una condicién de monotonia
negativa, Las anti-férmulas electorales son una simple posibilidad
tedrica de repartos “al revés”, premiando siempre a los menos
sobre los que son mas,

Ademas, afirmo, aunque todavia no demuestro, que las
férmulas pueden ordenarse, y no sélo clasificarse, comparando
simplemente sus reglas de reparto. Las funciones de umbrales
proporcionan un modo de representar el orden. La pendiente de las
funciones de umbrales nos indica si la formula estd mas sesgada
hacia la mayoria o hacia la minoria, Las férmulas electorales
constantes pueden ordenmarse por su pendiente. Los polos del
continuo en el que se ordenan son la igualdad y la mayoria.

Es un objetivo de este capitulo advertir contra la ilusién de que
todas las férmulas electorales son, en mayor o menor medida,
aproximaciones a la proporcionalidad perfecta. Las formulas no se
ordenan por su proximidad a la proporcionalidad, aunque esto
puede hacerse, como si dijéramos, secundariamente, o como
subproducto del anlisis de sus efectos reales. El efecto real de las
férmulas que tiene un mayor interés positivo es el sesgo que
introducen, produciendo distribuciones de escafios maés
concentradas o mis dispersas y, de este modo, sistemas de
“partidos con representacién” més o menos fragmentados. Es
posible interesarse por qué féormula y en qué circunstancias se
aproxima més a la proporcionalidad, pero esta pregunta nos lleva,
en general, a comparar sistemas electorales, no férmulas. Todo
sistema electoral con uma magnitud lo bastante grande es
proporcional, cualquiera que sea la férmula dentro de la clase
infinita de férmulas proporcionales; y todo sistema electoral con
una magnitud lo bastante pequefia es mayoritario, cualquiera que
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sed la formula dentro de la clase infinita de férmulas electorales
(sean o no proporcionales).

Puede decirse que los sistemas electorales proporcionales
(aquellos que emplean un método de representacién proporcional)
se ordenan en una escala de mayor o menor proporcionalidad, o de
mayor representatividad a mayor gobernabilidad, por emplear
términos al uso. Sin embargo, el orden no esti representado por el
nimero M de escafios a disiribuir, aunque es el caso de que la
minima magnitud ocupa uno de los extremos mientras que el otro
lo ocupa una magnitud “lo bastante grande”.

Las férmulas electorales se ordenan en un continuo entre la
ipualdad y la mayoria. Este orden se representa, sin
discontinuidades, por la pendiente de las funciones de umbrales.
Algunas féormulas son proporcionales y otras no; algunas tienden,
por {ltimo, a aproximarse a la proporcionalidad de modo més
frecuente o certero, pero no es posible ordenar férmulas electorales
por su proximidad a la proporcionalidad perfecta, pues unas se
aproximan desde el polo negativo del continuo (la igualdad) y otras
desde el positivo (la mayoria).

Las férmulas electorales son infinitas, perc los resultados
posibles, a menudo, sélo son unos pocos. En mi opinién, la falia de
un adecuado anilisis del funcionamiento de las formulas en el
contexto de un sistema electoral elemental lleva a preguntas
confusas en la investigacion. De hecho, el estudio de los efectos de
los sistemas electorales es, una vez que lo despojamos de las
irregularidades propias de los sistemas electorales complejos (los
que conocemos en la realidad), extremadamente sencillo. Al
menos, asf resulta cuando se conocen las funciones de umbrales de
las formulas. Si se trata de predecir como sera la distribucion de los
escafios y en qué medida se parecera a la distribucion de los votos,
veremos que existen respuestas precisas para ambas preguntas.

El capitulo termina en el momento en el que habria que
presentar como son y cudles son Jas formulas electorales a las que
constantemente me refiero. Las formulas electorales, divididas por
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su “tecnologia” en dos familias (cuotas y divisores) son objeto de
anlisis pormenorizado en los capitulos 3 y 4.

2.1. Sistema electoral elemental y férmula electoral:
caracterizacion

El problema de la representacin consiste en distribuir un bien
escaso y sOlo parcialmente divisible, o indivisible (un bien
granulado), la representaci6n, entre los conjuntos de votantes o
partidos. Un sistema electoral, o sistema de representacion,
elemental tiene dos componentes: un nimero de escafios o
magnitud de distrito (M) y una férmula electoral (F). En estas
paginas la atencién se limita a sistemas elementales: quedan
excluidas muchas de las grandes cuestiones empiricamente
importantes para los estudios electorales, tales como la agregacion
de las circunscripciones, cuando son miltiples, o el empleo de
mecanismos afiadidos a la férmula, como los umbrales legales. A
su vez, las formulas de las que voy a ocuparme son férmulas de
asignacion a partir de votos categbricos para candidaturas cerradas.
Las f6rmulas electorales son funciones de representacién que
cumplen cinco condiciones que se exponen a continuacién. El
principio de mayoria es un ejemplo clave de férmula de
representacién. Es un resultado muy conocido que la mayoria
simple es el dnico principio de decisién que satisface cuatro
condiciones muy similares a las condiciones que se imponen en este
apartado para las formulas electorales (May 1952): es an6nimo,
neutral, decisivo y responde positivamente a las variaciones en la
distribucién de las preferencias. Las formulas electorales se
reducen al principio mayoritario cuando la magnitud es uno:
mayoria simple si las opciones son miiltiples y mayoria absoluta si
las opciones son dos.

Una férmula electoral, o funcién de representacién, es una
funcién de los votos (V) que produce una distribucién de M entre
cualquier nimero p de partidos o candidaturas; es decir, para cada
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electorado V distribuido en un vector V de votos [V, V, V; V] tal
que V,20 y Y.V,=V, produce un conjunto F(V,M)' de vectores de
nimeros enteros [E, E, E, EJ tales que E; 20y Y E,=M.

Suponemos que los votos de los individuos contienen
simplemente la revelacion de un tipo. E! voto no revela un orden
de preferencias sobre las alternativas. Esto excluye de nuestra
consideracion las formas de voto no categérica (votos ordinales,
listas abiertas y demas); sin embargo facilita el emparejamiento de
los sistemas electorales con los sistemas de prorrateo de escafios o
con otros sistemas de representacién. El tipo de cada individuo
puede estar determinado por la emision de un voto, por el lugar de
residencia, la Iglesia a la que pertenece o su lengua materna. En lo
sucesivo hablaremos siempre de votos y partidos, pero teniendo en
cuenta que se trata de un caso especial de tipos.

Una funcién de representacién, o una férmula electoral,
produce una asignacién correcta de acuerdo con el criterio propio
de dicha funcién, dada la distribucion de los tipos en el electorado
y dado el nimero de escafios o divisibilidad del bien M. No se trata
de encontrar una preferencia colectiva. Sin embargo, si puede
hablarse, como en el caso de las preferencias, de indiferencia entre
dos asignaciones. Una formula electoral puede determinar que dos
0 mAs asignaciones son igualmente correctas.

Las formulas electorales pueden caracterizarse como los
métodos de reparto que cumplen las cinco condiciones que se
exponen a continuacion.

(I) Anonimidad. Si dos grupos igualmente numerosos de
individuos intercambian sus tipos, el resultado de la funcién es el
mismo.

() Neutralidad. Si dos partidos infercambian sus etiquetas (sus
indices), en el resultado de la funcién, las asignaciones de escafios
de los dos partidos intercambian sus fodices. Si F(V,M) asigna E,
escafios a un partido i con votos V; y E; escafios a un partido j con

Estrictamente hablando, las férmulas electorales son correspondencias.
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votos V,, y si el vector V* s6lo se diferencia de V en que V';=V, y
V=V, entonces, en F(V’ M), E'=E;y E',=E,.

La primera de estas condiciones se refiere al modo en el que los
votos son contados. Los votos deben ser contados de modo
simétrico, excluyendo toda ponderacién para ningin individuo.
Estrictamente hablando, una funcién de representacién podria no
ser andnima, aunque serfa dificilmente aceptable como férmula
electoral. La segunda de estas condiciones asegura la neutralidad
entre las opciones: ningiin partido obtiene requisitos especiales para
acceder a cualquier ntimero de representantes.

(IIT) Decisividad. Para cualquier electorado o poblaci6n finita
V y para cualquier nimero finito de escafios Mz1, la férmula
electoral produce siempre un comjunto finito no vacio de
asignaciones F(V,M)={E; E’;...} entre las cuales la férmula es
indiferente: todas son igualmente correctas. En cada una de estas
asignaciones la distribucién de los escafios es completa: Y £;=M.

Una férmula electoral no es una funcién de un dnico valor,
pues para cada férmula existen empates que el propio criterio de la
férmula no puede ni debe resolver. Por ejemplo, si la férmula
emplea el criterio de mayoria simple (todo para el partido més
votado), la magnimd es M=1 y encontramos tres partidos con
idénticos votos, [V} V, V,] tales que V=V, ov,=1/3, cualquiera de
los tres vectores del conjunto {E, E’, E”} es un valor de la funcién:
f100], [010], [00 I]. Una asignaci6n o solucién es una funcién
de un dnico valor, AV, M)=E, que resuelve todos los empates de
modo simétrico o an6énimo, por ejemplo, escogiendo entre los
valores de F{v,M) mediante un sorteo, un sistema de tmrnos, etc.

(IV) Monotonia positiva. Dada una férmula F, un electorado V
y una magnitud M, para dos partidos cualesquiera i y j, si v;>V,,
entonces, para toda asignacién E que pertenece al conjunto de
valores F(V,M), es cierto que E;2Ej; y si v;=v;, entonces, en alguna
asignacién E, EzE,, y en alguna asignacién E’, E"<E’;, siendo asi
que E y E’ pertenecen al conjunto de asignaciones F(V,M).

Lo que esperamos de una férmula de reparto es que dé mas por
més, o que, al menos, no dé menos por méis. Esto es, la formula
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electoral que asigna escafios a los votos debe responder
positivamente a la distribucién de los votos. La expectativa de
escafios no puede decrecer con los votos. Si el primer partido tiene
més votos que el segundo partido, no es posible que tenga menos
escafios, cualguiera gue sea la solucidn; si el primer partido tiene
tantos votos como el segundo partido, es posible que tenga mds
escafios ¥ es posible que tenga menos. Ambas soluciones son
posibilidades de la férmula, la formula es neutral entre las
soluciones.

Debe notarse que la condicién de monotonia no implica
monotonia en sentido dindmico, o lo que Balinski v Young (1982;
106ss) denominan monotonia con respecto a la poblacién (aunque
lo contrario si es cierto). En términos generales, esta condicién
exige que si en dos elecciones sucesivas el partido / gana votos y el
partido j los pierde, entonces no debe suceder que el partido i
pierda escafios y el partido j los gane. Esta condicién implica, a su
vez, la monotonia con respecto a la magnitud electoral: ningin
partido debe perder escaiios cuando la magnitud electoral aumenta,
lo que constituye la célebre “paradoja de Alabama”. (Balinski y
Young 1982; 117). La monotonia con respecto a la poblacion es
una condicién sobre como debe ser la respuesta de la formula
cuando cambian los términos del problema (las poblaciones se
contraen 0 expanden, la magnitud aumenta o disminuye), no una
condicién sobre c6mo debe resolverse cada problema. Balinski y
Young (1982; 108) demuestran que sdlo un tipo de férmulas
electorales, las formulas de divisores, son mondtonas con respecto
a los tamafios de las poblaciones. Sin embargo, en mi definicion de
formula electoral han de caber también las férmulas de cuota y
restos mayores. Ambos tipos de formulas son discutidas con gran
detalle en los capitulos que siguen.

(V) Homogeneidad. Si los subconjuntos o partidos del
electorado cambian en una misma proporcién, no hay ningin
cambio en la asignacion de los escafios. Si A es un nimero racional
positivo, entonces F(V,M)=F(AV ,M).



Conceptos basicos / 27

Los vectores de votos los podemos transformar como vectores
v de proporciones equivalentes [v, v, v, _v,] tales que v,=V,/Vy
Yv=1. De este modo, queda subrayado el hecho de que el
problema de la representacion es independiente del tamaiio global
del electorado V. El problema de la representacién consiste en
asignar enteros a proporciones. Si dos vectores V y V’ pueden
transformarse en un mismo vector v, entonces presentan un mismo
problema de representacion. Puesto que una formula electoral debe
ser homogénea, si V y V’ pueden transformarse en un mismo
vector v, entonces la formula produce la misma solucién en ambos
casos: F(V,.M)=F(V' M).

La homogeneidad excluye formulas tales como ia siguiente:
distribliyanse los escafios asignando uno a cada partido con un
millén o méas de votos (u otra cantidad prefijada), comenzando por
el mayor, a continuacion uno a cada partido con dos millones o
més, y asi sucesivamente, hasta que se agotan. Dicha formula
quedaria excluida por no ser decisiva, sin embargo, puesto que mas
abajo se relaja la condicion de decisividad, es importante que quede
excluida por no ser homogénea.

Las condiciones I a IV son semejantes a los conocidos axiomas
de May (1952). La condicién IV también es un reflejo de la
condicion de asociacion positiva de Arrow (1963; 25). Los dos
primeros axiomas de May (neutralidad y anonimidad) suelen
resumirse en la condici6n de igualdad politica estricta; los otros dos
(decisividad y responsividad positiva) como la condicién de minima
eficiencia (Rae y Schickler 1997). May demuestra que sus axiomas
son condicién necesaria y suficiente para la regla de mayoria. Esta
es la dnica regla de agregacion de preferencias estrictamente
igualitaria y minimamente eficiente. Las condiciones aqui
presentadas adaptan estos axiomas al problema de la representacion
de tipos e incluyen una quinta condici6n, la homogeneidad, tomada
de Balinski y Young (1982; 97). Debe notarse que no se incluye
ninguna condicién de proporcicnalidad, aunque esto es lo que
constituye 1a preocupacién central de Balinski y Young, y de casi
todos los trabajos sobre férmulas electorales.
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La afinidad entre los axiomas de May y esta caracterizacién de
las formulas electorales no es accidental. De las condiciones
anteriores se sigue con facilidad la siguiente proposicién: cuando
P=2 y M=], todas las férmulas electorales son idénticas a la
mayorfa absoluta; cuando M=1 y p>2 todas las férmulas
electorales son idénticas a 1a mayoria relativa o simple (pluralidad).

2.2, Restricciones de dominio: férmulas simples, compuestas y
complementarias

La mayoria de las férmulas habituales para el reparto de
escailos, pero no todas, pueden definirse para cualquier nimero de
escafios y de partidos mayor que cero, asi como para cualquier
posible distribucién de los votos entre los partidos. Es decir,
pueden resolver cualquier problema de asignacién: son decisivas.
La férmula de mayoria es un ejemplo bésico de férmula decisiva,
pero existen infinitas formulas decisivas. Con todo, 1a ingenieria
electoral ha dado con numerosas férmulas de reparto que no lo son,
Por ¢jemplo, la férmula de voto tnico no transferible (VUNT) s6lo
esta definida para los casos en los que los candidatos sean al menos
tantos como los escafios (p=M), pues se trata de la férmula que
asigna un escafio y solo un escaiio a cada uno de los M partidos
mas votados. Otras formulas tiemen restricciones més severas y
enojosas, pues ni siquiera estin definidas para un dominio de
vectores con un determinado mimero de componentes, sino que
requieren que la distribucién del voto entre los componentes adopte
determinados perfiles.

En un proceso electoral, el nimero de partidos resuita conocido
con independencia del mimero de votos que obtienen los
contendientes. Por esta razdn, es ttil delimitar el dominio en el que
una férmula resulta aplicable atendiendo al niimero de partidos que
se presentan al electorado, que podemos tratar como conocido.

La restriccién que llamaré del primer tipo se concreta en el
siguiente requisito: es condicién necesaria y suficiente que el

uf
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niimero de componentes del vector de votos (el ndmero de partidos)
$ea mayor o menor que una determinada magnitud, concretamente
la magnitud electoral M. El sistema VUNT no es el dnico ejemplo
de este tipo de restriccién. El anverso de este ejemplo lo presentan
formulas como la de Adams, Hill-Huntington o Dean, que se
explican més abajo, la cuales s6lo se encuentran definidas para el
subconjunto de resultados posibles en los que p <M.

Una férmula tiene una restriccién del segundo fipo si es
necesario, pero no suficiente, que el nimero de componentes
supere cierta magnitud. Esta restriccin es caracteristica de algunas
férmulas de cuota y restos mayores. La magnitud de referencia es
aqui el valor absoluto de lo que més abajo se define como el
modificador de la cuota. Algunas férmulas conocidas, como la
Imperiali de restos mayores, que también se explica e ilustra méis
abajo, tienen una restriccion de este tipo. Esta restriccion es més
severa que la anterior, pues aun existiendo el necesario mimero de
partidos, algunos problemas de asignacion no son resolubles por la
férmula, dada la distribucién del voto entre los componentes del
vector y el nitmero de escafios a distribuir. Tipicamente, estas
férmulas requieren que los votos no estén demasiado concentrados
en pocos partidos, sino mas bien dispersos o fragmentados entre
numerosos partidos.

Por iiltimo, algunas férmulas tienen una restriccion de dominio
tal que es suficiente, pero no necesario, que el nimero de partidos
alcance una determinada magnitud, la magnitud M del distrito. Este
tercer tipo de restriccién se presenta solo en algunas férmulas de
cuota y restos mayores no exploradas por la ingenieria electoral y,
por ello, de cierto interés tebrico pero nulo interés empirico.

Las férmulas con una restriccién del primer tipo son decisivas
dentro de un dominio limitado, caracterizado por una relacion entre
Py M, y sblo en ese dominio. Las férmulas del segundo tipo no
son decisivas en ningin dominio, caracterizado por una relacién
entre p y M. Conocido el nimero de partidos, las férmulas pueden
“ponerse a prueba”, y asi se hace, a veces, en la practica electoral.
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En algunos casos resultaran dtiles y en otros no podran emplearse,
dependiendo de la distribucién del voto.

Una férmula electoral debe ser decisiva, Las formulas con una
restriccién del segundo (y tercer) tipo son falsas férmulas
electorales. Las férmulas con una restriccién del segundo tipo sélo
pueden existir, en la prictica de los sistemas electorales, como
parte de formulas electorales compuestas. Una formula compuesta
esuna férmula que se presenta como una falsa férmula, de dominio
restringido del segundo tipo (o del tercer tipo, aunque no existan en
la realidad empirica), pero que tiene una formula de reserva
decisiva o irrestricta que se emplea toda vez que la férmula
restringida resulte inoperante. Las formulas decisivas son férmulas
simples.

Las formulas con una restriccién del primer tipo se emplean
comiinmente como si fueran formulas simples, dada la informacién
con la que, en general, se cuenta acerca del nimero de
contendientes. Mds que de formulas falsas, podemos hablar de
Jormulas limitadas. El método VUNT, que requiere que p>M,
puede emplearse sin muchos miramientos en la competicion
electoral, pues es improbable que falten candidatos a ocupar los
escafios. Formulas como la de Adams, que requiere que p<M, se
emplean para el prorrateo de escafios entre las circunscripciones de
un sistema electoral, pero no podrian emplearse como férmulas en
la competicién electoral, salvo que exista algiin expediente para
limitar el nimero de candidatos. Ambas férmulas pueden emplearse
como complementarias.

2.3. Partidos cero

Salvo indicacién expresa de lo contrario, no supongo que todos
los partidos tengan que recibir votos. Cuenta como componente de
un vector cualquier partido que se presenta a las elecciones. Si
algunos partidos tiemen cero votos, entonces, en algunas
circunstancias y con algunas reglas, algunos partidos con cero votos
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pueden obtener escaiios. Si se desea eliminar esta consecuencia
algo extravagante, puede suponerse que ninguna formula electoral
asigna escafios a partidos sin votos. En ese caso, las restricciones
de dominio anteriores deben leerse como referidas al mimero de
componentes mayores que cero. Dado que Ia probabilidad de que
un partido sin votos obtenga escafios es pricticamente nula, esta
salvedad resulta irrelevante en la prictica.

Se diria que es mas sencillo suponer que todos los partidos
tienen votos, pues todos los candidatos reciben su propio voto. Sin
embargo, esto no siempre se ve confirmado por los bechos, pues,
al menos en Espaiia, hay candidatos que ni siguiera se molestan ent
votarse a si mismos. Pero lo esencial es que prescindir de los
partidos sin votos nos impediria definir de modo sencilio un
concepto central, el umbral de exclusion (ver més abajo) y todos
los conceptos derivados de éste. La necesidad de introducir esta
idea nos impide una simplificacién que, por lo demis, seria en
extremo util.

2.4. Umbrales de representacion

Algunos de los empates en los que la funcién arroja miltiples
valores proporcionan una informacién muy provechosa sobre Ia
férmula electoral. Un empate como el figurado mas arriba entre
tres partidos iguales que compiten en un sistema elemental
mayoritario y uninominal es un empate maximamente competitivo
por la inclusién: todos los partidos compiten en igualdad por un
gnico escafic. El empate puede resolverse por la minima
perturbacién que consiste en afiadir un voto: el partido que
obtuviera un voto afiadido obtendria el escafio y los demds
quedarian excluidos. La fraccién v=1/p, el tamafio medio de los
partidos, es el umbral de inclusion de la férmula mayoritaria
simple: alcanzar dicho umbral es condici6n necesaria, pero no
suficiente, para obtener un escafio, pues, para cualquier vector de
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votos, ningin partido con una fraccién menor podria obtenerlo en
ninguna distribucidn que es un resultado posible de la formula..

Lo contrario de este tipo de empate son los empates
competitivos por la exclusién, es decir, empates tales que pueden
resolverse por la minima perturbacién que consiste en sustraer un
voto, de manera que el partido que pierde el voto queda excluido.
Por ejemplo, sea la férmula que asigna un escafio y s610 un escaiio
a cada uno de los M partidos mas votados (el sistema de voto Unico
no transferible). Si M+ 1 partidos se reparten todos los votos entre
ellos y obtienen todos igual ndmero de votos, equivalentes a la
fraccién v=1/(M+ 1), entonces, cualquiera de los M+ 1 vectores de
asignacion en la que uno de los M+ 1 partidos queda excluido es un
resultado de la férmula. La fraccién v=1/(M+1) es el umbral de
exclusion de 1a formula de voto tinico no transferible (v de muchas
otrag): indica los votos maximos con los que un partido puede
obtener tantos escafios como un partido que tiene cero votos. Més
sencillamente, la fraccion sefiala el umbral que es condicion
suficiente, pero no necesaria, superar para que, ctalquiera que sea
la distribucién de los votos, un partido obtenga un escafio, pues,
superada dicha fracci6n, no es posible que haya M partidos con
mas votos. Para la férmula mayoritaria, el umbral de exclusidn es,
evidentemente, v=14.

La existencia de estos umbrales se deriva directamente de la
condicién de monotonia positiva. Si una formula es indiferente
entre dos asignaciones E y E’ tales que sélo se distinguen porque
E=E/+1y E;=E -1, un voto en favor del partido i debe resolver
la indiferencia seleccionando E y un voto en favor del partido j
debe resolver la indiferencia seleccionando E’.

La noci6én de umbral de inclusién parte del supuesto en el que
un partido logra un escaiio en las mejores condiciones posibles, es
decir, empleando la minima fraccién del voto. La nocién de umbral
de exclusién parte del supuesto en el que un partido logra un
escafio en las peores circunstancias posibles, es decir, empleando
la maxima fraccién del voto. Notese que el concepto de umbral de
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exclusion no puede definirse sin suponer que, si p > M+ 1, entonces
algunos partidos no tienen votos.

Debe notarse que basta que un partido alcance exactamente su
umbral de inclusién para que la probabilidad de que obtenga un
escaiio no sea cero. Es cero siempre que no llegue a la fraccién
umbral. Para que la probabilidad de que un partido obtenga un
escafio sea uno, ¢l partido debe superar el umbral de exclusion.

El umbral de exclusién puede leerse de un segundo modo, que
invita, a su vez, a renombrar el de inclusién. El umbral de
inclusion representa los votos minimos con los que un partido puede
lograr un escafio con probabilidad mayor que cero. El umbral de
exclusién representa los votos mdximos con los que un partido
puede no lograr un escafio con probabilidad mayor que cero. Si no
se alcanzan los votos minimos, la probabilidad de representacion es
cero. Si se superan los votos maximos, la probabilidad de no
lograrlo es cero, esto es, se obtiene con seguridad.

2.5. Funciones de umbrales y funciones de pagos de las
féormulas constantes

Los umbrales de inclusion y exclusién pueden generalizarse
para determinar los votos necesarios y suficientes con los que se
obtienen F de M escafios con cada férmula electoral F. Las
funciones de umbral de una férrmula electoral constante determinan
los votos necesarios y suficientes para cada escafio como funcién
del niimero de partidos, cualquiera que sea la distribucién del voto
entre los mismos, y de la magnitud electoral. La definicién precisa
de férmulas constantes queda para el capitulo 4. Todas las formulas
de cuota y restos mayores lo son, asi como casi todas las férmulas
de divisores conocidas. Son férmulas constantes, dicho
simplemente, aquelias en las que el coste en nimero de votos, para
cada escafio afiadido al primero, es constante, con independencia
de cuintos sean los votos que “cuesta” el primer escafio. Las
funciones de umbrales de las formulas no constantes s6lo pueden



34 / Sistemas elementales de representacion

determinarse en una expresién analitica cuando el nidmero de
partidos se reduce a dos. Veremos el ejemplo de las dos férmulas
no constantes mas conocidas en el capitulo 5: las formulas de Hill-
Huntington y de Dean.

La funci6n de votos necesarios v (E,F,M,p) es una funcién
que determina la fraccién de votos necesarios, pero no suficientes,
para lograr E escafios, tales que 1<E<M, en cualquier problema de
distribucién de M escafios entre p partidos, resuelto mediante la
formula F. Un partido con votos v, <V (£}, dada la formula, Ia
magnitud y el nimero de competidores, no puede obtener E
escafios en ninguna asignacion E que pertenece al conjunto de todos
los conjuntos de soluciones de la formula electoral F(M, p). Es
decir, el resultado es imposible en cualquier asignacidn, a partir de
cualquier vector de votos que tenga p componentes, comoquiera
que se distribuya el voto entre los componentes. La funcién de
votos suficientes vg,(E,F,M,p) es una funcién que determina la
fracciébn de votos suficientes para lograr E escafios, tales que
1<E<M, en cualquier problema de distribucién de M escafios,
mediante la férmula F, entre p partidos. Un partido con votos
¥, > Vgur {E), dados los demas argumentos de la funcién, obtiene al
menos E escafios en toda asignacion E que pertenece al conjunto
F(M,p) de los conjuntos de soluciones de la férmula electoral para
todos los vectores de votos posibles con p componentes.

Los votos suficientes para E escafios equivalen a los votos
méximos para E-1 escafios. Asi, la funcion de votos suficientes
puede transformarse de manera sencilla en una funcién de votos
MAXimOos Vyy(E)=vg, (E+1). Esta es la opcién de Lijphart y
Gibberd (1977), quienes también denominan funcién de votos
minimos a la funcién de votos necesarios Vyn(E)=vnge (E). En
algunas circunstancias, resulta mis atil expresar las funciones en
términos de votos necesarios y suficientes, en otras, es més
intuitivo hacerlo en términos de votos minimos y maximos. La
informaci6n es siempre la misma.

Es sabido que Lijphart y Gibberd (1977) designan como

Junciones de pagos de las férmulas electorales a lo que aqui llamo
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funciones de umbral. En contra de toda prudencia, esta vez
encuentro inevitable sugerir un nombre distinto, pues las funciones
de pagos no pueden ser sino las que indiquen el mimero de escafios
que un partido puede esperar con sus votos, y no las funciones que
indican cuintos votos se exigen para cada nimero de escafios.
Evidentemente, se trata de las dos caras de la misma moneda, pues
las funciones de pagos se pueden obtener como la inversa de las
funciones de umbrales, cuando dicha funcién existe, pero llevaria
a confusién llamarlas por un mismo nombre. Las funciones de
pagos indican los escafios minimos y méximos que un partido
puede obtener con sus votos, dada la férmula electoral, la magnitud
del distrito y el mimero de competidores: Ey,(v.F.M,p) y
Eyax(v.F,M,p). Las funciones de pagos nos permiten determinar la
horquilla de escafios que un partido puede obtener, entre las peores
y las mejores circunstancias tedricamente posibles.

La gran ventaja de las funciones de umbrales sobre las
funciones de pagos es que las segundas no pueden determinarse
para las férmulas de cuota y restos mayores. Es decir, la inversa de
Ias funciones de umbrales de las férmulas de cuota no existe; méis
precisamente, no existe la inversa de la funcién de votos maximos.

2.6. Férmulas proporcionales y mayoritarias

La definicién de férmula electoral no requiere que las férmulas
sean proporcionales. Mi primer ejemplo de formula electoral ha
sido la férmula mayoritaria simple. La definicién sélo requiere que
si el vector [v; v, v; v,] es un vector ordenado tal que v,>v,
entonces, para cualquier solucién E que pertenece a F(v,M), el
vector [E, E;, E; E] es un vector ordenado tal que E, 2E. La
asignacion de los escaiios no puede alterar el orden relativo de los
partidos cuando éstos se ordenan estrictamente por sus votos. Las
férmulas electorales simples pueden agruparse en dos tipos o clases
excluyentes y exhaustivas: la clase de las formulas proporcionales
y la clase de las mayoritarias. Ambas clases son infinitas.
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(VY) Condicign general de la proporcionalidad. Decimos que
una férmula electoral F es upa formula proporcional si, para
cualquier niimero M de escafios y cualquier distribucion v, siempre
que los votos estén distribuidos de manera que para todo partido i,
v,=E, /M, como en {E,/M E,/M... E,/M], siendo E un nimero
entero 0sE<M y ¥ E;=M, entonces 12 Ginica asignacion E que es un
valor de F(v,M) s [E, E,... E}}. Es decir, si las fracciones de los
votos v, son todas miltiplos enteros de la cuota proporcional 1/M,
entonces la asighacidn de escafios es idéntica al niimero de cuotas
de cada partido.

Una férmula proporcional resuelve en enteros todo problema
en el que esto es posible. Son resolubles en enteros los problemas
en los que para cualquier partido, el cociente de su fraccion v de
los votos totales y la cuota 1/M da lugar a un niimero entero:
vM=E, Si el vector de votos se resuelve en un vector v de
proporciones [0,4 0,3 0,2 0,1] y la magnitad es M=10, entonces,
si la férmula es proporcional, la tinica asignacién Fv,M)=E es [4
321L

La condicién general de proporcionalidad no es demasiado
informativa acerca de la naturaleza de las formulas. No nos dice,
en particular, ¢dmo se comportan frente a problemas que no son
resolubles en enteros. Cuando un problema no es resoluble en
enteros, entonces, para al menos un partido /, su asignacidn de
escafios es E;>vM; y, para al menos un partido j, su asignacion es
E,<vM; pero no sabemos si son los paitidos mayores o los
merores los favorecidos por ¢l, en estas circunstancias, inevitable
sesgo. Entre las infinitas formuias proporcionales algunas muestran
tendencia, como se verd, a sobrerrepresentar a los partidos més
votados, mientras que otras muestran tendencia a sobrerrepresentar
a los menos votados.

(VII) Condicion de las tendencia no proporcional mayoritaria.
Una férmula electoral es del tipo mayoritario si, para un problema
de asignacion resoluble en enteros, para al menos un partido i tal
que v;> 1/p, el partido mayor, su asignacion de escafios es E; > v M,
y para al menos un partido j tal que v;<1/p, el partide menor, la
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asignacion de escafios es E<vM. Si la férmula es de tipo
mayoritario, aun cuando la proporcionalidad perfecta es posible, al
menos un partido, el mis votado, que supera el tamafio medio
obtiene mds escaftos que los que encierra su cuota proporcional,
mientras que al menos un partido, el menos votado, obtiene menos
escafios que los que encierra su cuota proporcional. En el limite,
con la férmula mayoritaria simple, un iinico partido, el mas votado,
obtiene todos los escaiios, mientras que fodos los demais, del
tamafio que sean, quedan no representados. Una conocida formula
de tipo mayoritario, llamada Imperiali de divisores, distribuye diez
escafios, para las proporciones [0,40,30,20,1]en E: {5320].
La formula mayoritaria simple produce {10 0 0 0].

Si una férmula electoral presenta un sesgo mayoritario incluso
en los casos en los que la proporcionalidad perfecta es una
soluci6n, entonces siempre 1o hace, Esto se sigue inmediatamente
del hecho de que las formulas electorales son funciones mondtonas
crecientes. Si las proporciones del voto del ejemple anterior se
redistribuyen resultando [0,5 0,3 0,1 0,1], la férmula Imperiali de
divisores asigna los escaiios en [7 3 0 0]. El criterio de mayoria es
el caso limite de esta condicién general de no-proporcionalidad,
que cumplen todas las formulas electorales que favorecen siempre,
con respecto a la proporcionalidad perfecta, al partido mayor,
aunque no necesariamente en igual medida que lg férmula
mayoritaria simple.

2.7. Férmulas igualitarias y requisitos previos

Algunos sistemas de reparto introducen un requisito previo a la
distribucién de los escafios, a saber, que un determinado niimero
de los mismos sea atribuido a las partes con independencia de su
tamafio, normalmente de forma igualitaria. Esto es tipico de los
sistemas de prorrateo de escafios entre las circunscripciones, pero
absurdo como parte de un sistema electoral, a no ser que el mimero
de candidaturas se limitara por ley. Un ejemplo préximo es el
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método de prorrateo de diputados en Espafia, que comienza
distribuyendo dos escafios para cada una de las cincuenta
circunscripciones provinciales. Los escafios restantes se asignan
mediante férmula proporcional, atendiendo a la poblacidn, hasta
completar el tamaiio del Congreso®.

Es posible construir férmulas electorales de sesgo igualitario,
0 contra-mayoritario, cuyo resultado es equivalente a distribuir una
parte de los escafios en lotes iguales, procediendo al reparto de los
restantes mediante formula proporcional. A estas férmulas las
llamaremos d-igualitarias. Por ejemplo, puede construirse la
formula simple, que llamaré D~1, cuyo resultado es equivalente a
Ia formula compleja compuesta por un requisito previo, que
consiste en asignar un escafio a cada contendiente, més la f6rmula
Adams para la distribucion de los restantes. Como la férmula
Adams, pese a ser proporcional, siempre asigna un escafio a cada
partido (circunscripcién) en liza, la férmula D-1 siempre garantiza
un minimo de dos. Este tipo de férmulas no son conocidas en la
préctica, por lo que, cuando se quiere lograr un acusado efecto de
refuerzo a las minorias, lo habitual es encontrarse con providencias
legales para el reparto igualitario de algunos escafios, con
independencia de la férmula electoral.’®

(VIII) Condicion de la tendencia no proporcional igualitaria.
Una férmula electoral es del tipo igualitario si, para un problema
de asignacion resoluble en enteros, para al menos un partido i tal
que v,> 1/p, el partido mayor, su asignacién de escafios es E, <vM,
y para al menos un partido j tal que v;<1/p, el partido menor, la
asignacién de escafios es E>vM. Si la férmula es de tipo
igualitario, aun cnando la proporcionalidad perfecta es posible, al
menos un partido que supera el tamafio medio obtiene menos

2 Como se sabe, también se reservan dos, uno a cada una, para Ceuta y
Melilla, que no entran en la distribucién proporcional.

*Fampoco son conacidas, que yo sepa, en la teoria. Balinski y Young (1982)
tratan a las férmulas de reparto y a los requisitos previos de forma independiente.



Conceptos bdsicos / 39

escafios que los que encierra su cuota proporcional, mientras que
al menos un partido menor obtiene mds escafios que los que
encierra su cuota proporcional. Una hipotética férmula de tipo
igualitario, D-1, distribuye diez escafios, para las proporciones
[0,40,30,20,1JenE: [3322].

Las férmulas igualitarias estin limitadas a un dominio pm<M,
donde 71 es el mimero minimo de escaiios que obtiene cada partido
con cada férmula. La férmula mis igualitaria entre las
proporcionales es la férmula Adams, para la que m=1. Ninguna
férmula en la que m> 1 puede ser una férmula proporcional. Las
férmulas limitadas s6lo son formulas electorales en conjuncién con
una férmula complementaria.

Un caso especial de férmula igualitaria es la formula electoral
que distribuye un escafio y s6lo un escaiio a cada uno de los M
contendientes mayores, esto es, la formula de voto tinico no
transferible. Tampoco ¢s una férmula simple, sino, como ya se ha
indicado, limitada a p2M. En cierto modo, podria decirse que es
una férmula proporcional, al menos si se excluye la posibilidad de
que partidos cero obtengan escafios, ya que el Gnico tipo de
problema resoluble en enteros para el que la férmula esta definida
es aquél en el que los votos de todos los partidos son iguales y los
partidos son tan numerosos como los escafios, v,=v,= 1/M .
Cuando la igualdad y la proporcionalidad perfectas son criterios
coincidentes, este es un resultado de la férmula y, en cualquier otro
problema en el dominio de la férmula, la proporcionalidad es
imposible, pues es imposible la proporcionalidad si el nimero de
escafios es menor que el mimero de partidos (con votos).

Puesto que s6lo coincide con la proporcionalidad cuando ésta
es idéntica con la igualdad, lo mis adecuado es designar el método
VUNT como caso especial de formula igualitaria. Se trata, de
hecho, de un miembro de una familia de férmulas que llamaremos
g-igualitarias, aunque es el Unico representante conocido de la
familia: son aquellas férmulas de cuota y restos mayores cuyo
tamafioc de cuota es excesivamente grande para permitir la
proporcionalidad.
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La existencia, siquiera en la teoria, de formulas igualitarias no
cualifica la aseveracion de que las férmulas electorales simples se
dividen en proporcionaies y mayoritarias. Las férmulas igualitarias
son formulas limitadas, no siempre decisivas. Las férmulas d-
igualitarias se encuentran limitadas a situaciones en los que los
escafios son abundantes con respecto al niimero de partidos; las
férmulas g-igualitarias se encuentran limitadas a situaciones en las
que los escafios son escasos con respecto al nimero de partidos.

Para cualificarse como formulas electorales en sentido propio,
Ias férmulas igualitarias deben ser complementadas por una férmula
decisiva en el domino para el que no esti definida. El sisterna
VUNT es el complemento natural para las férmulas de domino
restringido p<M, lo que incluye también a algunas formulas
proporcionales.

2.8. Anti-formulas electorales (férmulas minoritarias)

El miximo sesgo contra-mayoritario de una férmula electoral
igualitaria lo representa, l6gicamente, la igualdad en el reparto. La
igualdad perfecta s6lo es posible cuando el mimero de escafios es
miltiplo del ndmero de candidatos. La méxima igualdad
alcanzable, en cualquier otro caso, es una distribucién casi
igualitaria en la que los partidos mayores obticnen la inevitable
ventaja, con respecto a la igualdad, que se produce cuando la
igualdad perfecta no es posible. El ejemplo en el que diez escafios
se distribuyen, para el vector v:{0,4 0,3 0,2 0,1}, en E: [3 3 2 2],
representa el reparto maximamente igualitario del que es capaz una
férmula electoral, en un problema de asignacion de diez escafios
entre cuatro partidos. Si el nimero de escafios a distribuir fuese
s6lo tres, el reparto maximamente igualitario seria E: [1 1 1 0],
que es el resultado del voto Unico no transferible. Una férmula
electoral no puede producir un resultados como {223 3]0 [0 1 1
1], pues, en estos resultados, el niimero de escafios decrece con los
votos que un partido obtiene. Una férmula que produjese resultados
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de este tipo serfa una anti-férmula. Las anti-férmulas cumplen las
mismas condiciones que las férmulas electorales, salvo la
monotonia positiva. En su lugar, cumplen la siguiente condicién de
monoetonia negativa.

(IX) Monotonia negativa. Dada una férmula F, un resultado
electoral v y una magnitud electoral M, para dos partidos
cualesquiera i y j, si v,>v,, entonces, para toda asignacién E que
pertenece al conjunto de valores F(v,M), es cierfo que E<E; ¥ si
v,=v, entonces, en alguna asignacion E, ExE, y en alguna
asignacion E’, E <E,, siendo asi que E y E’ pertenecen al conjunto
de soluciones F(v,M)

Una anti-formula de reparto, al contrario que una formula
electoral, del tipo que sea, nunca da mas por mas y casi siempre da
mas por menos. Esto es, una anti-férmula electoral que asigna
escaiios a los votos es una funcién monétona decreciente de los
votos. Si el primer partido tiene més votos que el segundo partido,
no es posible que tenga més escafios, cualquiera que sea la
solucion; si el primer partido tiene tantos votos como el segundo
partido, es posible que tenga mis escafios y es posible que tenga
menos.

El caso limite de anti-férmula, ¢ méiximo sesgo contra-
mayoritario que es concebible, es la férmula “minoritaria simple”
que asigna todos los escaiios al partido con menos votos.

Ndtese que las férmulas de sesgo minoritario no son férmulas
arbitrarias, sino férmulas que emplean criterios de reparto que son
lo contrario de los empleados en la practica politica electoral. Las
antiférmulas electorales cumplen las mismas condiciones que las
férmulas electorales, pero sustituyendo la condicién de monotonia
positiva por la monotonfa negativa. Son férmulas ciertamente
absurdas, propias de un mundo al revés. El propésito de
introducirlas aqui es simplemente ilustrativo. Hago notar que estas
formulas son posibles para subrayar que existe una asimetria
evidente en los extremos a los que puede llevar el sesgo en una
distribucion de escafios mediante formula electoral. Mientras que
el sesgo miximamente mayoritario que es posible con una férmula
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electoral es “todo para el mayor”, el sesgo miximamente contra-
mayoritario que es posible con una formula electoral no es “todo
para el menor”, sino “café para todos”.

2.9. Los tipos de férmulas y el orden de las formulas. La
relacion “ser al menos tan mayoritaria como”

Las formulas de reparto se dividen, asi, en cuatro tipos, uno de
los cuales puede ser despreciado por comprender férmulas que no
son formulas electorales. Las formulas electorales pueden ser
igualitarias, proporcionales o mayoritarias. Con la excepcitn de la
férmula de voto iinico no transferible (cuya localizacién entre las
igualitarias puede ser, no obstante, discutible), todas las férmulas
electorales conocidas son férmulas proporcionales 0 mayoritarias.
De hecho, la gran mayoria son proporcionales. Algunos métodos
de prorrateo de escafios que emplean requisitos previos a la
aplicacién de una férmula electoral pueden reconstruirse como
férmulas igualitarias, aunque no es ésta precisamente la practica
comiin en la literatura, En todo caso, todas las formulas electorales
simples, es decir, aquellas que siempre son decisivas, se encuentran
en los grupos proporcional y mayoritario. El cuadro 1.1 resume
esta clasificacion.

Después de clasificar las férmulas en grandes grupos, es natural
preguntarse si no es posible ordenarlas en un continuo, atendiendo
al grado en el que las formulas resultan sesgadas hacia la mayoria,
o sesgadas en sentido contrario. Efectivamente, un orden asf es
posible, aunque con algunas salvedades. La banda sombreada del
cuadro 1.1 presenta de modo esquematico algunos hitos en ese
continuo. La férmula que debe aparecer en el exiremo derecho
(Ildmese polo positivo) es, indudablemente, la formula mayoritaria;
la férmula extrema en el polo negativo es la (absurda) férmula
minoritaria. Dentro de los limites de la proporcionalidad debemos
encontrar, mis bien hacia la derecha, a las férmulas que, cuando
el sesgo es inevitable, tienden a favorecer a los partidos mayores
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Cuadro 1.1. Tipologia de las formulas de reparto.

Férmulas Férmulas electorales (crecientes)
decrecientes
Formulas Férmulas Formutas Férmulas
minoritarias igualitarias proporcionales mayoritarias

o anti-férmulas.

(Ej: “minoritaria | (Ej: D-1, (Ej: Adams, (Ej: Imperiali de

simple™ VUNT) D'Hondt, etc) divisores;
mayoritaria
simple)

«Miximo sesgo | «lgualdad | «Limitesdela i Maximo sesgo—
contra- proporcionalidad— } mayoritario (+)
mayoritario (=)

(como, por ejemplo, la férmula D'Hondt); a su izquierda deben
situarse las férmulas proporcionales con una tendencia contraria
(como la férmula Adams). M4s a la izquierda, fuera de la region
proporcional, se disponen las férmulas crecientemente igualitarias.

Definamos la relacién “ser al menos tan mayoritaria como”,
que denotaremos como “:”. Una férmula F’ es al mepos tan
mayoritaria como una férmula F (F' =F) si, para cualquier
magnitud M, para cualquier distribucién v de votos y para
cualesquiera partidos { y j en v, la siguiente implicacion es cierta:
si v,>v, entonces, en cualquier E y cualquier E’ que pertenecen
a los conjuntos de soluciones F(M,v) v F'(M.v), es cierto que
E’>E, 6 E,'<E, (disyuntiva no exclusiva).

Las asignaciones de escaiios pueden expresarse en también en
proporciones ¢,= E,/M para facilitar la extension de esta relacién
de las férmulas a los sistemas electorales. De este modo, F'=F si,
si v,>v, entonces ¢,’z¢, 0 ¢;'<e,.

De modo alternative y equivalente la relacién puede definirse
asi; si, para cualquier E y cualquier E’ que pertenecen a los
conjuntos de soluciones F{M,v) y F'(M,v), es cierto que E;"2E, y
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E;'<E;, entonces v,>v; y si, en al menos una asignacién E que
pertenece al conjunto de soluciones F(M,v) y en al menos una
asignacioén E’ que pertenece al conjunto de soluciones F'(M,v), es
cierto que E;"2E; y E,'<E,, entonces (por simetria) v;=,.

La anterior definicién dice que, cualquiera que sea la
distribucion de 1os votos, no es posible que un partido que gane
escafios sea menor que un partido que pierda escafios cuando,
manteniendo todo lo demas constante, la asignacidn se hace poruna
férmula mas mayoritaria. Un corolario de esta definicién es que el
partido mayor solo puede ganar escafios si la formula es mas
mayoritaria. De hecho, este corolario también puede servir,
alternativamente como definicién simplificada.

La definicién alternativa es la siguiente: una formula F es al
menos tan mayoritaria como una férmula F’ (F =F’ ) si, para
cualquier magnitud M, para cualquier distribucién v de votos y
para un partido { tal que, para cualquier partido j en v, v,>v,, para
cualquier E y cualquier E’ que pertenecen a los conjuntos de
soluciones F(M,v) y F'(M,v), es cierto que e,xe’,.

Las formulas se dividen en dos familias fundamentales, las
formulas de cuota y las formulas de divisores. Las peculiaridades
de estas férmulas se explican en los capitulos 3 y 4. La relacién
“ser al menos tan mayoritario” induce un orden para todas las
formulas constantes de divisores y un orden para todas las formulas
de cuota y restos mayores. Este orden puede representarse
mediante las funciones de umbrales de las férmulas electorales. Los
métodos son mAs mayoritarios cuanto menor es la pendiente de su
funcion de umbrales. La definicion de formula constante se
introduce en el capitulo 4 (son aquellas en las que la pendiente de
la funcién de umbrales es constante), pero puede advertirse ya que
cubre pricticamente todas las férmulas electorales conocidas.

Agi, el estudio de las funciones de las formulas electorales nos
permite ordenar las formulas como procedimientos que, ceteris
paribus, presentan un mayor o menor sesgo en favor de la mayoria.
Sin embargo, nos obliga a crear dos tablas periGdicas, dos
continuos separados, uno para cada familia de férmulas. La
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relacion “ser al menos tan mayoritario” no induce un orden para el
conjunto formado por las dos familias de férmulas. Para poder
ordenar todos los sistemas electorales necesitamos una relacién mas
restrictiva en la que la distribucién de votos quede fijada, pues
todas las formulas electorales pueden compararse y ordenarse para
cada distribucién del voto, aunque el orden no se conserve de una
a otra distribucién, excepto por familias de formulas.

Definamos la relacién “ser al menos tan mayoritario cuando
v=v’ (»,,)”.Una férmula F’ es al menos tan mayoritaria como una
férmula F cuando v=v’ (F’ ».F) si, para cualquier magnitud M,
para cualesquiera partidos i y j en v’, la siguiente implicacion es
cierta:si v,>v,, entonces, en cualquier E y cualquier E’ que
pertenecen a los conjuntos de soluciones F(M,v*) y F'(M,v*), es
cierto que E;">E, 6 E;’<E, (disyuntiva no exclusiva).

La anterior definicién dice que, dada una distribucién de los
votos v*, no es posible que un partido que gane escafios sea menor
que un partido que pierda escafios cuando, manteniendo todo lo
demés constante, la asignacién se hace por una férmula més
mayoritaria dada la distribucién v’ (=, ). De nuevo, es un corolario
de esta definicién que el partido mayor en v’ sdlo puede ganar
escafios si la formula es mas mayoritaria, De hecho, este corolario
puede servir, alternativamente como definicién simplificada.

La relaci6n “ser al menos tan mayoritario cuando v=v’” induce
un orden para todas las férmulas electorales. y, por consiguiente,
para todos los sistemas electorales. Esto quiere decir que, conocida
la distribuci6n de los votos, los procedimientos electorales por los
que se pueden distribuir los escafios son todos comparables.

Dos férmulas pueden no estar ordenadas por la relacién “ser al
menos tan mayoritario como”, por ejemplo, una férmula de cuota
(Q+0) y una férmula de divisores (D+0,5). Esto quiere decir que,
con algunas distribuciones de votos, Q+0 es més mayoritaria
mientras que, con otras distribuciones, D+0,5 es més mayoritaria.
Esto quiere decir, a su vez, que las férmulas estin ordenadas por
la relacion “ser al menos tan mayoritaria cuando v=v’”".
Simplemente, el orden es distinto para cada distribucién v.
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Obviamente, 1a relacién “ser al menos tan mayoritaria” es la méas
exigente.

2.10. Principios de clasificacién pautados y procedimentales

Lo habitual es preocuparse de las férmulas en la medida en la
que unas parezcan més justas que otras, midiéndose la justicia,
siquiera tentativamente, como “proximidad” a la proporcionalidad
perfecta. Para esta empresa, se han desarrollado diversos indices
que permiten medir la distancia entre los resultados “tipicos”, o
frecuentes, de una férmula y la proporcionalidad perfecta. La
.proporcionalidad perfecta es un principio pautado de distribucién:
lo que se compara, en esta tradicion, no son procedimientos con
procedimientos, sino resultados con respecto a una pauta
considerada perfecta. Se juzga a los procedimientos (a las férmulas)
por sus resultados, con independencia de como se llegue hasta
ellos.

Mi enfoque difiere del habitual en dos sentidos. En primer
lugar, mi criterio de clasificacién de las formulas es puramente
procedimental, no mide la distancia de los resultados con respecto
a ninguna distribucién ideal. Para ordenar las férmulas, solo
necesitamos conocer en qué consiste cada una, para lo que nos sera
de gran ayuda la determinacion de sus funciones de umbral, y a
ello se dedican muchas de las paginas que siguen. En segundo
lugar, mi interés consiste en tratar de ordenarlas en un continuo con
dos polos y prever sus efectos reales, con cierta independencia de
1as consideraciones normativas. Casi todas las formulas electorales
conocidas en la realidad son simplemente proporcionales, en
conformidad con la definicién de mas arriba (condicién VI). Las
que no lo son, se encuentran, si son simples, en la region de las
férmulas mayoritarias. La proporcionalidad perfecta no es un
elemento del continuo, pues no es un procedimiento electoral, sino
una prescripcion sobre cémo debe ser el resultado. Es cierto que
la proporcionalidad perfecta implica [a ausencia de sesgos, pero
una férmula proporcional puede estar sesgada hacia las mayorias
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y otra puede estarlo hacia las minorias, siendo ambas igualmente
proporcionales. Puede que alguna férmula del continuo tienda, més
que ninguna otra, a acercarse a la proporcionalidad perfecta en sus
resultados, pero el orden de las formulas no tiene en ella uno de sus
cabos, sino, mds bien, un punto intermedio. Las férmulas
mayoritarias, esto es lo inico evidente, siempre estan sesgadas en
favor de las mayorias y, de entre todas las férmulas, la formula
mayoritaria simple es la que presenta el mayor sesgo. Todos los
procedimientos de reparto pueden ordenarse por su proximidad o
lejania a la férmula mayoritaria.

2.11. La proporcionalidad como propiedad de los sistemas
electorales: la magnitud perfecta. El orden de los sistemas
electorales

A menudo se juzga que los sistemas electorales forman un
continuo entre aquellos que favorecen la representatividad y
aquellos que favorecen la gobernabilidad en un sistema politico. La
proporcionalidad perfecta y la mayoria si son los extremos de esta
escala. Esta escala sirve para ordenar sistemas electorales
proporcionales, pero no formulas electorales.

De la definicién de férmula proporcional se sigue que toda
férmula electoral proporcional produce un resultado proporcional
cuando el problema de reparto puede resolverse en enteros. Para
cualquier vector de votos V existe al menos una magnitud de
distrito M* tal que los escafios se pueden distribuir de modo
proporcional en un vector E: E,=vM. Llamamos a ese nimero de
escaflos magnitud perfecta. El valor méaximo de la magnitud
perfecta es M*=V, es decir, tantos escafios como votantes en el
electorado; sin embargo, el valor mas interesante de la magnitud
perfecta no es el maximo, sino el minimo. Para cada vector de
votos V existe una minima magnitud perfecta tal que €l problema
de reparto puede resolverse en enteros. La minima magnitud
perfecta depende, naturalmente, de la distribucién del voto. Para
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V:(50, 50] 1a magnitud perfecta minima es dos, para V:[50, 25, 25]
es cuatro, pero para V:[56, 23, 21] la menor es M*=100. La
minima magnitud perfecta es, tipicamente, mucho mayor que el
nimero de escafios disponibles en cualquier sistema electoral, a
menudo exn el orden de los cientos de miles®.

De ofro lado, de las condiciones que definen una formula
electoral, sea 0 no proporcional, se sigue que cualquier sistema
electoral en el que la magnitud es M=1 produce idéntico resultado.
Si el partido mayor no obtiene el inico escafio, entonces la férmula
de repartc no es una férmula electoral. Este resultado lo
identificamos como resultado mayoritario aunque, adviértase bien,
puede Jograrse con una férmula proporcional.

Un sistema electoral SE estd formado por un par [M,F]. En
principio, es posible dividir a los sistemas electorales en
proporcionales, mayoritarios o igualitarios dependiendo dei tipo de
férmula que empleen, pues la proporcionalidad de un
procedimiento de asignacién se ha definido en funcién de la
magnitud o nimero de escafios. Esto conduce, no obstante, a un
resultado contrario a la intuicion, pues cualquier sistema [1,F]
donde la férmula sea proporcional habria que clasificarlo como tal
(el sisterna que es proporcional cnando los votos del primer partido
son todos los votos). Sin embargo, 1a coincidencia de todas las
férmulas electorales en un resultado mayoritario hacen que la
convencion, y el sentido comiin, denomine “sistemas mayoritarios”
a los sistemnas uninominales.

Podemos decir que un sistema electoral SE=[M,F] es al menos
tan mayoritario como un sistema SE'=[M",F'] si M=M’y FxF".
Dada una magpitud electoral, el sisiema es mas mayoritario cuanto
mAis mayoritaria es la formula; si la magnitud es uno, todos los
sistemas electorales son iguales y tan mayoritarios como sf mismos.
El hecho de que la magnitud perfecta sea, en general, grande, y

* Piénsese en el problema de encontrar la minima magnitud perfecta para un
electorado de varios millones en el que algunas candidaturas tienen media docena
de votos.
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que la magnitud minima haga que todes los sistemas sean como un
sisterma mayoritario, podria llevar a pensar que, dada una férmula
proporcional, el sistema es més mayoritario cuanto menor es la
magnitud, y méas proporcional cuanto mayor es la misma. Sin
embargo, esto no es cierto. La proporcionalidad del sistema no
varia monétonamente con el mimero de escafios que se reparten,
sino de modo muy discontinuo, aunque si es cierto que cuando la
magnitud es minima cualquier sistema electoral proporcional es
idéntico a uno mayoritario y que la magnitud perfecta es de esperar
que sea grande. Para muchas formulas y para muchos vectores de
votos podemos encontrar que los sistemas “tienden” a ser menos
mayoritarios cuando la magnitud aumenta. Pero una tendencia no
es un orden.

La relaci6n “ser al menos tan mayoritario cuando v=v’" induce
un orden en todos los sisternas electorales [M, F], pero ese orden
no puede representarse por la magnitud electoral. Ni siquiera la
relacion “ser al menos tan mayoritario cuando v=v’ y F=F"", es
decir, para cada una de las férmulas, podria representarse por el
mimero de escaifios. Los sistemas electorales pueden ser ordenados
para cada vector de votos, pero el orden no es una combinacién
lineal del orden de las férmulas y la magnitud electoral.

Pares [M, F]
(F) Igualdad Férmulas proporcionales Mayoria simple (M)

Mas mayorutario ¢ Minima
! magnitd
{Sucesién

Més igualitario Mis mayoritario discontinua)

Magmwud

Miis proporcional perfecta
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2.12. Propiedades de los resultados: concentracién y desviacién
de la proporcionalidad

La insistencia en Ia comparacién de procedimientos de la
manera mas general posible no implica rechazar el interés del
analisis de resultados. Los capftulos 7 y 80 se dedican a la
discusién de medidas y a su aplicaci6n a resultados electorales. Los
aspectos de los resultados electorales que nos interesan en un
sistema elemental, dada la distribucién del voto, son, desde un
punto de vista positivo, la concentracién o dispersién de los escafios
entre los partidos y, desde un punto de vista también normativo, su
proximidad a la proporcionalidad perfecta. Entender
adecuadamente los procedimientos de eleccién nos ayuda a saber
qué es lo que debemos buscar en los resultados.

En los parrafos anteriores hemos apuntado que para un vector
de proporciones v:[0,4 0,3 0,2 0,1] y M=10 existe un nimero
limitado de resultados posibles que parten de una formuia electoral.
Veamos, a modo de ejemplo, el ment completo. Cualquier férmula
igualitaria, como D-1, produce E%:[3 3 2 2]; para cualquier
férmula proporcional el resultado es E*:[4 3 2 1], que coincide con
la proporcionalidad perfecta; para algunas férmulas mayoritarias,
como la Imperiali de divisores, el resultado es E*[5 3 2 0], para
otras aiin m4s mayoritarias que no son sino “de laboratorio™, pues
no existen “en la naturaleza”, encontramos E*[6 3 1 0], E5:[73 0
0], E%:[8200], E":[9 1 0 0] y E®:[10 0 O O}. El nombre por el que
designo algunas férmulas que producen este resultado es,
respectivamente, D+4, D+7, D+14, D+26 y D+28. D+28 da
lugar, en este caso, al mismo resultado que la férmula mayoritaria
simple®. Esta lista de ocho vectores de escafios es exhaustiva; no

* Mi nombre “técnico” para Imperiali de divisores es D+2 y, para la formula
mayoritara, D+«. Las férmulas proporcionales en esta serie son las que se
encuentran entre D40 (Adams) y D+ 1 (D"Hondt). Como se explica con mucho
detalle en los capitulos sucesivos, €l numeral se corresponde con la constante del
criterio de divisores de cada férmula.
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existe ninguna foérmula electoral que pueda producir un resultado
distinto a partir de v:[0,4 0,3 0,2 0,1], aunque algunas férmulas
electorales pueden producir mis de uno como resultado (por
ejemplo, para D+6, tanto E* como E° son resultados de la
formula).

El resultado E! es el mas igualitario y el resultado E* el mas
mayoritario. Lo que varia cuando comparamos un vector con el
vector contiguo més mayoritario es que un escafio pasa del partido
menor con representacién al partido mayor. Para comparar
resultados, necesitamos un indice que refleje estos cambios, de
manera que a cada vector le atribuyamos un nimero real y
podamos ordenarlos como E! > E? > E2... Estos indices existen,
son los indices de fragmentacién (o de concentracion, para un
orden E! < E? < E2.).

El resultado E? es obviamente proporcional, los demas
resultados se desvian en mayor o menor medida de la
proporcionalidad. El resultado E' se desvia “en un escafio”, pues
habria que redistribuir un escafio para recuperar la
proporcionalidad perfecta, pero igual sucede con el resultado E*.
Los resultados restantes se desvian en dos, tres, cuatro, cinco y
hasta seis escafios. En un sentido, es obvio que distribuciones més
mayoritarias son menos proporcionales, pero en otro sentido no lo
es. ;Es més proximo a la proporcionalidad el resultado E' o el
resultado E*? Distintas medidas pueden dar lugar a respuestas
distintas. En el capitulo 7 se discuten varias alternativas y se
propone adoptar un indice que dice que ambos resultados son
iguales por lo que toca a la proporcionalidad. Este es el famoso
indice conocido como indice de desviacion de Loosemore-Hanby.
Mi opcién por este indice pretende subrayar el hecho de que la
cuestion de la proporcionalidad no puede ser tratada con
independencia del conocimiento de la direccién del sesgo, que es
precisamente lo que nos facilita el estudio de las funciones de
umbral de las férmulas.
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2.13. Recapitulacion

Un sistema electoral elemental se compone de una férmula
electoral y un nimero de escafios a distribuir. Las férmulas
electorales son funciones de representacién mondtonas crecientes,
decisivas, homogéneas, andnimas y neutrales. También es posible
concebir formulas para distribuir escafios, o cualquier otro bien,
que sean mondtonas decrecientes, las anti-férmulas o férmulas
minoritarias. Las férmulas electorales se dividen en igualitarias,
proporcionales y mayoritarias. Las formulas d-igualitarias, Ia
subespecie mas importante de Jas igualitarias, permiten construir en
un solo procedimiento la provision separada, en los sistemas de
porrrateo de escafios, de un niimero de escafios a distribuir
igualitariamente como requisito previo, dejando los demis al
arbitrio de una férmula proporcional. Por lo demas, las férmuias
igualitarias, con la excepcién de la férmula de voto inico no
transferible, que en cierto modo es un género propio (un caso
limite de la especie g-igualitaria), no existen, como tales, en la
practica. La mayoria de las formulas conocidas en la préctica
electoral son proporcionales, pues evitan el sesgo cuando el sesgo
puede evitarse; algunas pocas son mayoritarias, pues siempre
sesgan el resultado hacia el partido mayor. Aunque parece ser que
en el mundo sélo se emplean, de modo habitual, apenas una docena
de formulas®, existen infinitas férmulas electorales igualitarias,
proporcionales y mayoritarias.

Para todas las férmulas electorales constantes (que son la
inmensa mayorifa) es posible determinar los votos necesarios y
suficientes para lograr un determinado mimero de escafios, en
funcidn de la magnitud del distrito y del mimero de partidos. Estas
son las funciones de umbral. Los umbrales de representacidn
(inclusién y exclusion) son los primeros valores de las funciones de
umbral. Las funciones de umbral nos permiten comparar de modo
estrictamente procedimental a las formulas electorales y

§ Ver Lyphart (1994).
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clasificarlas como méis o menos mayoritarias (0, si se prefiere,
como més o menos igualitarias, esto es, sesgadas hacia la minoria).
La posibilidad de crear una tabla periédica de las férmulas, o, al
menos, para las grandes familias de férmulas, debe servir como
orientacion del trabajo empirico que se ocupa de medir resultados,
bien atendiendo a la fragmentacién de los representantes, bien
atendiendo al grado en el que la representacion del electorado es
proporcional.

L as formulas electorales se dividen también por la técnica de
reparto: hay dos técnicas basicas, las cuotas y los divisores.
Aunque aparentemente bien conocidas cada una de ellas, creo que
vale la pena dedicar unas paginas a su exposicién detallada. Se trata
de una necesaria preparaciéon del terreno antes de pasar a la
abstraccién de las funciones de umbral.



CAPITULO TRES

LOS METODOS DE CUOTA Y RESTOS
MAYORES

Como es bien sabido, las formulas de reparto de escafios se
dividen en dos tipos basicos, los métodos de cuota y los métodos de
divisores. Los primeros parten de la determinacién de una cuota
fija de votos, a partir de la magnitud del distrito, cuya obtencion
califica a los partidos para la asignacion de cada escafio. Si el
mimero de cuotas cubiertas por los partidos es inferior al niimero
de escafios, los escafios no atribuidos por cuota se distribuyen, en
general, de acuerdo con los restos mayores, esto es, con los votos
restantes una vez sustraidas tantas cuotas como escaifios se hayan
otorgado a cada partido. Los métodos de divisores no fijan ninguna
cuota de antemano sino que buscan un nimero cualquiera, un
divisor (en singular), tal que, divididos los votos de los partidos por
dicho niimero, los escaiios queden asignados de una sola vez segiin
cierta regla de simplificacién o ajuste de los cocientes resultantes.
Como se explica en el capitulo siguiente, los métodos de divisores
suelen caracterizarse a partir de los algoritmos que normalmente se
emplean para el reparto de escaifios, consistentes en dividir los
votos de los partidos por una serie de nimeros (los divisores, en
plural) que retina ciertas propiedades. La conexion entre las
férmulas y los algoritmos no suele hacerse explicita en la literatura
convencional sobre estudios electorales.

Las férmulas de cuota se caracterizan por una cuota fija que
deja abierto, dentro de unos limites, qué fracciones menores que la
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cuota pueden recibir escafios. Las férmulas de divisores se
caracterizan por una regla fija sobre qué fracciones menores que el
divisor pueden recibir escafios, dejando abierto, dentro de unos
limites, el tamafio del divisor.

En este capitulo se aclara e ilustra el funcionamiento de las
férmulas de cuota, con vistas a su ulterior comparacion sistemética
con las de divisores. Tras introducir el mecanismo de distribucion
por cuota, se presenta la diversidad de las férmulas de cuota y se
precisa el tipo de funcién (o correspondencia) de representacion
que define a estos métodos. Se trata de una funcién compuesta de
dos funciones basicas, la asignacioén por cuota y la asignacion por
restos mayores. No obstante, en el capitulo 6 se vuelve a introducir
una versién simplificada de esta funcion que facilita su
comparacion con las funciones de representacion basadas en
divisores. La determinacién de esta funcién y de la desigualdad
(una ecuacién de minimos y méximos) que caracteriza a los
métodos es la contribucion esencial de este capitulo. La ecuacion
de minimos y maximos nos servira para demostrar, en el capitulo
6, que las férmulas de cuota estan ordenadas por la relacion “ser
al menos tan mayoritario como”. Este orden queda, por el
momento, simplemente apuntado e ilustrado por medio de
ejemplos.

El capitulo hace especial hincapié¢ en las limitaciones de
dominio de estos métodos y en el problema de las falsas cuotas. Las
falsas cuotas dan lugar a férmulas de cuota compuestas, que, como
se verd en el capitulo 4, son una forma de hacer dificil algo
semejante a lo que los divisores hacen facil. En el capitulo se
demuestra que sélo un cierto intervalo dentro de los posibles
tamaiios de cuota es decisivo (no tiene restricciones de dominio) y
que dicho intervalo es, ademaés, el mismo intervalo de cuotas que
pueden emplearse en funciones de representacion proporcionales.
Por implicacién, en el capitulo se demuestra que todos los métodos
de cuota y restos mayores, simples o compuestos, son métodos de
representacion proporcional. No obstante, existe un tipo especial de
métodos de cuota, los g-igualitarios, de los que el sistema VUNT
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es un ejemplo, que no son proporcionales, pero se trata de métodos
limitados (ni simples ni compuestos).

3.1. La férmula de cuota simple y restos mayores

La cuota simple, también conocida como cuota de Hare, 0, mis
raramente, de Hamilton, es la cantidad de votos que deberian
reunirse por escafio en un reparto proporcional perfecto. Si hay M
escafios y el total de los votos es V, la cuota simple es @,=V/M; o
bien, expresada como fraccién, g,=1/M. El problema del reparto
proporcional, naturalmente, consiste en que, puesto que M esta
fijado de antemano, es improbable que los partidos o contendientes
sumen sus votos de manera que cada uno de los p partidos, tenga
exactamente un nimero entero E,de cuotas, tal que E; =V;/Q, (o
E=v/qy) v YE, =M. De ser asi, a cada partido le corresponderian
E;escafios y la proporcionalidad seria perfecta. El problema es que
el nimero de cuotas que suma los votos de cada partido no es, por
lo general, un niimero entero, sino que el cociente V,/Q, resulta ser
un nimero fraccionado, de manera que V;/Q, =S;+r;, donde S es
un nimero entero tal que 0<S<M y r es una fraccion tal que
0<r<1. El nimero S; es la “cuota inferior” del partido i y
mientras que 7; es su “resto” expresado como fraccion de la cuota.
Un método de cuota debe incluir una regla sobre qué se debe hacer
con las fracciones o restos, es decir, qué partidos obtienen escafios
equivalentes a su cuota inferior S y qué partidos obtienen escafios
equivalentes a su cuota superior S+1.

La primera solucién que parece natural intentar consiste
simplemente en redondear los cocientes. A cada partido le
corresponderia el nimero entero E de escafios méis préximo al
mimero no entero de cuotas que suman sus votos. La formula de
cuota podria escribirse como

F(V.M)={E: E=|V,/Q,]y YE;=M para Q=Y V)/M }
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donde |z] es el ndmero entero mas préximo al nimero real z. Esta
definicién puede escribirse como una desigualdad, de manera que
a un partido con una cantidad V, de los votos totales le
corresponderian E escafios si y sélo si

E-1+1/2 < V,1Q, < E+1/2.

En otras palabras, con este sistema seria condicion necesaria y
suficiente, para obtener E escafios, obtener un voto méas de E-1
cuotas y media, mientras que los votos maximos para seguir
recibiendo s6lo E escafios estarian justo por debajo de E cuotas y
media. Si el resto es una fraccién menor de media cuota, el partido
obtiene su cuota inferior (E,=S)); si el resto es mayor, el partido
obtiene su cuota superior (E,=S,+1). Media cuota, o 1/(2M), seria
a la vez el umbral de inclusion y de exclusién de este método de
reparto. Media cuota es el punto donde el método no puede tomar
una decision sobre si el partido debe ser incluido o excluido del
reparto de escafios; ambas decisiones son igualmente correctas para
la férmula.

Este sistema es una buena aproximacién a la proporcionalidad,
pero sdlo es una solucion cuando el nimero de partidos se reduce
a dos. De lo contrario, como muestra un sencillo ejemplo en el
cuadro 3.1, los partidos pueden sumar mas de M escafios una vez
que los cocientes V,/(, se redondean de este modo. La férmula de
cuota simple y redondeo simple de los cocientes esté restringida al
dominio de la competicion bipartidista. El método de asignacion de
los restos mayores es una regla para tratar las fracciones que
elimina este problema.

La regla de restos mayores consiste en ir premiando a las
fracciones por orden de tamafio, con independencia de la
proporcion que guarden con respecto a las cuotas enteras. A un
partido le corresponden tantos escafios como cuotas enteras hay en
sus votos (la cuota inferior S;), més un escafio y s6lo uno si su resto
se encuentra entre los R mayores, donde R es la magnitud electoral
menos el nimero de cuotas enteras cubiertas por los partidos
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(R=M-Sy §=Y'S,). Si la distribucién se produce por cuota simple,
pero no en otro caso, el nimero de escafios a atribuir por restos es
igual a la suma de las fracciones excedentes del niimero de cuotas
enteras cubiertas por cada partido (R=} ). Convencionalmente,
llamamos restos no a las fracciones r, sino al nimero escalar de
votos que a cada partido “le sobran” una vez que se han sustraido
de sus votos tantas cuotas ¢ como cuotas enteras suman
(Resto=V-5,0=r, 0)

Cuadro 3.1 Redondeo simple y asignacién por restos mayores
Magnitud=10 Q,=100
Votos V/Q  Cuotas  Cuotas Fracciones Restos R=3 Asignacién
redondeadas enteras (r) por cuota 'y
S restos
mayores

A 790 79 8 7 0,9 90 1 8
B 54 0,54 1 0 0,54 54 1 1
C 53 053 1 0 0,53 53 1 1
D 52 052 1 0 0,52 52 0 0
E 51 0,51 1 0 0,51 51 0 0
Suma 1000 10 12>10 7 3 10

La regla de cuota y restos mayores es la suma de dos funciones.
Cada partido recibe, en primer lugar, el menor nimero de escafios
enteros mas proximo al cociente de sus votos por la cuota. Es
decir, la primera funcién redondea los cocientes siempre hacia
abajo. En segundo lugar, se determina un vector ordenado de
restos. La segunda funcién asigna un escafio a cada resto que es
mayor o igual que el resto critico, con el ordinal R en el vector, y
cero escafios a cualquier resto menor. El vector de resultado es la
suma de los dos vectores. La forma de esta funcién se especifica en
el apartado siguiente.
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3.2. Las variedades de los métodos de cuota

Un método de distribucién por cuota tiene dos reglas: debe
determinar la cuota por la que se dividen los votos y debe indicar
cOmo se tratan las fracciones o restos. El método conocido como
método de Hare emplea la cuota proporcional o simple y asigna los
escaflos no cubiertos por las cuota mediante la regla de los restos
mayores. También es conocido como el método de Hamilton para
el prorrateo de escafios entre circunscripciones. Pueden idearse
otras reglas distintas a la de restos mayores sin necesidad de que
aparezcan los problemas del redondeo simple, por ejemplo,
ponderar el tamafio del resto por los escafios ya recibidos. Sin
embargo, en la prictica, la regla de restos mayores es, con gran
diferencia, la mas comin, por lo que sera la tinica que a la que se
preste atencion en estas paginas. Emplearé, asi, los términos
“método de cuota” y “método de restos mayores” de forma
indistinta.

En todo caso, cualquier regla para el reparto de restos en los
métodos de cuota se basa de un modo u otro en una forma de
ordenarlos, no en un tamafio minimo o maximo requerido para
obtener un escaiio. Esta es una diferencia fundamental frente a una
regla cerrada, como la regla de redondeo en =Y, que trata a los
restos como fracciones que deben superar un umbral preestablecido
en funcién del tamafio de la cuota. El resto minimo y mdximo que
puede recibir un escafio, afiadido a la cuota inferior, no puede
determinarse de antemano, como fraccion r de la cuota, si los
partidos son mis de dos. Sin embargo, veremos que es posible
obtener el tamafio del resto minimo que suma un escafio a la cuota
inferior S, la fraccién ryy, en cada situacién en la que, ademas de
la cuota, conozcamos el nimero de partidos, es decir, como
funcién de Q y de p. Asi mismo, es posible obtener el resto
maximo que puede no lograr su cuota superior S+1, la fraccién
I'uax> como funcién de Q, p y E (el niimero de escafios que obtiene
el partido si no alcanza S+1).
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En el mundo de los sistemas electorales realmente existentes,
las variaciones sobre la cuota consisten en diversas cuotas
disminuidas con respecto a la cuota simple: se suma un nimero n
a la magnitud en el denominador que determina la cuantia o
fraccién de votos que cuenta como una cuota. Podemos llamar a
este nimero el modificador de la cuota. Es posible, al menos en
teorfa, que n sea negativo siempre y cuando n>-M. En cuanto a
los valores positivos, el modificador puede ser arbitrariamente
grande'. De este modo, las posibles cuotas quedan todas recogidas
en la férmula Q,=V/AM+n) (Taagepera y Shugart 1989; 30),
donde V es el total de votos de las candidaturas y n un nimero real
n>-M. En general, resulta mis cémodo expresar la cuota como
fraccion, de manera que g,=1/(M+n). Si los métodos son
homogéneos, ambas expresiones son equivalentes. Al modificarse
el tamafio de la cuota, cambia el nimero total de cocientes que los
partidos suman (} [V,/Q,]=M+n), lo que modifica el tamaiio de los
restos minimos y méiximos que pueden adjudicarse uno de los R
escafios no asignados por cuota (R=n+)r,).

Empleando las més generales expresiones en fracciones, una
férmula de cuota y restos mayores basada en la cuota g, puede
escribirse como sigue:

! La variabilibdad empirica es, sin embargo, limitada. Entre los sistemas
electorales de las democracias mdés consolidadas, la cuota simple de Hare, se
emplea habitualmente en Costa Rica, y se ha empleado en Alemania (para €l
distrito nacional en 1989) e Israel (hasta 1969), entre otros. La férmula de cuota
Droop, aumentado el denominador en una unidad, es la base del sistema de voto
transferible de Irlanda y la cuota empleada en los distritos del primer nivel en
Austria (basta 1970). Las férmulas de cuota Imperiali ¢ Imperiali reforzada
(aumentado el denominador en dos y tres unidades, respectivamente) son comurnes
para los distritos de primer nivel en las elecciones italianas. Para encontrar més
datos sobre los ejemplos, véase Lijphart (1994).
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F(v.M)=E: E = fiv,M)+h(g(v,M))}
fv.M)=S: S={v/q,]; q,=1/(M+n); -1<ns<l; Y.S<M .
gv.M)=r: r,=(v/q,)-|v/q.)
hg(v,M)=b: b= 1sirzr
Osirs<ry Yb=M-YS, paraalginrl, (3.1)

donde |z| es el mayor entero menor que el nimero real z.

La funcién flv,M) determina la cuota inferior S, que
corresponde a cada partido por sus votos, expresados como
frecuencia v,, si la asignacién se basa en una cuota ¢,=1/(M+n)
con un modificador limitado dentro del intervalo decisivo ~1<n<1
(véase apartado 3.4 de més abajo). La funcién g(v,M) determina los
restos r, que corresponden a cada partido una vez que se han
sustraido las cuotas enteras o inferiores. La funcién h(g(v,M))
determina si el resto 7, es redondeado hacia arriba o hacia abajo, de
manera que en las asignaciones del conjunto F,(v,M) algunos
partidos tienen escafios E,=S, y otros partidos tienen escafios
E=5,+1. La fraccion r es una fraccion igual o menor que el menor
resto que obtiene un escafio, pero mayor que el mayor resto que no
puede obtenerlo si la suma de los escafios Y E,=)'S,+Y b, ha de ser
igual a la magnitud M. La funcién h(g(v,M) determina un conjunto
de asignaciones, pues es posible que haya mas de M-}'S, partidos
con restos r,>r, de manera que dos partidos con restos iguales
reciben distinto nimero de escafios por sus restos en cada
asignacion que es un resultado que pertenece al conjunto de
resultados de la formula.

De modo mucho mas sintético, podemos caracterizar un método
de cuota y restos mayores escribiendo que, en toda asignacién E
del conjunto F(v,M), debe ser cierto que, para cualesquiera dos
partidos i y j,

V. 1Q,~(E~1)2V, /Q,-E, 3.2)

y YE=M=FV, )/Q,-n. O bien, de forma equivalente,
Vz/qn—(Ex‘ I)ZVJ /Qn”Ep y ZEzzM:I/qn—n'
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De la definicién de método de cuota también se sigue que cada
partido recibe E escafios si y solo si, para algin valor de r, el
cociente de los votos de cada partido divididos por la cuota se
encuentra dentro del intervalo

E~-1+r<V,/Q, < E+r, (3.3)

o, de forma equivalente, E-1+r < v, /q, < E+r, de manera que
YE=M.

La ecuacion (3.2) es esencial para demostrar que los métodos
de cuota estan ordenados. La expresion (3.3) resulta especialmente
util para determinar las funciones de umbrales de los métodos, una
vez que se determinan los valores minimos y maximos de . Ambas
cosas son tarea del capitulo 6.

El cuadro 3.2 recoge algunas de las cuotas méds comunes,
ademas de una cuota aumentada, que llamo“larga”, sin empleo que
yo conozca, aunque tiene, como se vera, un notable interés teérico.
En el cuadro se recoge también el sistema de voto tnico no
transferible (VUNT) como un caso extremo o degenerado de
sistema de cuota. Este método, que se asemeja a un sistema
mayoritario, pues cada votante da su apoyo a un candidato y los M
candidatos mas votados resultan elegidos, puede reconstruirse como
un sistema en el que la cuota se fija en el 100% de los votos.
Puesto que ningin contendiente obtiene esa cantidad (de lo
contrario, no habria competicion) los escafios se distribuyen todos
“entre los restos”, que no son sino la cantidad intacta de votos que
recibe cada candidato. Decir que la cuota es maxima es lo mismo
que decir que la primera funcién f{v,M) de la férmula de cuota y
restos mayores produce siempre el mismo resultado (S=0) y la
asignacion se efectiia s6lo mediante la segunda funcién, la de los
restos, lo que impone un techo de un escafio para cada partido.
Como se argumenta mas abajo, el que este sistema pueda
caracterizarse asi no es ninguna trivialidad, ya que muestra la
capacidad de los métodos de cuota para producir distribuciones
igualitarias, mediante el expediente de dilatar la cuota. En el limite,
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cuando la cuota es maxima, ninguna de las opciones ganadoras
tiene més escafios que las restantes. El sistema VUNT se clasifica
siempre, por sus efectos tipicos, entre los sistemas mayoritarios,
debidos a que un mismo partido presenta miltiples candidaturas,
pero esto es independiente de la morfologia del sistema. En muchos
contextos no tiene demasiado sentido decir que el sistema VUNT
es igualitario y no mayoritario, como no tenia sentido para Melville
negar que la ballena fuese un pez.

Cuadro 3.2 Métodos de cuota

Q,=VAM+n) V,/0,~(E-1)2V, /Q,-E,
g,=l/(M+n) 0<E<M, YE=M,YV, =V

(Q-[M-1])  Voto tnico no transferible g, ;=1 n=-M+1
Q-1 Cuota “larga” q.,=l/(M-1) n=-1
Q+0) Cuota simple o de Hare g,=1M n=0
Q+1) Cuota Droop q,=1/(M+1) n=1
Q+2+1) Cuota Imperiali q,=1/(M+2) n=2
Q+3+1) Cuota Imperiali reforzada  ¢,=1/(M+3) n=3

En el cuadro 3.2 se recoge también una sencilla propuesta de
nomenclatura sistematica para las féormulas de cuota. No hay nada
malo en los nombres que se emplean de costumbre, pero a veces
puede resultar cmodo referirse a la formula Q+0,75 sin tener que
inventar una especie de apodo y aclarar que nos referimos una
cuota disminuida en n=0,75, o emplear perifrasis tales como “la
férmula que emplea la cuota 1/(M+0,75)”. Sin embargo, en estas
péaginas empleo constantemente este tipo de perifrasis y respeto
siempre los venerables nombres de algunas formulas (aunque a
menudo, de puro venerables, tienen mas de uno). Una ventaja de
esta nomenclatura es que sefiala con claridad a las férmulas
compuestas € indica cudles son sus componentes; asi, la llamada
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formula Imperiali es la formula compuesta de las cuotas Imperiali
y Droop, como se aclara en el apartado 3.4.

3.3. Tamafio de la cuota y sesgo en la distribucion de escafios

Una conclusién aparentemente paradéjica es que las cuotas
menores tienden a favorecer a los partidos mayores y viceversa
(Lijphart 1986; Gallagher 1992). Creo que s6lo la confusién entre
cuotas y umbrales de representacion puede haber llevado a autores
solidos a deslizar la opinién contraria (Rae1971; 34). Aunque el
empleo del término “paradoja” resulta impropio, me referiré a este
enunciado, por brevedad, como la paradoja de las cuotas altas. En
la siguiente tabla (cuadro 3.3) se ilustra el reparto de escafios por
restos mayores utilizando tres cuotas distintas. En las primera fila
de cada seccidn de Ia tabla se encuentran anotadas, ademas de la
magnitud, algunos indicadores ttiles para la comparacién de las
formulas: el tamafio de la cuota, los umbrales de exclusion (votos
suficientes para el primer escaiio) e inclusién (votos necesarios para
el primer escafio) asi como un indice de desviacién agregada de la
proporcionalidad, el indice de Loosemore-Hanby (D), resultante del
reparto de escaiios.

El ejemplo estd escogido para ilustrar el enunciado del que
Gallagher ofrece su propia demostracion (1992; apéndice): nunca
una reduccién del tamafio relativo de la cuota puede dar lugar a que
un partido mayor pierda un escafio en favor de uno menor. Si se
producen cambios, siempre consisten en una redistribucién en favor
de los mayores. Trataré de aproximarme de modo algo méis formal
a este enunciado en los capitulos 5 y 6. Por ahora, que del descenso
de la cuota no puede seguirse un beneficio para los partidos
menores, podemos inferirlo, ademas de la simple inspeccion de la
distribucion de escafios, del hecho de que el umbral de exclusion
es constante en todos los casos (estd enteramente determinado por
la magnitud del distrito) pero el umbral de inclusién es mas bajo
cuanto mas alta es la cuota.
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Cuadro 3.3 Asignacion por tres formulas de cuota y restos mayores

Formula Hare. Magmnud=4; Qy=250;, Upy=20%; U,=5%; D=25.
Votos V/Q Cuotas  Fracciones Restos R=2 Asignacion
enteras (S) r

A 360 1,44 1 0,44 110 1
B 300 1,2 1 0,2 50 1
C 130 0,52 0 0,52 130 1° 1
D 120 0,48 0 0,48 120 20 1
E 90 0,36 0 0,36 90 0
Suma 1000 4 2 2 500 4

Formula Droop. Magmitud=4; Q,=200; Ug,=20%; Uy\=8%, D=26.
Votos  V/Q Cuotas  Fracciones Restos R=<2 Asighacion
enteras (S) n

A 360 1.8 1 0,8 160 1° 2
B 300 1,5 1 0,5 100 1
C 130 0,65 0 0,65 130 20 1
D 120 0,6 0 0,6 120 0
E 90 0,45 0 0,45 90 0
Suma 1000 5 2 3 600 4

Formula Imperiali RM. Magnitud=4; Q,=167; Ug=20%; Upn=10%;
D=34,

Votos V/Q Cuotas  Fracciones Restos R=I Asignacién
enteras (S) (r)

A 360 2,16 2 0,16 27 2
B 300 1,8 1 0,8 133 1° 2
C 130 0,78 0 0,78 130 0
D 120 0,72 0 0,72 120 0
E 90 0,74 0 0,74 90 0
Suma 1000 6 3 3 500 4

Es comiin comparar la cuota con un precio fijo inicial para cada
escafio. Cuanto mas bajo es el precio inicial, mayor es el nimero
de escaiios adquiridos a ese precio y menor el nimero de escafios
que se reparten entre los restos mayores. Puesto que los escafios
entre los restos se reparten a razén de uno por resto, hasta que se
agotan (es decir, no son acumulables) el incremento de la cuota
favorece, manteniendo lo demés constante, la dispersion de los
escafios, mientras que su disminucién favorece la concentracion en
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manos de las listas mis pudientes en nimero de votos. Al mismo
tiempo, al reducirse el tamafio de la cuota, son mayores los restos
de los partidos que obtienen escafios directamente en proporcion a
sus cuotas, por lo que se sitilan mis ventajosamente en el orden
para el reparto por restos mayores. El mecanismo salta a la vista al
comparar las asignaciones de escafios de las tres férmulas del
cuadro 3.4. Debe notarse que el mimero de cuotas sumado por el
conjunto de los partidos es M+1 en el caso de la cuota Droop y
M+2 en el caso de la cuota Imperiali () [V/Qp]=M +n). Asi, puede
decirse que estos métodos de cuota reparten escafios, en un
principio, como se harfa en una distribucién de cuota simple si
hubiese uno y dos escafios mis, respectivamente, de los que hay en
realidad. En un segundo momento, se sustraen esos escafios de las
listas que los habrian recibido con un resto menor.

Si la cuota es mayor que 1/M, (por ejemplo, la cuota larga
1/{M-1]) la férmula de reparto puede inducir una distribucién que
“perjudique” a los partidos mayores. La cuota larga parece
desviarse de la proporcionalidad en el sentido contrario al que
estamos acostumbrados, pues favorece una “excesiva” dispersion
de los escafios entre los partidos. El cuadro 3.4 proporciona un
ejemplo en el que se compara un reparto por cuota simple y otro
por cuota larga.

Cuadro 3.4 Asignacién por cuota simple y por cuota larga
Cuota simple=16,7 D=14 uex=13,9 |Cuota larga=20 D=19,7 uex=13,3
uin= 2,8 uin =0
Votos T Cuotas Restos Asignacion Votos T Cuotas Restos Asignacion
A 50 3 3 0 3 A 50 25 2 10 2
B 12 0,72 0 12 1 B 12 06 O 12 1
cC 12 072 0 12 1 C 12 06 O 12 1
D 12 0,72 0O 12 1 D 12 06 0 12 1
E 11 066 0 11 0 E 11 0,5 0 11 1
F 3 0,18 0 3 0 F 3 015 0 3 0
100 6 3 50 6 100 5 2 60 6
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En el primer caso, un partido con la mitad de los votos recibe
la mitad de los escafios, repartiéndose la otra mitad por restos
mayores; en el segundo caso, el prumer partido obtiene un escafio
menos de su cuota proporcional, escaiio que no consigue recuperar
en el reparto por restos mayores. El mecanismo es exactamente el
opuesto al anterior: se procede con la formula de cuota simple
como si hubiese un escafio menos; finalizado el virtual reparto, el
escafio afladido se concede al resto mayor que habia quedado
excluido. La dispersién favorece a los partidos menores pero
produce una mayor desviacién con respecto a la proporcionalidad.
La ampliacion del tamafio de la cuota da lugar a una caida del
umbral de exclusion, ademas de a un desplome del umbral de
inclusién, que pasa a ser nulo®.

Si la distribuci6n de escatios se efectuara, en el ejemplo anterior
(cuadro 3.4) con el método VUNT, es decir, con la cuota igual al
100% de los votos, es evidente que cada uno de los partidos, desde
el primero hasta el Gltimo, recibirfa un escafio. Sin duda, éste es el
método favorito para el partido F. La distribucién no tendria nada
de proporcional, pues el indice agregado de desviacién seria
considerable, D=33,3.

No cabe duda de que la cuota simple es la cuota “mas préxima”
al ideal de la proporcionalidad perfecta, pues, al menos, emplea la
cuota proporcional como base del primer reparto. Puesto que las
variantes conocidas son menores y puesto que las cuotas menores
conllevan un sesgo en favor del partido o partidos con mas votos,
podria pensarse que las cuotas se ordenan en una escala de mayor
a menor proporcionalidad, que implica mayor o menor sesgo hacia
las mayorifas. Esto es una ilusién que debe disiparse. Las cuotas se
ordenan de mayor a menor, pero la cuota que, aparentemente, €s
la més proporcional, la cuota simple, no es la cuota mayor, ni la

2E] umbral del 0% se verifica, en el caso extremo, cuando un partido tiene el
100% de los votos pero s6lo M-1 cuotas y mngin resto, por lo que el dlumo
escafio se disputa entre restos de cero votos Lo mismo sucede s1 dos partidos se
reparten los votos a partes 1guales, y asi sucesivamente.
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proporcionalidad uno de los polos sobre los que las cuotas oscilan.
Cuotas mayores que la cuota simple no hacen sino continuar
reduciendo la propensién a favorecer a las mayorias, sesgando el
resultado, de hecho, en contra de la mayoria. El extremo del
continuo es el sistema VUNT, en el que todos los escafios se
reparten a partes iguales. La cuota simple ocupa una posicion
central y puede decirse, si se desea, que es la mas proporcional,
pero eso no es lo mas interesante del asunto. Lo interesante es que,
se sitiie la proporcionalidad donde se quiera, a mayor cuota, peor
para los partidos mayores y, a menor cuota, mejor para los
mismos. Este es el principal efecto real de las cuotas que nos
interesa perseguir y comprender.

3.4. Restricciones de dominio: cuotas limitadas y falsas cuotas

A propésito del ejemplo con el que comenzaba la discusion de
la cuota simple, observamos que la formula que concede un escafio
a cualquier cociente cuya fraccion r sea mayor que %2 tiene el
dominio restringido a la competicion bipartidista. La regla de restos
mayores elimina la restriccién de dominio para la férmula de cuota
simple, de manera que puede emplearse para asignar cualquier
ndmero de escafios a cualquier vector de votos. Sin embargo, otros
métodos de cuota tienen importantes restricciones de dominio.

Las cuotas dentro del intervalo -1<m<l, que Hamamos
decisivo, no tienen ninguna restriccién de dominio, es decir,
siempre encuentran un vector o vectores de escafios que son una
solucién para el problema de asignacién de M enteros, cualquiera
que sea el vector (finito) de votos. Las formulas que emplean
cuotas en el intervalo decisivo son férmulas simples. Las cuotas
tales que n>1 son falsas cuotas, férmulas para las cuales es
necesario, pero no suficiente, que el niimero de partidos sea tal que
p> |n|. Estas cuotas, aunque se presenten con nombre propio en
la practica de los sistemas electorales, son, en realidad, parte de
férmulas compuestas que incluyen una cuota del intervalo decisivo
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como férmula de reserva. Las cuotas tales que n< -1 son cuotas
limitadas al dominio de vectores de votos con al menos p>M
componentes; y son falsas cuotas en el dominio M>p>|n|.
Ninguna férmula de cuota existe, es decir, la formula no puede
definirse, en un dominio tal que p<|n|.

Para determinar qué formulas son decisivas y cudles no lo son,
debemos determinar cuéntos escafios se asignan por cuotas enteras
o inferiores, en la primera funcién de la férmula, como minimo y
como méaximo. A partir de la definicion en 3.1, debemos
comprobar si el nimero de escafios obtenidos por cuota por el
conjunto de los partidos puede dar lugar a uno de estos dos
problemas opuestos: que sean demasiadas, de manera que la
férmula, en su primera funcién f{V,M), dé derecho a los partidos
a més escaflos de los que se pueden repartir, pues todo partido
obtiene, al menos en alguna asignacién E que es resultado de una
formula de cuota y restos mayores, su cuota inferior S,; o, por el
contrario, que sean demasiado pocas, de manera que puedan faltar
partidos para recibir, en la segunda funcién 4(g(V,M), esto es, en
el reparto de restos, los escafios no asignados por la primera
funcién.

El mimero de cuotas enteras (S=).S,) que deben sumar los
partidos, como maximo, para que una féormula pueda producir una
solucién es igual al mimero de escafios més uno: S<M+1. Cuando
el nimero de cuotas alcanza dicho maximo, se produce un empate
resoluble por la sustraccion de un voto. Todo partido obtiene su
cuota inferior en al menos un resultado de la férmula. De otro lado,
debe haber siempre al menos p=R partidos para reclamar con sus
restos el nimero de escafios que no se asignen por cuota. Dado que
R =M-S§, el mimero de cuotas enteras debe ser mayor que la
diferencia entre la magnitud y el nimero de partidos, si el niimero
de partidos es menor que el de escaiios: S=M-p. S6lo si el nimero
de partidos es igual o mayor al de escafios, no es un problema para
la férmula el que el nimero de escafios distribuidos por cuota sea
cero: $>0. Asi, el niimero escafios que puede asignar una férmula
por cuotas enteras o inferiores (la primera funcién de la férmula),
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para poder producir un vector E de solucién, se encuentra en el
intervalo

M-p<S<M+1 si p<M ; 0<S<M+1 si p>M. (3.4)

Estas desigualdades resumen las restricciones de dominio de los
métodos de cuota. De no respetarse estos limites, faltarian escafios
para repartir entre los partidos o faltarian partidos para recibir
algunos de los escafios.

Puede comprobarse que, para cualquier férmula de cuota y
restos mayores, el nimero de cuotas enteras cubiertas por el total
de los partidos se encuentra siempre en el intervalo

M+n+1-p<S<M+n si p<M+n;y
0<S<M+n sip>M+n. (3.5)

Por ejemplo, si la fé6rmula es la cuota simple (n=0) y M=5, y si los
partidos son cinco, no es posible que al menos uno de ellos no
tenga una cuota. Si cuatro de los partidos tienen fracciones de voto
que son menores o iguales a 1/5, entonces el quinto partido tiene
una fraccién del voto que es mayor o igual a 1/5; asi, el nimero de
cuotas inferiores que resultan del redondeo “hacia abajo” de los
cocientes de los partidos es uno cuando menos, S>1. Si los partidos
son cuatro, es obligado que, o bien uno de ellos tenga al menos dos
cuotas, o dos tengan una cuota cada uno, y asi sucesivamente. S6lo
si los partidos son seis 0 mas (p>M+1) es posible que el voto se
distribuya de tal modo que para todo partido sea cierto que v;<1/5
y, por tanto, S=0. De otro lado, dado que )(v/g)=M+n, el
maximo nimero de escafios asignados por cuota nunca es mayor
que la magnitud més el modificador.

A partir de las desigualdades 3.4 y 3.5 es inmediato que para
las cuotas dentro del intervalo decisivo, -1<n<1, el nimero de
cuotas enteras que acumulan los partidos nunca imposibilita el
reparto de escafios. Para las cuotas fuera de dicho intervalo, S
puede ser mayor que M+1, si n>1, o menor que M-p, sin< -1,
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por lo que la formula puede no encontrar una distribucién que sea
una solucion a un problema de reparto con p partidos.

De otro lado, también por la desigualdad 3.5, el nimero de
partidos ha de ser, siempre y con cualquier férmula, mayor que el
valor absoluto del modificador de la cuota, p> |n|, pues, de lo
contrario, cuando n> 1, el valor minimo inferior de S es siempre
mayor que el maximo tolerable M+1, y, cuando n< -1, el valor
minimo es menor que M-p. De aqui también se sigue que las
cuotas mayor y menor del intervalo decisivo (Q-1, Q+1) estan
limitadas a un dominio en el que al menos hay dos partidos, pero
esto no es una verdadera limitacién, pues bien puede ser parte de
la definicion del problema de distribucion de escafios que haya al
menos dos contendientes.

Si la cuota es menor que 1/(M+1), como la cuota Imperiali
(1/{M+2)) o, con mayor razén, la Imperiali reforzada (1/[M+3]),
la formula no es decisiva como férmula simple, pues puede
encontrarse con problemas de asignacion irresolubles. El nimero
de cuotas enteras (S) alcanza el valor maximo admisible cuando,
por ejemplo, en una distribucién por cuota Droop, M+ 1 partidos
obtienen idénticos votos y obtienen todos los votos, es decir,
cuando se sitdan en el umbral de exclusién. Cada partido obtiene
su cuota en al menos una distribucién que es resultado de la
férmula. Este empate puede deshacerse sustrayendo un voto o, en
su caso, por un sorteo o cualquier otra regla preestablecida. Con al
cuota Imperiali, los partidos pueden llegar a sumar M+2 cuotas
enteras en un empate equivalente, empate que no puede resolverse
por un voto. Es mas, pueden sumar M+1 cuotas enteras sin
necesidad de estar empatados, por lo que no cabe el recurso al
sorteo. En ninguna distribuci6n de la férmula podrfan obtener los
partidos el nimero de escafios equivalente a su cuota inferior.

Aun si el nimero de partidos supera la condicién necesaria
(p> |n}), las cuotas menores a la cuota Droop son necesariamente
“tentativas” (tentativas, podemos decir, de fijar un precio
subvencionado en favor de los partidos mayores). En la practica,
cuando la cuota Imperiali distribuye demasiados escafios, en Italia,
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donde tradicionalmente se ha empleado este sistema, suele estar
previsto cambiar a la cuota Droop, que actia como cuota de
reserva. De este modo, la férmula de cuota Imperiali es una falsa
Jormula, la férmula decisiva realmente existente es la formula
compuesta Imperiali-Droop (Q+2+1). En lo sucesivo, siempre que
nos referimos a la férmula Imperiali de restos mayores (0 a la
Imperiali reforzada) lo hacemos a la férmula compuesta con la
cuota Droop de reserva.

En el otro extremo, la “cuota larga” (Q-1) es la mayor cuota
con la que se cumple que, para cualquier nimero de partidos igual
o mayor que dos, el nimero de cuotas enteras nunca puede ser
menor que M-p. De este modo, siempre hay al menos tantos
partidos como escafios no asignados por cuota (R=M-S§) para
reclamar, con sus restos, ese mimero de escafios (p>R). Este
requisito implica que cualquier método de cuota aumentada (n < - 1)
puede emplearse para un problema en el que el nimero de partidos
sea mayor o igual al niimero de escafios (p>M). Es decir, estaes la
condicién suficiente. Al mismo tiempo, las cuotas aumentadas
sufren, en el dominio M>p> |n|, de la misma condicién que las
cuotas disminuidas: son falsas cuotas que s6lo podrian emplearse
como parte de una férmula compuesta con una férmula de reserva
que sea decisiva.

En el caso de la cuota maximamente alargada, que no es sino
la cuota maxima del sistema VUNT (n=-[M-1]), la condicion
necesaria (p > |n|) coincide con la suficiente (p=M), por lo que el
método s6lo puede definirse para problemas de reparto en los que
los contendientes son al menos tantos como los escafios. El sistema
VUNT es una formula limitada al dominio p>M. Las cuotas
menores que la cuota del método VUNT, pero mayores que la
cuota larga (-[M-1]< n< -1), pueden emplearse, tentativamente,
cuando el nimero de partidos es el necesario (p> |n|) pero no el
suficiente (p>M), siempre que la distribucion esté lo bastante
fragmentada como para permitir que los partidos capturen un
nimero suficiente de cuotas enteras. De existir en la realidad -yo
no las conozco- serian también férmulas de cuota “tentativas”
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(tentativas de fijar un precio desfavorable para los partidos
mayores), como parte de férmulas compuestas, aunque gravadas
con menos limitaciones que las cuotas disminuidas n> 1, ya que,
al menos, siempre estin definidas para cualquier problema en el
que el vector de votos tenga M componentes o mis.

El cuadro 3.5 propone un ejemplo en el que la férmula de cuota
Imperiali reforzada (Q+3+1) y su imagen especular, a saber, la
férmula de cuota alargada n=-3 (Q-3-1), no pueden resolver el
problema de asignacién de escafios que se les presenta y acuden a
sus cuotas de reserva. En la segunda mitad de la tabla se altera la
distribucién de los votos, sin cambiar el ndmero de partidos, de
manera que las férmulas si encuentren una respuesta satisfactoria.
Se trata de ejemplos en la region de casos en las que las cuotas
pueden emplearse de modo tentativo, como parte de una férmula
compleja que comprenda una cuota de reserva dentro del intervalo
decisivo. Cualquier cuota en el intervalo decisivo, produce, para el
primer vector de votos del ejemplo, el resultado E:[4 2 1 1].

Cuadro 3.5 Asignaciones con falsas cuotas
=8 n=-3 Cuota=20 M=8 n=+3 Cuota=9,01
vV ViIQ § r E V VIQ § r E
A 50 275 2 0,75 3 A 50 605 6 005 6
B 25 1,25 1 0,25 2 B 25 2,75 2 0,75 2
c 15 075 0 0,75 1 C 15 165 1 0,65 1
D 10 05 0 0,5 1 D 10 1,i1 1 0,11 1
Suma 100 5 3 7<8 |Suma 100 11 10 10>8
IM=8 n=-3 Cuota=20 M=8 n=+3 Cuota=9,0!
vV ViIQ § r E V VIQ § r E
A 45 2,25 2 0,25 3 A 45 495 4 0,95 4
B 25 125 1 0,25 2 B 25 275 2 075 2
CcC 25 1,25 1 0,25 2 C 25 275 2 0,75 2
D 5 025 0 0,25 1 D 5 025 0 025 O
Suma 100 5 4 8 Suma 100 11 8 8
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En lo sucesivo, habra que distinguir entre las férmulas de cuota
del intervalo decisivo, que son simples, y las férmulas compuestas.
Toda férmula tal que n>1 supondremos que es una férmula
compuesta que emplea la cuota Droop (n=1) en todos aquellos
problemas de distribucién en los que ningin resultado de la primera
férmula es una solucién. De igual modo, toda férmula (excepto el
método VUNT) que emplea una férmula tal que n<-1
supondremos que es una férmula compuesta, cuya cuota de reserva
es la “cuota larga” n=-1. La férmula VUNT es una férmula
limitada al dominio p>M, lo que no es, en general, una restriccion
relevante en la competicion partidista. Puede subrayarse, una vez
maés, que las formulas compuestas del segundo tipo no existen en
la practica. La imaginacién de los ingenieros electorales no ha
concebido, que yo sepa, ninguna cuota entre la cuota simple n=0
y la cuota mixima n=-(M-1), y esta iltima sélo puede describirse
como férmula de cuota forzando la intuicién, aunque hacerlo sea
analiticamente riguroso. Como se observa mas abajo, las formulas
compuestas son mecanismos torpes para lograr lo que, de forma
més elegante y sencilla, se puede procurar con férmulas de
divisores. No esti claro si es a la imaginacién o a la falta de la
misma, por parte de los imperiales ingenieros, que debemos
agradecer la complicacion que afiaden este tipo de formulas.

3.5. Formulas de cuota y proporcionalidad

Todas las férmulas de cuota y restos mayores, excepto el caso
especial del sistema de voto tinico no transferible, son férmulas
proporcionales, en el sentido del criterio general de la
proporcionalidad, esto es, producen un reparto proporcional
siempre que esto es posible. El sistema de voto #nico no
transferible es una férmula del tipo igualitario, el resto de las
férmulas de cuota son del tipo proporcional, con independencia del
sesgo que introducen cuando el reparto proporcional no es posible.
Este enunciado sélo debe cualificarse, por lo que se refiere a las
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formulas compuestas de cuota aumentada mayor que la cuota larga,
si permitimos simultineamente que existan partidos cero (sin un
solo voto) y que restos cero puedan obtener escaiios.

Es fécil aproximarse a la idea una vez que se han delimitado los
dominios de las férmulas, pues puede comprobarse sin dificultad
que todas las férmulas decisivas son proporcionales. De otro lado,
cuando la proporcionalidad es posible, las férmulas compuestas o
bien reproducen, con su primera cuota, el mismo reparto que una
formula decisiva, o bien la cuota es inaplicable y han de acudir a
una cuota de reserva decisiva y, por ello, proporcional.

Si una distribucion de votos es resoluble en enteros para una
magnitud perfecta M", entonces tiene la forma v: v,=E",/M", donde
E" son enteros mayores que cero tales que YE',=M". El asterisco
designa al entero como parte proporcional de una magnitud
perfecta M" para la fracci6n v,. Tratamos de averiguar si, para un
vector de votos y una magnitud perfecta para ese vector, alguna
férmula de cuota podria asignar a algiin partido un nimero E de
escafios distinto de E".

El cociente entre los votos de cada partido y una cuota
cualquiera es v,/q,= ((M"+nlE")/M’. O bien,

v/q,= E'\+ (nE")/M'. (3.6)

Si n=0, la formula de cuota simple asigna directamente, sin dar
lugar a ningin resto, la parte proporcional de escafios a cada
partido. Siempre podemos escribir que v,/q,=S,+r,, sabiendo que
S es el nimero minimo de escafios que recibe cada partidoy S+1
el méximo, si el resto r es positivo menor que uno. En el caso de
la cuota de Hare, S,=E", y r;=0. Si n=1, el segundo sumando en
(3.6) siempre es menor que la unidad, a menos que exista un nico
partido con votos v=1 y E'=M". La cuota Droop no esti definida
para la “competicién monopartidista”, pero se trata de un caso
manifiestamente absurdo y podemos despreciarlo. En cualquier otro
caso, si el electorado es un vector resoluble en enteros, cada
partido obtiene su parte proporcional de escafios y genera un resto
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que nunca es premiado: S=E", y r,<1. Si n=-1, el segundo
sumando de (3.6) nunca es menor que -1, de no ser, otra vez, que
solo haya un partido. Con la cuota larga, todos los partidos reciben,
por cuota, exactamente un escafio menos que su cuota proporcional
y todos generan un resto positivo, por lo que la asignacion es
proporcional: S,=E",-1y r,>0 . Asi, todas las cuotas de! intervalo
decisivo son proporcionales. En un extremo, el cociente de los
votos y la cuota da lugar a un entero igual a la cuota proporcional
mAs un resto que nunca es premiado; en otro extremo, el cociente
de los votos y la cuota da lugar a un niimero inferior en menos de
la unidad a la cuota proporcional, por lo que todos los partidos
reciben un entero menor que su cuota, pero completan siempre la
cuota ei la asignacion por restos.

Si n es positivo, no importa su tamafio, por (3.6) comprobamos
que el cociente de los votos y una cuota disminuida contiene
siempre el entero que es la parte proporcional que le corresponde
al partido. El segundo sumando de la expresién puede ser, para uno
o mas partidos, mayor que uno; de hecho, puede ser
arbitrariamente grande, pero entonces la cuota no estd definida:
¥'8,>M". La sencilla intuicién detras de esto es que férmulas como
Imperiali de restos mayores requieren, para poder funcionar con su
primera cuota, que haya partidos con votos inferiores a la cuota
proporcional y puedan excluirse de la representacion para, asi,
sobrerrepresentar a algunos partidos.

Si n es negativo y v, >0, es decir, no hay partidos cero (tales
que v=0y E"=0), entonces n=-1 es el método de mayor cuota que
garantiza que todos los escafios quedan distribuidos (y, ademas, de
modo proporcional) en un electorado con una magnitud perfecta,
pues, por definicién, la magnitud perfecta no puede ser mayor que
el niimero de partidos, p<M". Si n< -1 es posible que el segundo
sumando de (3.6) sea, para uno o mas partidos, menor que -1, lo
que implica que los partidos reciben como parte entera dos escafios
menos (0 tres si es menor que -2, y asi sucesivamente) que su
cuota: §, = E, -2. Esto conduce a que los partidos no puedan
recuperar la cuota proporcional en el reparto de restos, pero
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también a que queden escaiios sin atribuir, por lo que la cuota ha
de modificarse hasta llegar a una cuota decisiva.

Asi, las férmulas compuestas o bien reproducen el resultado
proporcional (cuando el segundo sumando de la expresion 3.6 es,
para todos los partidos, menor que la unidad y mayor que -1) o
bien no estan definidas.

Si hay partidos cero, entonces no es cierto que la magnitud
perfecta sea siempre menor o igual al nimero de partidos, pues los
partidos cero reciben cero escafios como cuota proporcional. Los
escafios sin distribuir en una formula de cuota alargada mayor que
la cuota larga Q-1 podrian atribuirse a esos partidos si se admiten
los restos cero, por lo que estas féormulas producirfan un sesgo
igualitario (dando “al que nada tiene”) incluso cuando la
proporcionalidad perfecta es posible. Sin embargo, esta posibilidad
no tienen ninguna importancia préctica y puede eliminarse con el
expediente de requerir que los restos premiados sean siempre
positivos.

Por ltimo, resulta inmediato que las cuotas limitadas no son
proporcionales, pues se encuentran limitadas a un dominio (p>M)
en el que la proporcionalidad es imposible salvo en caso de reparto
igualitario del voto entre exactamente M partidos. Se trata de
métodos de cuota que introducen un sesgo igualitario mayor que la
maAs igualitaria de las férmulas proporcionales, razon por la que los
designararemos como g-igualitarios, para diferenciarlos de los
métodos igualitarios de divisores (d-igualitarios), de propiedades
distintas. Por decirlo una vez més, el dinico exponente conocido de
estos métodos es el sistema VUNT.

3.6. Recapitulacién

Las reglas de cuota y restos mayores determinan la cantidad de
vOtos que cuesta un escafio como una fraccién constante a partir del
mimero de escafios a repartir. Dicha fraccién es la cuota. El
niimero de cuotas sumadas por los votos de un partido son su cuota
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inferior. Cualquier partido obtiene al menos tantos escafios como
su cuota inferior en al menos una asignacién E que pertenece al
conjunto de soluciones F,(V,M), aunque puede haber empates en
los que el partido pierda el escafio, en una asignacién, “por
sustraccion de un voto”. Los escafios no atribuidos por cuota se
distribuyen entre los partidos de acuerdo con la regla de restos
mayores, que concede un escafio y sélo uno a cada partido por
orden de restos, de manera que algunos partidos pueden alcanzar
la cuota superior, pero ninguno puede alcanzar més escafios que la
cuota superior, ni menos que su cuota inferior. Veremos que ésta
es una importante diferencia con respecto a algunos métodos de
divisores.

En términos empiricos, las variaciones sobre las formulas de
cuota consisten en alteraciones en el sentido de disminuir su tamafio
con respecto a la cuota natural o proporcional 1/M. Sin embargo,
es posible, al menos teéricamente, concebir cualquier tipo de
modificacién de 1a cuota, en el sentido de disminuir su tamaifio
como en el sentido de aumentarla, aunque no puede ser mayor que
el 100% de los votos. Llegados a ese limite nos encontramos con
un sistema formalmente equivalente al de voto unico no
transferible.

Es tedricamente posible que la regla complementaria a la cuota
dentro de Ia férmula, a saber, la regla de restos mayores, sea
sustituida por alguna variante que, por ejemplo, pondere el tamafio
de los restos por el nimero de escafios ya asignados. Sin embargo,
ninguna variante de este tipo se emplea, que yo sepa, en los
sistemas electorales empiricos. Con todo, conviene subrayar que
cualquier regla de atribucion de los escafios que complemente a un
método de cuota debe apoyarse en una forma de ordenar los restos,
sin umbrales fijos. No es posible fijar simultineamente el tamafio
de la cuota y el tamaiio de los restos; no es posible si los partidos
son més de dos. Esto no quiere decir que no podamos descubrir los
umbrales implicitos, en la forma de restos minimos y méximos que
pueden recibir un escafio mis que la cuota inferior. Pero estos
umbrales son una consecuencia aritmética del tamafio de Ia cuota



80 / Sistemas elementales de representacion

y del nimero de contendientes, por lo que varfan con dicho
nimero.

Distintos tamafios de cuota tienen distintas consecuencias en la
distribucion de los escafios. Esto es obvio. La férmula de cuota
simple o de Hare tiene el atractivo normativo de emplear la cuota
proporcional. De hecho, a veces se habla o escribe sobre la
férmula de cuota y restos mayores para referirse a este método. Sin
embargo, existen al menos otros dos o tres tamaifios de cuota, mas
pequeiios, consolidados en la practica electoral de algunos paises
como Italia y Austria. En una primera aproximacion, ya hemos
observado que, cuanto menor es la cuota, més parece que tienen
que ganar los partidos méas votados y mas que perder los menos
votados. El hecho de que la cuota Hare sea la mayor de las cuotas
comunes puede producir una ilusién: a mayor cuota, mas
proporcional el resultado, luego mejor para los partidos menores;
a menor cuota, menos proporcional el resultado y mejor para los
partidos mayores. Es cierto, aunque no lo hayamos demostrado,
que el tamafio de la cuota estd directamente relacionado con el
sesgo en favor de las mayorias: mayor sesgo cuanto menor la
cuota. También es cierto que la cuota simple tiene, de entre todas
las cuotas, la mayor afinidad con la proporcionalidad perfecta. Pero
la cuota Hare no es la cuota mayor ni las cuotas se ordenan de mas
a menos proporcionales. Las cuotas se ordenan simplemente de
mayor a menor y, de este modo, de méis sesgadas contra los
partidos mayores (y por ello también “desviadas™ de la intuicion
normativa de la proporcionalidad) a mas sesgadas en favor de los
mismos (“desviadas” con una distinta polaridad).

En todo caso, la elasticidad del tamafio de la cuota tiene limites
precisos. Sélo las cuotas comprendidas entre 1/(M~1) y 1/(M+1)
son decisivas y pueden emplearse en férmulas simples. Las cuotas
mayores y, lo que es mas importante en la practica, las menores,
son cuotas falsas que se emplean como parte de férmulas
compuestas. En una férmula compuesta se prueba con dos tamaiios
de cuota: en primer lugar una cuota falsa, por ejemplo, 1/(M+3);
si la cuota no produce un resultado, entonces se emplea una cuota
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de reserva que es decisiva, como 1/(M+1). Suponemos que toda
férmula de cuota falsa emplea como cuota de reserva la cuota mas
proxima que es decisiva. El método para hacer que las cuotas sean
elasticas esta inventado, se trata de las formulas de divisores.

En este capitulo se ha demostrado que las cuotas dentro del
intervalo decisivo son proporcionales, en el sentido minimo
(condicién general de la proporcionalidad) de reproducir un
resultado proporcional cuando esto es posible. Las formulas
compuestas con cuotas fuera del intervalo decisivo también son
proporcionales, pues cuando la proporcionalidad es posible, o bien
reproducen el resultado con su primera cuota, o bien han de acudir
a la cuota de reserva que, por encontrarse en el intervalo decisivo,
es proporcional. Los métodos de cuota limitados, sin embargo, no
son proporcionales, sino g-igualitarios, pero no se trata de métodos
que tengan importancia prictica, salvo el sistema VUNT. Los
métodos de divisores, que se introducen a continuacién, muestran,
por ser mucho mas flexibles, variantes no proporcionales tanto por
ser mayoritarios como por ser igualitarios.



CAPITULO CUATRO

LOS METODOS DE DIVISORES

A menudo, los métodos de divisores aparecen, en la literatura
convencional sobre sistemas electorales, como mecanismos algo
opacos de asignacion de escafios, comparados con la relativa
claridad de las cuotas. Esto se debe a su comiin caracterizacién a
partir de algoritmos de cilculo que no son esenciales en estos
métodos. Sin embargo, contamos con un andlisis detallado y
preciso de los métodos de divisores, el de Balinski y Young (1982),
que con demasiada frecuencia se ignora. Estos autores precisan el
tipo de funcion de representacion que define a estos métodos, al
menos a aquéllos que son proporcionales. Un objetivo de este
capitulo es poner en conexion la descripcién habitual, en la ciencia
politica y en la codificacion legal, de los métodos (basada en
algoritmos de célculo) con su caracterizaciéon como funciones,
mostrando, de paso, por qué funcionan los algoritmos. Sin
embargo, el objetivo esencial de las paginas que siguen es
generalizar la funcion de Balinski y Young para todos los métodos
de divisores, sean o no proporcionales, incluyendo a la férmula
mayoritaria simple como caso limite.

En el capitulo se repasan y ejemplifican los métodos de
divisores mas comunes, se muestra que son infinitos y se ilustra su
funcionamiento tanto a través de los habituales algoritmos de
célculo como directamente interpretados como funciones. Los
ejemplos permiten comprobar, en una primera aproximacion, como
los distintos métodos pueden ordenarse en conformidad con la
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relacion “ser al menos tan mayoritario”, aunque la demostracién se
expone en el capitulo 6.

Los métodos de divisores muestran toda la variedad posible de
las formulas electorales: igualitarias, proporcionales y mayoritarias.
En este capitulo queda demostrado que, una vez que se rompe la
limitacién impuesta en la definicién de Balinski y Young para los
métodos, encaminada a asegurar la proporcionalidad, la férmula
mayoritaria simple es un caso limite de férmula de divisores

Los métodos de divisores han sido comparados de modo
impreciso con los de cuota. En este capitulo se sientan algunas
bases para una comparacion mas rigurosa.

4.1. Dos presentaciones de los métodos de divisores

Los métodos de divisores se describen de dos maneras distintas.
La primera se basa sencillamente en la l6gica y propdsito finales de
los métodos de divisores de reparto proporcional: dividir los votos
de todos los partidos por un mismo mimero, el divisor (en
singular), de manera que los cocientes, partes o “cuotas”
resultantes sumen, de acuerdo con cierta regla de ajuste, el nimero
de escafios a repartir, asignidndose a cada partido tantos escafios
como partes sume. A diferencia de la cuota en los métodos de
restos mayores, €l tamafio del divisor no estd determinado de
antemano, sino que, conocida la distribucién de los votos, debe
encontrarse un divisor que se adapte a la regla, esta si
preestablecida, sobre cémo ajustar los decimales o partes no
enteras, de forma que, “redondeando” o ajustando las fracciones,
sumen el mimero de escafios. Una de las muchas posibilidades
consiste en ajustar los cocientes redonde4ndolos del modo habitual
(mas de medio cociente es igual a un cociente); la férmula méas
comiin ajusta los cocientes despreciando todos los decimales.

Designo al divisor con la letra X cuando se expresa como
niimero escalar de votos, o x cuando se expresa como fraccién. El
divisor X es ciertamente analogo a la cuota Q: divididos los votos
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por el mismo nos proporciona los cocientes V,/X (o bien v, /x) a
partir de los cuales asignamos los escafios. A diferencia de los
métodos de cuota, el valor de la suma Y} v, /x no est4 determinado
Q v, /q,)=1/9,=M+n), sino que es variable (}[v, /x]=1/x). La
tinica restriccion es que el valor de la suma de los cocientes, una
vez ajustados por la regla, sea exactamente M. La regla es una
regla de ajuste que indica a partir de qué punto los cocientes son
redondeados hacia la “cuota” superior o cuindo se ajustan hacia la
inferior. Precisar los criterios de estas reglas de manera uniforme
es el propdsito de este capitulo.

El divisor puede encontrarse por ensayo y error o con ayuda de
un algoritmo. El algoritmo més general consiste en dividir M veces
los votos de todos los partidos por una serie de mimeros (conocidos
como los divisores, en plural) de manera que Jos escafios se asignan
a los M cocientes mayores (a menudo llamados, oscuramente,
“promedios mayores”) de la matriz resultante. Algunas series de
nimeros, como los niimeros impares, o los naturales, conducen a
una asignacion igual a la perseguida por un método de divisores
con su regla de ajuste. Dicho de otra forma, permiten encontrar de
forma mecénica un divisor X (en singular) adecuado. De este
modo, lo mis comin es caracterizar a los métodos de divisores por
la serie de nimeros empleados para dividir los votos de los
partidos.

Es evidente que la primera caracterizacién es la inica esencial,
pues describe a los métodos de acuerdo con su propésito final y no
de acuerdo con algoritmos mas o menos idiosincrasicos. Bien
podria HNamarse norteamericana o histérica, ya que coincide en
gran medida con el modo de presentar los métodos por sus
primeros descubridores conocidos, en los sucesivos debates sobre
el prorrateo de los representantes entre los Estados de la Unién.'

! Aunque suele darse crédito al profesor belga D’Hondt (derecho civil) y al
matenidtico francés Sainte-Lagué por dos de los més conocidos métodos de divisores,
es un hecho sabido que fueron primeramente propuestos por Jefferson y Webster,
politicos profesionales, en el contexto de los debates sobre el prorrateo de la
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La exposicion clasica de las formulas de reparto que sigue esta
linea se encuentra en Balinski y Young (1982). La segunda y més
accidental caracterizaci6n es la de costumbre europea. Describe a
los métodos a la manera habitual de sus segundos descubridores,
independientes, al parecer, de los primeros, en el contexto de los
debates sobre la representacién proporcional de los partidos
propiamente dicha. También podria llamarse “descripci6n legal”,
ya que, en general, viene recogida en la legislacién electoral de los
paises que emplean estas férmulas de representacién proporcional.
Es la mas comin en los libros de ciencia politica. Tiene el defecto
de generar abundantes comentarios casuisticos basados en los
algoritmos, cuya razén de ser, a menudo, permanece en penumbra.

4.2. Variedades de los métodos de divisores

El método D’Hondt (o, en su versién histérica, de Jefferson),
el mas sencillo y universal, busca un divisor tal que la suma de los
nimeros enteros (despreciando los decimales) que resultan de
dividir asf los votos de los partidos, sea igual al nimero de escafios.
Los escafios se conceden a los partidos en nimero igual a dichos
cocientes enteros, de manera que, con esta formula, a cada partido
i le corresponden E escafios si, para algin valor de X, los cocientes
de los votos por el divisor se encuentran en el intervalo

E < V/X<E, +1.
Esto es lo mismo que decir que de lo que se trata es de

encontrar un divisor tal que a cada partido le corresponda su cuota
inferior y ninguna fraccién de cuota resulte premiada.

representacion de los distintos Estados de EEUU. De igual modo, el método de cuota
de Hare (otro abogado) no es sino el sistema de restos mayores propuesto por Hamilton
en aquellos mismos debates. Por obvias razones de convercién, me atengo a los
nombres europeos de las formulas.
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En realidad, existen varios modos posibles de poner este
método en préctica. El algoritmo mas habitual consiste en dividir
los votos de cada partido sucesivamente por la serie de nimeros
naturales (1,2,3... hasta M) y asignar los escafios a los M cocientes
(“promedios”) mayores entre todos los partidos. El cociente menor
que resulta premiado es un divisor D’Hondt, es decir, un nimero
por el que se pueden dividir los votos de los partidos, de manera
que el niimero entero resultante nos permita asignar todos los
escaiios a los partidos de una sola vez. Con este sistema, el Gitimo
paso es innecesario, pues cuando conocemos el divisor ya sabemos
cudntos escafios corresponden a cada partido. Existen otros caminos
que producen exactamente el mismo resultado®, como el que a
veces se¢ denomina método Hagenbach-Bischoff, o a veces
simplemente suizo, una de cuyas versiones consiste en aplicar
iterativamente la cuota Droop, a quien la fortuna dio un apellido
breve. Otra posibilidad es ir probando nimeros, tomando la cuota
Droop como orientacién, hasta hallar un divisor que produzca el
reparto. En el cuadro 3.6 hay un ejemplo de reparto de cuatro
escafios con el método D’Hondt. Los votos de los partidos son
divididos sucesivamente por 1,2,3,4 y los escafios son asignados a
los cuatro cocientes mayores. El menor de ellos puede tomarse
como divisor (X), quedando anotado en la primera fila de su
seccioén de la tabla. La mitad derecha de la tabla presenta los
cocientes del voto de los partidos entre el divisor seleccionado (V,
/X). Los nimeros enteros, esto es, las “cuotas inferiores”,
despreciando los decimales 0 “restos”, se corresponden con el
nimero de escafios. Esta asignacién es independiente del
procedimiento por el que hayamos llegado al divisor (X=150 en ei
ejemplo). La misma asignacién puede producirse con otros

2 Es posible encontrar lugares donde se diferencia ‘método de media mayor”,
‘método D’Hondt’ y ‘método Hagenbach-Bischoff’, cuando lo cierto es que se
diferencian tanto entre si como sumar con palotes a sumar con un baco o con niimeros
ardbigos. Véase, por ejemplo, Vallés y Bosch (1997; p.96), donde se dice que €l {iltimo
‘produce resultados semejantes® (sic) al método D*Hondt.
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nimeros, siempre y cuando el nimero total de partes enteras
sumadas por los partidos sea exactamente cuatro (en este ejemplo,
el recorrido de los divisores es 130 < X<150).

El método conocido como Sainte-Lagué puro (o0 Webster) busca
un divisor tal que la suma de los cocientes de los votos de los
partidos, simplemente redondeados, sea igual a la suma de los
escaflos a repartir. Es decir, el método consiste en buscar un valor
de X tal que, divididos los votos de los partidos por ese nimero, a
cada partido le correspondan E escafios si se cumple que

E-1+12 < V/X < E+1/2.

Esto es lo mismo que decir que el método busca un divisor que
permita que cada partido obtenga bien la cuota inferior, bien la
superior, segiin a cual se aproxime mas.

La manera habitual de realizar una distribucién de escafios
conforme al criterio de Sainte-Lagué es parecida a la anterior, solo
que en lugar de dividir los votos de los partidos por la serie de
niimeros naturales, se divide por la serie de nimeros impares
1,3,5,7, etc. En este caso, el valor del menor cociente premiado
con un escafio, multiplicado por dos, puede servir como divisor de
Sainte-Lagué: divididos los votos de los partidos por este nimero
y redondeados los cocientes del modo ordinario, se obtiene el
nimero de escaiios. Idéntico resultado se obtendria dividiendo los
votos por 0,5-1,5-2,5... De proceder asi, el cociente menor
premiado seria un divisor adecuado para la férmula. El cuadro 3.6
reproduce el ejemplo empleando este método. Puede observarse
que el ejemplo exhibe un caso de empate entre dos cocientes, en el
que la férmula no puede decidir, justo cuando las fracciones de la
“cuota” son del 0,5. Los dos posibles resultados que aparecen en
el cuadro son valores E y E’ de la férmula electoral. Al producirse
este empate, la férmula s6lo puede emplear un divisor, X=240, ya
que un nimero mayor asignaria un escafio menos a cada uno de los
partidos empatados, lo que no es una solucién, y un nimero menor
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asignaria un escafio a cada uno de los partidos empatados, 1o que
tampoco lo es.

Cuadro 4.1 Asignacién de escafios por tres métodos de divisores

D 'Hondt Divisor X=150; Uex =20%; Uin =12,5%; D = 34.
A% 1 2 3 4 E V/x Cuotas r Restos V/x

) ajustado
A 360 360 180 120 90 2 2,40 2 04 60 2
B 300 300 150 100 75 2 2,00 2 0,00 O 2
C 130 130 65 43 33 0 0387 0 0,87 130 0
D 120 120 66 40 30 0 0,8 0 0,80 120 0
E 9 9 45 30 23 0 0,60 0 0,60 90 0
Suma 1000 4 6,67 4 2,67 400 4

Ste Lague Divisor X=240; Uex =20%,; Uin =9,1%,; D =26-25.
A\’ 1 2 3 4 E- V/x Cuotas r Restos V/x
E’ o ajustado

A 360 360 120 72 41 2-1 1,50 1 0,50 120 2-1
B 300 300 100 60 43 1 1,25 1 0,25 60 1
C 130 130 43 26 19 1 0,54 0 0,54 130 1
D 120 120 40 24 17 0-1 0,50 0 0,50 120 01
E S 9% 30 18 13 0 0,38 0 0,38 9% 0
Suma 1000 4 4,17 2 2,17 520 4

Danesa  Divisor X=360; Uex =20%; Uin=7,1%,; D = 25.
v 1 2 3 4 E V/x Cuotas r Restos V/x

)] ajustado
A 360 360 90 51 36 1 1,00 1 000 O 1
B 300 30 75 43 30 1 0,83 0 0,83 300 1
C 130 130 33 19 13 1 0,36 0 0,36 130 1
D 120 120 30 17 12 1 0,33 0 0,33 120 1
E 9 5 23 13 9 0 0,25 0 0,25 90 0
Suma 1000 4 2,78 1 1,78 640 4

El cuadro de ejemplos se completa con al formula danesa, poco
utilizada en la préctica, pero interesante como punto de
comparacién. La serie de divisores (en plural) que se puede
emplear en el algoritmo es 1,4,7,10, etc. El cociente menor
premiado, multiplicado por tres, sirve de divisor (en singular, o X)
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del método. Lo que el método se propone es encontrar un divisor
tal que el nimero de “cuotas” sumadas por los partidos,
redondeadas de manera especial, pues un tercio de cuota se hace
equivaler a una cuota entera, sume el nimero de escafios a
distribuir. Los escaiios se distribuyen a razon de uno por cociente
generosamente redondeado, o, dicho de otro modo, premiando a
todos los restos que superen un tercio de la “cuota”. Asf, el
intervalo dentro del cual cada partido recibe E escaiios viene dado

por las desigualdades:
E-1+1/3 < V/X <E, +1/3.

A cada partido le corresponde la cuota superior siempre que su
fraccion de cuota exceda a un tercio de la misma. La “cuota” que
cumple esta regla es cualquier cantidad de votos entre 270 y 360.

Algunas reglas de divisores s6lo pueden emplearse cuando el
niimero de escaiios es mayor que el nimero de contendientes. Son
reglas concebidas para el prorrateo de escafios entre Estados o
circunscripciones. Por ejemplo, la férmula Adams (o férmula de la
minima fraccién) busca un divisor tal que los escafios se distribuyan
a razén de uno por cociente entero o por cualquier fraccion del
mismo. Es la imagen especular del método D’Hondt. A cada
partido (circunscripcion) le corresponde siempre su cuota superior,
es decir, le corresponden E escafios si, para algin X, el cociente de
sus votos se encuentra en el intervalo:

E-1<V/X<E,.

El algoritmo habitualmente sugerido para encontrar un divisor
Adams es dividir los votos de los partidos por la serie 0,1,2,3, etc.
Divididos los votos por el valor del cociente menor que alcanza un
escafio y redondeando todas las fracciones hacia arriba, cualquiera
que sea su tamafio, habremos reproducido un reparto segin la
formula. Es evidente que este método no puede definirse si hay mas
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partidos que escafios, pues los primeros cocientes de cada partido
en la matriz que genera el algoritmo tienen todos un valor infinito.

Existen algunas férmulas méis complejas que comparten con la
férmula Adams la restriccién a un dominio donde los escaifios
abundan con respecto a los contendientes. Por ejemplo, la formula
de Hill-Huntington, también llamada férmula de proporciones
iguales, y la férmula de Dean. El modo més sobrio de describir
estas formulas se debe a Balinski y Young (1982; 60-61), pues
ponen a la luz las reglas de ajuste implicitas en descripciones mas
complejas. La férmula de Dean ajusta los cocientes de manera tal
que a cada partido le corresponde su cuota superior si €l cociente
entre los votos y el divisor es mayor que la media armdnica entre
la cuota inferior y la superior. La media arménica es el producto
dividido por la media aritmética, luego podemos escribir que esta
férmula busca un divisor tal que a cada partido le corresponden E
escaiios si, para algtin valor de X, sus votos se encuentran en el
intervalo

(B -1 E)/(E-1+112) < V/X <(E, (E,+1))/(E,+112).

El método de Hill-Huntington ajusta los cocientes de manera
que a cada partido le corresponda su cuota superior si el cociente
es mayor que la media geométrica de las cuotas superior € inferior.
La media geométrica es la rafz cuadrada del producto, por lo que
la proporci6n entre los votos de los partidos, un valor del divisor
y el niimero de escafios obtenidos debe cumplir la restriccién

V((E,-1E)< V/X <V(E(E,+1).

Ambos métodos pueden interpretarse como variaciones sobre
el método de Sainte- Lagué (conocido como método de Webster
para el prorrateo de escafios), que emplea la més sencilla media
aritmética para ajustar los cocientes y determinar, asi, si el cociente
se “redondea hacia arriba” o “hacia abajo”, es decir, si la fraccién
resulta premiada o no con un escafio afiadido a la cuota inferior.
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Sin embargo, a diferencia de este método, los criterios de media
armonica y geométrica conceden un escafio a todo partido que
tenga cualquier nimero de votos: el valor de ambas medias entre
cero y uno es cero. El algoritmo natural para encontrar un divisor
de Dean es dividir los votos de los partidos por la serie (0x1)/0,5,
(1x2)/(1,5) etc. Estoes: 0 1,33 2,4 3,43 4,44... De modo
analogo, €l algoritmo para encontrar un divisor adecuado para la
regla de Hill-Huntington consiste en dividir los votos por la serie
¥ (0x1),Y(1x2), etc. Estoes: 0 1,41 2,45 3,46 4,47... A medida
que se avanza en la serie (en el mimero E de escafios) el criterio de
ajuste se va aproximando mas y m4s a la media aritmética y, por
tanto, a la férmula de Sainte-Lagu€. (Recuérdese que uno de sus
algoritmos es 0,5 1,5 2,5 3,5...).

En los ejemplos del cuadro 4.1, si suponemos que los escafios
a distribuir son cinco, cualquiera de estas tres férmulas de
prorrateo, Adams, Hill y Dean, asignaria, naturalmente, un escafio
a cada opcion, arrojando un indice de desviacién D=26. Hasta
donde yo sé, estas férmulas no se emplean para la asignacién de
escafios a partidos politicos, es decir, en el contexto de sistemas
electorales propiamente dichos. Para eliminar, siquiera en la teorfa,
la restriccién de dominio que hace que estas férmulas sélo sean
utiles en los contextos en que p<M, a veces se adopta la convencién
(Balinski y Young 1982; 99) de que, si los escafios son menos
numerosos que los contendientes, los escafios se distribuyen entre
los M mayores. Esto es lo mismo que decir que se emplea el
sistema VUNT como formula complementaria.

4.3. Caracterizacion general de las féormulas de divisores
proporcionales y mayoritarias.

A continuacién se introduce, en primer lugar, la caracterizacion
general de las formulas de divisores para €l prorrateo proporcional
de escafios debida a Balinski y Young (1982). En la literatura
convencional sobre estudios electorales, donde el trabajo de
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Balinski y Young no ha tenido demasiado impacto, existen otros
intentos informales de caracterizacion de las formulas, a partir del
tipo de algoritmos que emplean. De ello me ocupo en segundo
lugar. La propuesta fundamental de esta secci6n consiste en ampliar
la definicién de Balinski y Young para poder incluir formulas de
divisores que son férmulas electorales pero que no son
proporcionales, concretamente, las férmulas de tipo mayoritario.
En la seccién 4.6 se sugiere ampliar la definicién también a las
férmulas igualitarias. Al mismo tiempo, toda la atencién se
concentra en las férmulas de divisores constantes, grupo al que
pertenecen casi todas las férmulas electorales conocidas en la
préctica politica.

4.3.1. Criterios de divisores proporcionales.

Asi como los métodos de cuota se caracterizan por el tamaiio
de la misma, podemos caracterizar a los métodos de divisores por
su regla para ajustar las fracciones de los cocientes. Con una cuota
fija, sabemos que la fraccién minima de cuota que puede recibir
escafios no puede fijarse como constante, salvo que los partidos
sean dos (hemos visto, en 3.1 un ejemplo para la fraccién %2). De
este modo, los métodos de cuota premian fracciones variables,
normalmente por orden de restos mayores. Los métodos de
divisores, por el contario, fijan de antemano el criterio segiin el
cual una fracci6n de divisor recibe un escaiio afiadido (%2 es el caso
en la férmula de Sainte Lagué), lo que obliga a que el divisor-cuota
(X) sea variable.

Un ajuste-d de un mimero real z, [z],, es un nimero entero £
tal que d(E-1)<z< d(E). El ajuste es un valor dnico a menos que
z=d(E), en cuyo caso puede tomar cualquiera de los valores £ o
E+1. Por ejemplo, el criterio d de ajuste empleado por la regla de
Sainte-Lagué es el redondeo simple de los cocientes, de manera que
d(E-1)=E-'. y d(E)=E-+1/2. Asi, con este método, V;/X=3,3 se
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ajusta como E=3, V,/X=3,6 se ajusta como E=4 y V,/X=3,5 se
ajusta como E=(3 6 4).

En la definicién de Balinski y Young (1982; 99), un criterio de
divisor es cualquier d(E) creciente y monétono, definido para todos
los enteros E>0 y que satisface la restriccién E<d(E)<E+1. Una
Jormula F de divisores basada en d es

F;(V.M) {E: E=[V,/X],y YE,=M para algin X }.

Los seis métodos de divisores que se han expuesto mas arriba
emplean los criterios de ajuste que se detallan en el cuadro 4.2.

Cuadre 4.2. Criterios de divisores de seis métodos de reparto

Adams d(E)=E Danés dE)=E+1/3
Dean dE)=(E(E+1)(E+1/2) Sainte-Lagué d(E)=E+1/2
Hill-Huntington  d(E)=V(E(E+1)) D’Hondt d(E)=E+1

De este modo, podemos rescribir mediante una férmula general
el conjunto de desigualdades que caracterizan a los métodos de
divisores. Dado un criterio d(E), existe al menos un valor de X tal
que cada partido obtiene E de M escafios si el cociente de sus votos
por el divisor X se encuentra en €l intervalo

d(E-1)<V/X <d(E).

De esta desigualdad se sigue también que para cualquier par de
partidos i y j, debe ser cierto que

V/HE-T) 2V/dE). .1
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Un ejemplo: sea el electorado V:[550, 200, 150, 90, 10], una
circunscripcion M=6 y la férmula Sainte-Lagué, basada en
d(E)=E+0,5. Para un valor de X como, por ejemplo, X=175, se
obtiene V,/X=3,14, V,/X=1,14, V,/X=0,86, V,/X=0,51, y
Vs/X=0,06; ajustados los cocientes por €l criterio de Sainte-Lagué,
obtenemos [V,/X],=3, [V,/X1,=1, [Vi/X],=1, [V./X],=1,
[Vs/X],=0. Luego F(V,6)=E:[3,1,1,1,0]. El ejemplo se reproduce
en €l cuadro 4.4.

4.3.2. Criterios no negativos constantes: proporcionales y
mayoritarios

Un criterio de divisor no negativo constante es cualquier regla
de ajuste c(E) monétona creciente con la forma ¢(E)=E +c definido
para todos los enteros £20 donde c, el término de ajuste, es un
nimero real ¢>0. Un ajuste-c de un nimero real z , [z]., es un
nimero entero E tal que ¢(F)<z<c(E-1). Esta definicién de criterio
de divisor es mas estrecha que la definicién general de Balinski y
Young, pues excluye criterios en los que, como en d(E)=
VIE(E+1)], 1a regla de ajuste no se basa en un término constante.
Todos los criterios constantes son criterios de divisores en la
definici6n de Balinski y Young, pero algunos criterios de divisores
RO Son constantes.

Balinski y Young afiaden una restriccion, que no se sigue de la
definicién, para que un criterio de divisor pueda ser la base de una
féormula de reparto, a saber, que E<c(E)<E+1 (lo que implica
0<c<1). Sin embargo, de mi definicidn de criterio de divisor se
sigue simplemente que E<c(E), pues el término de ajuste no es
negativo; no es necesario suponer que la segunda desigualdad,
c(E)<E+1, sea también el caso.?® De este modo, podemos dar una
definicion de férmula de divisores que, si bien se limita a criterios

* De hecho, también podemos concebir criterios de divisores negativos para
los que ¢(E) < E. Esta posibilidad teérica, que conduce a las férmulas igualitarias,
se explora en el apartado 4.6.
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constantes, es més amplia que la de Balinski y Young. Una formula
electoral de divisores no negativos constantes F_es una férmula que
emplea un criterio de este tipo.

F.(V.M) ={E: E=[V/X].y YE,=M para algiin X }.

Esta definicién incluye a toda férmula electoral en la que el
reparto de escaiios sea tal que para todo partido i y algin X,

E-1+c < V/X < E+c, @.2)

donde ¢ es un niimero real c20y Y E,=M.

La decisi6én de concentrar la atencion en los criterios de divisor
constantes viene dictada por sencillas razones de conveniencia:
como veremos, con estas férmulas, la expectativa minima de
escafios crece linealmente con la fraccion de votos de cada partido.
Esto permite construir sus funciones de umbrales en una expresion
analitica que indique los votos necesarios para cada nimero de
escafios como funcién de la magnitud y del ndmero de partidos.
Las reglas de ajuste variable, como la media aritmética o la media
armonica, s6lo permite construir la funcion de umbrales en el caso
especial de la competicion bipartidista; en cualquier otro caso los
umbrales han de obtenerse por tabulacion. Hay que advertir, no
obstante, que pricticamente todos los métodos de divisores que se
emplean en los sistemas electorales son constantes.*

Desde el punto de vista analitico, la decision més importante es
la de ampliar la definicién de manera que comprenda a todas las
férmulas basadas en criterios tales que E<c(E), pues esto incluye
a cualquier férmula constante de divisores proporcional o

4. L L . . .

La dmca excepcién es una formula sur generis conocida como férmula de

Sainte-Lague modificada, que, s1 bien no se puede despreciar, por su importancia

empirica, debe tratarse aparte. En todo caso, esta férmula tampoco queda cubierta

por la definicién de Balinsk: y Young. Las férmulas de Hill-Huntington o de Dean,

con criterios de divisores no constantes, no tienen empleo como férmulas
electorales.



Meétodos de divisores / 97

mayoritaria. La restriccion de Balinski y Young, a saber,
E<d(E)<E+1, limita su definicion a formulas electorales
proporcionales, segiin la condicién general de la proporcionalidad.
En el caso de las formulas contantes, aquéllas cuyo término de
ajuste es O<c<1 siempre producen un reparto proporcional cuando
esto es posible, mientras que las férmulas tales que ¢> 1 siempre
sesgan el resultado en favor de los partidos mayores, esto es, son
de tipo mayoritario. Pero cualquier férmula basada en un criterio
c(E) es una formula electoral, es decir, una formula monétona en
la que la expectativa de escafios no desciende con la fraccion del
voto de un partido. Suponer que ¢ es no negativo resulta bastante
razonable, pues lo contrario da lugar a férmulas igualitarias, algo
chocantes dentro de la familia de las féormulas electorales y
desconocidas en la prictica. Sin embargo, el que las formulas
electorales deban ser proporcionales es algo que no debe
prejuzgarse. La realidad empirica ofrece diversas férmulas
electorales mayoritarias tan dignas de examen como las demis.

{Qué tipo de férmulas electorales no proporcionales son éstas?
Un ejemplo bien conocido es la férmula Imperiali de divisores, en
la que el término de ajuste o “fraccién” critica es ¢=2. Puede
describirse como un método que busca un nimero tal que,
divididos los votos de los partidos por el mismo, nos permita
asignar los escafios una vez que despreciamos los decimales y una
parte entera de los cocientes V,/X. A cada partido le corresponden
E escafios en una asignacion E que pertenece al conjunto de
asignaciones Imperiali para un problema V si, para algin X, el
cociente de sus votos se encuentra en el intervalo

E+1<V/X<E, +2.

El método busca un divisor tal que todos los partidos obtienen
un escafio menos que su cuota inferior. Puede encontrarse mediante
el algoritmo consistente en dividir los votos de los partidos por la
serie de nimeros 2,3,4 hasta M+ 1 y asignar los escaiios, como de
costumbre, a los cocientes mayores. El cociente menor premiado
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en la matriz del algoritmo puede servir de divisor Imperiali. Esta
regla de ajuste, o simple poda, de los cocientes, hace imposible la
distribucién proporcional. Gallagher ofrece, en sus propios
términos, una prueba de este extremo (1992; 477).

Un ejemplo de distribucién Imperiali sesgada hacia la mayorfa:
sea el electorado V:[550, 200, 150, 90, 10], una circunscripcién
M=6y la férmula Imperiali, basada en ¢(E)=E+2. Para un valor
de X como, por ejemplo, X=90, se obtiene V,/X=6,11, V,/X=2,22,
V,/X=1,67, V,/X=1,00, V,/X=0,11; ajustados los cocientes por el
criterio de término constante c=2, obtenemos [V,/X] =5,
[Vy/X]=1, [Vi/X]=0, [V/X].=0, [Vs/X].=0. Luego F
(v,6)=E:[5,1,0,0,0]. El ejemplo se reproduce en el cuadro 4.4.

4.3.3. Algoritmos generales

En el contexto de los estudios electorales, una manera bastante
habitual de caracterizar (a la europea, por decirlo asf) a los métodos
de divisores es reducir las secuencias de nimeros de los algoritmos
a un formato comin. Taagepera y Shugart (1989; 33) proponen
reducir las series al formato 1, 145, 142b, 143b, etc. Asi, b=1
distingue al método D’Hondt, b=2 al método Sainte-Lagué y b=3
a la formula danesa. De este modo, de la serie se desprenden las
secuencias de divisores de los métodos mis corrientes en la forma
en la que nos resultan mas familiares, es decir, empleando nimeros
enteros. Gallagher (1992; 474) propone un formato comin
alternativo para las férmulas de divisores, que no es sino 1/b,
1+1/b, 2+1/b, etc; o bien ¢, c+1, ¢+2, etc, y ¢=1/b. En esta
versién, para las formulas proporcionales, los divisores de la serie
tienen valores entre cero y la unidad, de modo que, por ejemplo,
la férmula D’Hondt emplea c=1, la de Sainte-Lagué c=1/2 y el
método danés c=1/3. No es éste el formato en el que normalmente
se encuentra la descripcion de los métodos en los libros de leyes,
o en los manuales, pero ambos algoritmos son equivalentes. Puede
llamarse algoritmo A al més tradicional y frecuente y algoritmo B
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a la alternativa de Gallagher. A efectos practicos, las series de
divisores en los algoritmos de las férmulas electorales (pero sélo si
son constantes) puede caracterizarse de cualquiera de las dos
maneras.

Algoritmo A: 1, b+1,2b+1, 3b+1.... (M-1)b+1; b>1
Algoritmo B: ¢, 1+c¢, 2+c¢, 3+c ...(M-1)+c. ; c=1/b

Abhora bien, a pesar de tratarse de algo esencial, me parece que
suele pasar inadvertido el hecho de que ¢, o 1/b, es la fraccién
minima de un cociente V,/X que resulta premiada con un escafio
afiadido a la cuota inferior con cada formula, es decir, coincide con
el término de ajuste de los criterios de divisores constantes’. Sélo
subrayando este hecho podemos entender por qué las series de
divisores permiten asignar los escafios de acuerdo con los criterios
de las respectivas formulas: el algoritmo B estd formado por la
serie de nimeros E-1+c, donde E es cada uno de los enteros
1<E<M y c un nimero real que, para las férmulas de reparto
proporcional, se encuentra en el intervalo O<c<1. Es decir, la serie
de nmimeros del algoritmo despliega el criterio ¢(E), que caracteriza
a la férmula.

De la desigualdad (4.2) se sigue que si la distribucién de
escafios se efectia con una formula F,, para dos partidos
cualesquiera i y j debe cumplirse que

V/(E-1+0)2V,/(E+0), @3)

lo que no es sino la expresién equivalente a (4.1) para el caso
especial de los criterios de divisores constantes.

5 Tanto Taagepera y Shugart (1989) como Gallagher (1992) designan sus
ntimeros con la letra 4 y, con ellos, muchos de los lugares que recogen la idea.
Designo los niimeros como b y ¢ para evitar confusiones y para subrayar su
comncidencia con el término de ajuste de los criterios de divisores defimdos mas

arriba.
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Por ejemplo, de la definicion de férmula de divisores de Sainte-
Lagué sec sigue que, para cualesquiera partidos i y j, debe ser
cierto que V,/(E;-'4)>V,/(E,+%). Dividir los votos de todos los
partidos por Y2, 1+, 2+, ... (M-1)+'%, y buscar los M
cocientes mayores garantiza que se satisface el criterio expresado
en la desigualdad. Del mismo modo, de la definicién de la férmula
D’Hondt se sigue que, para dos partidos i y j, debe ser cierto que
V/(E)=V,/(E,+1). Dividir los votos de todos los partidos por 1,
2, 3, ... M, y asignar un escafio a cada uno de los M cocientes
mayores, asegura que se cumple esta condicion.

Es evidente que no todas las series de divisores se pueden
caracterizar a partir de una ¢ o b constantes. En las féormulas de
Hill-Huntington y de Dean el criterio de divisor no da lugar a una
fraccion constante sino a una fraccién variable, que se obtiene en
funcién de E. Cuanto mayor es el niimero de escafios, mayor es la
fraccion. Pero el algoritmo se construye siguiendo el mismo
principio. De la definicién del primero de estos métodos se sigue
que, en una distribucioén de escafios conforme al criterio de Hill-
Huntington, debe ser cierto que V,/V[(E,-DE)] = V,/V(E(E;+1)].
Dividir los votos de todos los partidos por la serie v(0x1), v (1x2),
V(2x3), etc, asignando un escafio a cada uno de los cocientes
mayores, hasta M, nos proporciona de modo mecinico una
distribucién que respete el criterio de la media geométrica.

Puede ser ftil detallar aqui por qué los algoritmos A y B son
equivalentes. La razén se encuentra en una propiedad introducida
en la definicién de las férmulas electorales: la homogeneidad.
Puesto que las férmulas electorales son homogéneas, la asignacion
de escaifios no varia si el nimero de votos de todos los partidos se
multiplica por una misma constante, obteniendose asi un nuevo
electorado que es un vector equivalente. De este modo, si k es una
constante cualquiera que se multiplica a todos los partidos en el
vector kV, puede rescribirse la desigualdad (4.3) como
kV,/(E;-1+c)=kV,/(E,+c). Ahora bien, sea k=c, entonces también
puede escribirse que, si la distribucién se efectiia con una férmula
que emplea un criterio ¢, para dos partidos i y j debe ser cierto que
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V/(E-1)c+1)2V/(E; Ic+1),
0, lo que es lo mismo, si b=1/c,
V/(E-1]6+1)2V,/(Eb+1). 4.5)

El algoritmo general de Taagepera y Shugart, o algoritmo A, se
construye como la serie (E-1)b+1 para los enteros 1<E<M, que es
el denominador de la parte izquierda de la desigualdad (4.5).

4.3.4. La formula mayoritaria simple

Parece natural preguntarse si, puestos a considerar criterios de
divisores que producen resultados sesgados hacia la mayoria, no es
posible construir una férmula de divisores que dé lugar a lo que
cominmente llamamos un reparto mayoritario simple: todos los
escafios para el partido mayor. Es sencillo comprobar que,
efectivamente, éste es el caso.

La férmula mayoritaria concede E, =M escafios al partido mayor
y E=0 a cualquier partido con votos v,<v,. En particular, el
segundo partido no debe obtener ningiin escafio, 1o que excluye la
posibilidad de que cualquier partido distinto del mayor lo haga. A
partir de (4.3) podemos escribir que, si el partido mayor tiene
indice uno y el segundo partido indice dos, una fé6rmula basada en
un criterio ¢(E) produce un reparto mayoritario en al menos un
resultado E que es solucién de la formula si

Vi/(M-1+c)2V,/c.

Por lo que puede demostrarse que, para un electorado ordenado
Vi 2V, 2...V, una férmula constante de divisores basada en un
criterio de ajuste c(E)=E+c, produce una asignacién mayoritaria
si el término de ajuste es
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¢ 2(VIM-1))/(V, -V)). (4.6)

Un ejemplo de distribucién mayoritaria simple: sea el
electorado V:[550, 200, 150, 90, 10] y una circunscripcién M=6.
Por (4.6) sabemos que la férmula de divisores que reproduce el
reparto mayoritario ha de basarse en un criterio con término de
ajuste ¢220/7 o, aproximadamente, ¢>2,857. Adoptemos, por
simplicidad, la férmula D + 3, basada, naturalmente, en c¢(E) =E+3.
La regla busca un divisor tal que cada partido recibe tantos escafios
como el tercer entero menor que €l cociente entre sus votos y €l
mismo (el ajuste “redondea” despreciando los decimales y dos
partes enteras de las fracciones). Para un valor de X como, por
ejemplo, X=68, se obtiene V,/X=8,09, V,/X=2,94, V,/X=2,21,
V./X=1,32, V,/X=0,15; ajustados los cocientes por el criterio de
término constante c¢=3, obtenemos [V,/X].=6, [V,/X]. =0,
[V,/X].=0,{V,/X].=0, [Vs/X].=0. Luego F(V,6)=E:[6,0,0,0,0]. El
mismo ejemplo se reproduce en el cuadro 4.4.

La condicién (4.6) indica el minimo término de ajuste que
produce el miximo sesgo minoritario para un vector de votos,
conocido al menos el tamafio de sus dos primeros componentes. La
siguiente pregunta natural es si existe un término de ajuste que
siempre, para cualquier electorado, reproduzca el reparto
mayoritario, es decir, si existe un criterio c¢(E) en el que se basa la
férmula mayoritaria simple. La respuesta obvia es que la férmula
mayoritaria simple es la férmula de divisores con término de ajuste
arbitrariamente grande o infinito, esto es, un caso degenerado de
formula de divisores, cuando c-,

Este razonamiento puede conectarse con una muy buena
intuicién de Taagepera y Shugart (1989; 34), quienes, a partir de
la sencilla sistematizacién de los algoritmos comunes para los
métodos de divisores, sugieren que el método mayoritario
plurinominal es el caracterizado por el algoritmo al que da lugar
b=0. Al reducir a cero la distancia entre los divisores de su serie
nos encontramos con que los votos de los partidos son divididos por
una sucesiéon de nimeros iguales (1,1,1,1..), de manera que el
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primer partido siempre tiene el cociente mayor (el famoso
“promedio mayor”, que nada promedia). Puesto que c=1/b,
cuando la distancia de su serie (algoritmos A) tiende a cero, nuestro
término de ajuste tiende a infinito.

Ahora bien, por (4.6) podemos precisar que el valor de ¢ que
genera una férmula con resultado de reparto por mayoria simple es

Cuadro 4.3. Métodos de divisores no negativos constantes

c(E)=E+c E-1+c< ViX < E+c; 1<E<M; c20; ¢=1/b

Algoritmo para hallar un valor de X: A) Dividir los votos de los partidos por
1,1+5,14+2b, 1+43b... 1+(M-1)b; multiplicar el M-ésimo mayor cociente
encontrado por b. O bien, B) dividir los votos de los partidos por ¢, 14, 2+,
3+c...(M-1)+c; tomar el M-ésimo mayor cociente.

D+0. Férmula Adams. b~ e ¢=0.
E-1< V/X< E. Algoritmo: 0-1-2-34..
D+1/3. Férmula danesa. b=3; c=1/3.

E-1+1/3< V/X < E+1/3. Algoritmo: 1-4-7-10.. / 0,33-1,33-2,33..

D+0,5. Férmula Sainte Lagu& (Webster). b=2; c=1/2.
E-1+1/2< V/X < E+1/2.  Algoritmo: 1-3-5-7../ 0,5-1,5- 2,5-3,5..

D+1. Férmula D’Hondt (Jefferson). b=1; c=1.
E<V/X<E+1 Algoritmo: 1-2-3-4...

D+2. Férmula Imperiali (de divisores). b=0,5; c=2.
E+1< V/X < E42. Algoritmo: 1- 1,5-2-2,5../ 2-3-4-5..

D+. Férmula mayoritaria (caso limite). b=0; c~oo.
“Algoritmo™: 1-1-1-1-1...

necesariamente infinito s6lo cuando el primer y el segundo partido
son iguales. El maximo término de ajuste es suficiente pero no
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necesario a menos que V,=V,. Si en el electorado existe un partido
que aventaja en votos a todos los demis, entonces también existe
una férmula basada en c(E) con término de ajuste finito que
resuelve el problema de asignacion de escafios de modo
estrictamente mayoritario.

El cuadro 4.3 presenta los datos de los miembros destacados de
la familia de los divisores constantes, incluyendo a la férmula
mayoritaria como caso Iimite. No hay que decir que las posibles
férmulas electorales de divisores son infinitas.

El cuadro se completa con una modesta propuesta de
nomenclatura sistemdtica para las formulas, paralela a la sugerida
para los métodos de cuota. Los nombres histdricos, sin duda,
tienen mejor sonido y eco, pero no se pueden inventar nombres
para cada una de las infinitas férmulas de divisores.

4.4. ;Pueden compararse las cuotas y los divisores?

El parecido entre las cuotas y esa especie de cuotas variables
que son los divisores ha llevado a algunos autores (Lijphart 1986;
Gallagher 1992) a sugerir que los métodos de divisores pueden
considerarse como casos especiales de métodos de cuota.’ Estos
autores identifican la “cuota” de los métodos de divisores con una
cifra concreta, el divisor que se puede hallar por medio del
algoritmo habitual de cada método, que es el divisor maximo
posible dada la distribucién de los votos.

Hasta cierto punto, la propuesta de Lijphart y de Gallagher de
buscar la cuota implicita de los métodos de divisores se encamina
hacia una formulacién menos accidental de estos métodos. Esto es
plausible en la medida en que contribuya a que los métodos de
divisores dejen de discutirse, frente a la aparente claridad de las
férmulas de cuota, como ristras de nimeros de las que

®Otros autores siguen una linea parectda en su exposicién de las férmulas
electorales Por ejemplo, Ramirez (1993).



Meétodos de divisores / 105

mecénicamente, y hasta sorprendentemente, se desprende una
asignacion de escafios. Sin embargo, la simple equiparacion de las
cuotas y de los divisores presenta evidentes problemas y es fuente
de inexactitudes.

4.4.1. El divisor como cuota variable

Contemplado bajo la especie de las cuotas, podemos decir que
el método D’Hondt emplea una “cuota” tan baja como sea
necesario para que ningin resto resulte jamas premiado. Puede
describirse como una férmula que parte tentativamente de la cuota
Droop, pero la reduce tanto como sea necesario para lograr su fin.
Por su parte, el método de Sainte-Lagué emplea una “cuota” lo
bastante generosa como para que resulten premiados todos los
restos si y s6lo si son superiores a la mitad de la “cuota”, que
tiende a oscilar alrededor de la cuota simple (es su cuota tentativa).
Todavia més liberal, la “cuota” del método danés es tan alta como
para premiar a los restos equivalentes a un tercio de la misma. El
método Adams, un campedn de las minorijas, busca una cuota tan
alta como sea necesario para que todos y cada uno de los partidos
reciban un escafio por sus restos. Podria describirse como un
método que parte tentativamente de la “cuota larga” (la mayor
cuota que es decisiva) y la extiende tanto como se precise para que
hasta el mis pequeiio de los partidos logre un escaiio.

Las férmulas de divisores recuerdan, en cierto modo, a las
férmulas compuestas de cuota y restos mayores. El método
D’Hondt, por ejemplo, guarda parecido con el método Imperiali de
restos mayores, pero éste tiene sélo dos posiciones o estados
(1/[M+2]) y 1/[M+1]), una de las cuales, la de menor cuota
posible, se selecciona tras conocerse la distribucién del voto en V.
El método D’Hondt, como cualquier método de divisores, tiene
infinitas posiciones posibles y se ajusta automaticamente: la cuota
empleada puede ser 1/(M+1), 1/(M+1,95) o 1/(M+2,87). Puede
ser, en definitiva, cualquier cuota que permita distribuir los escaiios
sin premiar ningin resto, pues ésa es la regla.
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En el cuadro 4.4 se presenta una nueva serie de ejemplos de
asignacion de escafios (M=6) por métodos de divisores constantes,
tomando como divisor efectivo (X) el valor del menor cociente que
obtiene un escafio en la matriz del algoritmo. En segundo lugar,
dentro de la tabla, aparece la férmulas D’Hondt, cuyo divisor
efectivo es, en el ejemplo, X=137,5; si deseamos expresar este
divisor como cuota en forma de fraccion x=¢, la “cuota” que el
método emplea en el problema V del ejemplo es 1/(M+1,3). Sin
embargo, en un ejemplo distinto introducido méas arriba, en el
cuadro 4.1, el divisor de la férmula D’Hondt es X =150 (para un
sistema que también suma V=1000 votos, pero con solos M=4
escaiios), lo que, traducido a una cuota, equivale a 1/(M+2,7). La
magnitud exacta de la cuota no es esencial, como sf lo es en los
métodos de cuota y restos mayores, lo esencial es que la cuota
permita despreciar todos los “restos” para asignar los escafios.
Pueden también compararse los casos en los que se aplica la
féormula de Sainte-Lagué en los cuadros 4.1 y 4.4, donde los
divisores efectivos son equivalentes a las cuotas 1/(M-0,44) y
1/(M+0,17), respectivamente. Se diria que el divisor trata de
aproximarse a la cuota simple de Hare, pero, de nuevo, lo que hay
que subrayar es que el valor especifico de la cuota no es lo
esencial, sino que la cuota permite despreciar todos los “restos”
que no alcanzan el tamafio de media cuota.’

Los divisores son variables y, en ese sentido, las férmulas de
divisores son, si acaso, semejantes a las formulas compuestas de
cuota y restos mayores. La principal diferencia se encuentra en
que, en lugar de las rudimentarias dos posiciones de las férmulas
de cuota como Imperiali o Imperiali reforzada, las férmulas de
divisores estin compuestas por infinitas posiciones dentro de un

7 Contra la pretensién de dar una importancia sustantiva al valor del divisor,
pueden traerse aqui las palabras de Webster, primer descubridor de la férmula de
Sainte-Lague: “What is a divisor? Not necessarily a simple number. It may be composed
of a whole number and a fraction; it may itself be the result of a previous process; it
may be anything, in short, which produces accurate and uniform division’ (Citado por
Balisnki y Young 1982; 33).
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recorrido. La estrategia adecuada para intentar una comparacién
entre las cuotas propiamente dichas y los divisores no es generar
una carga de ejemplos y, a continuacion, afirmar que, por ejemplo,
la “cuota” de Sainte-Lagué tiende a oscilar en torno a la cuota
simple, o que la “cuota” D’Hondt tiende a ser menor que la cuota
Droop, aunque ambas cosas sean ciertas. Teniendo a la vista el
caso de las formulas compuestas, la estrategia adecuada consiste en
delimitar los valores miximo y minimo del recorrido del divisor en
cada formula. Esto es, el valor miximo y minimo que permite que
el criterio de divisores quede satisfecho en cada caso.

4.4.2. Divisores minimo y mdximo y divisor efectivo

El problema de la determinacion de los recorridos teéricamente
posibles para el divisor-cuota en cada una de las férmulas aparece
complicado por el hecho de que el divisor ni siquiera es un dnico
nimero, para cada problema de distribucién de escafios, sino que,
como ya se ha sefialado, normalmente (salvo cuando hay empates)
comprende un recorrido de nimeros que, en cada caso, pueden
“hacer el trabajo”. En los ejemplos del cuadro 4.4, el divisor
D’Hondt es 110< X<137,5, o bien, aproximadamente,
1/(M+3)<x<1/(M+1,3) ; el divisor de Sainte-Lagiie es
157,2<X<180, obien 1/(M+0,36) <x<1/(M~-0,44); el divisor de
Adams, el mayor posible, es 276<X<550, o bien
1/(M-2,4)<xs<1/(M-4,2).

Llamese x*(V,M,c) al divisor mayor de cada recorrido, es
decir, el divisor mayor que es posible que produzca una asignacioén
E de M para V conforme a cada criterio ¢(E). De igual modo,
llamese x™(V,M,¢) al divisor menor que produce una asignacién E
para V en M con un criterio ¢(E). Para cada criterio de divisores
¢(E) existe un divisor mdximo xy,x que es una funcién del nimero
de partidos o componentes del sistema y del nimero de escafios a
distribuir, xy,x(p,M,c), asi como un divisor minimo Xy (p.M,c).
Los divisores minimo y maximo no son los valores extremos que
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puede adoptar la variable “cuota” en un problema de distribucién
de M escaiios, pero si los valores méximo y minimo que nos
proporcionan alguna informacién, pues para cualquier sistema V
con p partidos, Xy, x(@,M,c)2 x"(V,M,c) y xuun(p.M,0)<x*(V,M,C).
Cualquier recorrido de divisores, o bien contiene al divisor
maximo, o bien contiene al divisor minimo, o bien estd
comprendido entre ambos. Demostrar la existencia de los divisores
méximo y minimo y hallar las funciones que los determinan excede
los confines de este capitulo, pues constituye la natural introduccion
a las funciones de umbrales, materia de los capitulos siguientes (5
y 6).

Hasta aqui se ha tomado como divisor efectivo, segin es la
costumbre, al divisor més alto del recorrido (x*), que es el
resultado necesario de seguir mecénicamente el procedimiento de
buscar el cociente menor premiado en la matriz del algoritmo. La
decision de equiparar ese valor con la cuota, tal y como hacen tanto
Lijphart (1986) como Gallagher (1992), no esti justificada. La
comparacién directa de cuotas y divisores induce asi a confusiones,
como sucede cuando Gallagher (1992; 484) insiste, tratando de
corregir a Lijphart (1986; 176), en que la “cuota” D’Hondt puede
ser mayor que la cuota Droop. Un valor del divisor D Hondt
puede ser mayor que la cuota Droop, pero no cualquier divisor
puede ser identificado con una cuota de manera informativa. En el
caso del método D’Hondt, el divisor pierde efectividad si supera la
cuota Droop, pues ésta queda contenida siempre en el mismo
recorrido que cualquier divisor D’Hondt que sea mayor, Y,
lagicamente, produce los mismos resultados. En otras palabras, la
cuota Droop, 1/(M+1) es el divisor miximo x,,,x del método
D’Hondt.

Puede anticiparse que el divisor minimo del método D’Hondt
es xyyn=1/(M+p-1). En un problema, como en el ejemplo del
cuadro 4.4, de cinco partidos, el divisor minimo es 1/(M+4). El
método D’Hondt funciona en este caso como una especie de
férmula (compuesta) Imperiali super-reforzada, que, ademas, puede
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probar con todas las cuotas en el intervalo 1<n<4, y no sélo con las
dos extremas.

En adelante, seguiremos la convencién de llamar divisor
efectivo al divisor mayor de un recorrido, siempre que no incluya
ni al maximo ni al minimo. Si el recorrido de divisores posibles
comprende al divisor méximo, éste es el divisor efectivo. Si el
recorrido de divisores comprende al divisor minimo, éste es el
divisor efectivo.

4.4.3. Los divisores no son cuotas inviolables

La cuota es inviolable, es decir, cada partido obtiene, en una
férmula de cuota y restos mayores, al menos su cuota inferior S,.
El divisor de muchas férmulas (para ser preciso, de las no
proporcionales), no es una cuota en este sentido. Nétese que el
método D’Hondt encuentra la cuota minima que es posible aplicar
en un problema cualquiera de distribucién de escafios en cualquier
V; con una “cuota” menor no seria posible que cada partido
recibiese tantos escafios como cuotas, pues no habria escaifios
suficientes. El método D’Hondt encuentra y adopta como divisor
la cuota minima que es decisiva en V; su divisor maximo es
idéntico a la cuota Droop, que es la cuota minima que es decisiva
para cualquier V (recuérdese que el intervalo decisivo para las
cuotas es —1<n<1). Sin embargo, ninguna férmula de cuota puede
funcionar con una “cuota” semejante a los valores que pueden ser
tipicos del divisor Imperiali.

En el ejemplo del cuadro 4.4, el divisor efectivo de la férmula
Imperiali es el mayor del recorrido 76<X<91,7, lo que
aproximadamente equivale al intervalo 1/(M+7,2)<x<
1/(M+4,9). Aunque Gallagher (1992; 484) los incluya con las
cuotas en una misma tabla comparativa, no tiene ningin sentido
decir que los divisores Imperiali son “casos especiales” de cuota.
El divisor Imperiali ha de ser lo bastante pequefio como para que
cada partido obtenga un escafio menos que su “cuota inferior”, lo
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mayoritarios y proporcionales

Cuadro 4.4.Asignacién de escaiios con cinco métodos de divisores,

1D +3 Divisor mdximo X=68,7, Uex =27,3%, Uin =13,04%, D =5

v 3 4 5 6 7 8 E V/x [V/x.,c=3
A 550 183 138 110 91,7 78,6 68,7 6 8 6
B 200 67,7 50 40 33,3 286 25 0 2,9 0
C 150 5 37,5 30 25 214 18,7 0 2,2 0
D 29 30 22,5 18 15 12,9 11,2 0 1,3 0
E 10 33 25 2 1,7 14 1.2 0 0,14 0
Suma 1000 6 14,5 6
Umperiall de divisores Dwisor X=91,7, Uex =22%, Un =12,5%, D = 28,3
\'% 2 3 4 5 6 7 E V/x [V/x),c=2
A 550 275 183 138 110 91,7 78,6 5 6 5
B 200 100 67,7 50 40 33,3 28,6 1 2,18 1
C 150 75 S0 375 30 25 214 0 1,64 0
D 9% 45 30 22,5 18 15 129 0 0,98 0
E 10 5 3,3 25 2 1,7 14 0 0,11 0
Suma 1000 6 10,9 6
D 'Hondt Divisor X=137,5 Uex =14,3%; Un=10%,; D =13,3
v 1 2 3 4 5 6 E V/x [V/x],, c=1
A 550 550 275 183 138 110 91,7 4 4 4
B 200 200 100 67,7 50 40 333 1 1,45 1
C 150 150 75 50 375 30 25 1 1,09 1
D 9% 9% 45 30 22,5 18 15 0 0,65 0
E 10 10 5 33 25 2 1,7 0 0,07 0
Suma 1000 6 7,3 6
Samte-Lague. Divisor X=180; Uex=11,1%, Uin=6,7%; D= 9,3
vV 05 15 25 35 45 E V/x [V/x).; c=0,5
A 550 1100 361 220 157 122 3 3,06 3
B 200 400 133 8 57,1 444 1 1,11 1
C 150 300 100 60 42,9 333 1 0,83 1
D 9 180 60 36 257 20 1 0,5 1
E 10 20 6,7 4 29 22 0 0,06 0
Suma 1000 6 5,6 6
Adams Divisor X=550, Uex 0%, Uin =0%; D = 25.
\'% 0 1 2 3 4 E V/x  [V/x)., c=0
A 550 = 550 275 183 138 2 1 2
B 200 e 200 100 67,7 50 1 0,36 1
C 150 o 150 75 50 375 1 0,27 1
D 90 © 90 45 30 225 1 0,16 1
E 10 o 10 5 33 25 1 0,02 1
Suma 1000 6 1,8 6
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que supone una violacién de la cuota. Como se refleja en las dos
Gltimas columnas de la tabla, el ajuste de los cocientes disminuye
su valor en al menos una parte entera. Este reparto es inconcebible
para una férmula de cuota y restos mayores, simple o compuesta
que sea

La identificacién de las férmulas de divisores como un tipo de
féormula de cuota, aunque bastante forzada, es posible solo si
pensamos en las férmulas de divisores como féormulas compuestas
de un nimero indeterminado de cuotas dentro de un recorrido. Sin
embargo, mantener la analogia cuando pasamos a férmulas de
divisores no proporcionales, en los que ¢> 1, es simplemente una
equivocacién, pues el divisor es siempre demasiado pequefio como
para asemejarse a una cuota propiamente dicha.

4.5. Divisores y sesgo en la distribucién de escafios

Es evidente que de los divisores-cuota se predica la misma
“paradoja de las cuotas altas” que de las cuotas propias. Menores
divisores benefician més a los partidos mayores: mayores divisores
dispersan los escafios, menores divisores los concentran.
Nuevamente, podemos observar en el cuadro 4.4 que, de forma
analoga a lo que sucede con los métodos de cuota, el umbral de
exclusién permanece constante, al menos siempre que los partidos
son mas que los escafios, mientras que el umbral de inclusién
disminuye con el divisor X. En los ejemplos del cuadro 4.4 tanto
el umbral de exclusién como el umbral de inclusién varian en
sentido inverso al tamaifio de la cuota.

El valor preciso del divisor efectivo en cada problema es
variable, por lo que no es un buen asidero para intentar ordenar las
féormulas con el fin de comparar sus efectos. Sin embargo, €l
término ¢ de ajuste en el criterio de divisores ¢(E) en los que se
basa cada una de las férmulas constantes ofrece un modo sencillo
y natural de ordenarlas. Cuanto mayor es el término de ajuste c,
mds parece favorecer el reparto de escafios al partido mayor, pues
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mas concentrados aparecen los escafios en el primer componente de
E. De modo inverso, cuanto menor es el término ¢, més favorece
el reparto a los partidos menores, pues més dispersos aparecen los
escafios entre los componentes de E.

El minimo término de ajuste no negativo es c=0; D+0 da lugar
a una distribucién maximamente igualitaria de seis escafios entre
cinco partidos. A mayores valores de ¢ en el criterio de ajuste, mas
se concentran los escafios en el primer partido, que, en este caso,
tiene la mayoria absoluta de los votos. Con la férmula Imperiali, la
mayoria obtiene todos los escafios menos uno. Con la férmula
D+3, la mayoria obtiene todos los escafios. Cualquier criterio de
ajuste ¢>2,86 da lugar a un reparto mayoritario para el vector V
del cuadro 4.4. Si pensamos en una férmula en la que el término
de ajuste tiende a infinito, D+, entonces obtenemos la férmula
mayoritaria simple, que siempre y en todo caso asigna el conjunto
de los escafios a la mayoria.

Ejemplos como los presentados en el cuadro 4.1 pueden hacer
pensar que las formulas mas favorables a los partidos menores son
méis proporcionales y viceversa, pues, en dicho ejemplo, el
indicador D de desviacién de la proporcionalidad disminuye cuando
el término de ajuste es menor. Sin embargo, la segunda serie de
ejemplos (cuadro 4.4) deja claro que esta apreciacién, nada
infrecuente, es un error. La desviacién de la proporcionalidad
disminuye mondtonamente con ¢ hasta la férmula Sainte-Lagiie,
pero vuelve a aumentar con la formula Adams. La férmula Adams
y la férmula mayoritaria son formulas que se desvian de la
proporcionalidad perfecta en sentidos opuestos, sesgando el
resultado en favor de la mayoria o de las minorias (aunque la
féormula Adams sélo lo hace cuando el sesgo es inevitable). Los
indicadores de desviacién, como D, no pueden reflejar esa
polaridad. En este ejemplo, el reparto mayoritario da lugar a una
desviacion agregada D=45 y la formula Adams da lugar a D=23,
pero su posicién en la escala de proximidad a la proporcionalidad
no nos informa sobre el hecho de que ambas férmulas son, en
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realidad, extremos opuestos de férmulas de divisores (divisores con
término negativo aparte).

A partir de ejemplos como los de 4.4 es posible argumentar que
la férmula de Sainte-Lagué es la mas proporcional. La formula més
proporcional, idealmente, seria aquella que no introdujese sesgos
de ningin tipo, ni en favor de los partidos mayores ni en favor de
los menores. La férmula de Sainte-Lagiie, al redondear los
cocientes de modo ordinario, es una buena candidata a ocupar el
puesto. Sin embargo, la conclusién esencial es que, con
independencia de si alguna férmula merece el titulo de no sesgada,
en cualquier férmula de divisores constantes, cuanto mayor sea el
término de ajuste ¢, mayor el premio para la mayoria; y cuanto
menor sea el término de ajuste, menor el premio, ldmese castigo
si se quiere.

4.6. Formulas igualitarias

Con la técnica de los divisores es posible inventar férmulas con
un sesgo favorable a las minorfas més pronunciado ain que el
presente en la formula Adams; son las formulas de tipo igualitario.
Las formulas de tipo igualitario son una construccion que solo tiene
interés como posibilidad tedrica, ya que equivalen al reparto igual
de una parte de los escafios, seguido de la distribucién, mediante
una férmula proporcional, de otra parte de los mismos. Es decir,
las férmulas de tipo igualitario resumen en una tnica funcién la
distribucién de escafios con un requisito previo de asignacién
minima, que es aquello que a menudo encontramos en los sistemas
de prorrateo de representantes entre circunscripciones.

Las formulas igualitarias pueden construirse con criterios de
divisor negativo constante. Un criterio de divisor negativo
constante es una regla de ajuste ¢(E) monétona creciente con la
forma c(E)=E+c definido para todos los enteros £20 donde c, €l
término de ajuste, es un ndmero real negativo
-(\M/p]-1)/p<c<0, donde |M/p | se lee como el (mayor) entero
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menor o igual que la fraccién M/p. Recuérdese que el ajuste c=0
de un cociente es el primer entero mayor del mismo, [z],=[z], de
manera que todas las partes no enteras, hasta la minima fraccién,
obtienen un escafio; con un ajuste negativo todas las partes no
enteras obtienen mds de un escafio. Un ajuste negativo de un
cociente siempre es un mimero mayor que el menor entero mayor
que el cociente, de manera que ¢(E) <E. Por ejemplo, el criterio de
ajuste de la regla D~1 es c(E)=E-1. Con esta regla, un partido
recibe E escarfios si y solo si

E~2< V/X <E, -1.

Este método es la imagen especular de la férmula Imperiali de
divisores (D +2). Cada circunscripcion (o “partido”) obtiene tantos
escafios como los equivalentes al segundo entero mayor que el
cociente V,/X. Esta formula es equivalente a distribuir un escafio
a cada uno de los p partidos y asignar los restantes M-p escafios
por el método Adams. El algoritmo natural para encontrar un
divisor D-1 es dividir los votos de los partidos por 0-0-1-2-
3...M-2 y buscar el M-ésimo mayor cociente.

Si la magnitud es lo suficientemente grande, en relacién al
ntmero de partidos, el término de ajuste puede decrecer bastante.
He aqui un ejemplo de distribucién con férmula aiin més igualitaria
que la anterior: sea el electorado V:[550, 240, 210], una
circunscripcion M=12y la formula D-2, basada en ¢(E)=E-2. Para
un valor de X como, por ejemplo, X=230, se obtiene V;/X=2,39,
V,/X=1,04, V,/X=0,91; ajustados los cocientes por el criterio de
término constante c¢=-2, obtenemos [V,/X].=5, [Vo/X]. =4,
[V,/X].=3. Luego F(V,12)=E:[5,4,3]. La férmula se caracteriza
por la desigualdad

E-3<V/X<E, -2,
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un divisor X para esta férmula puede encontrarse con el algoritmo
0-0-0-1-2-3, etc. Cada partido obtiene siempre tres escafios como
minimo.

Podria pensarse que es un prurito analitico intentar crear una
férmula con nombre propio para lo que no es sino una férmula
comtn precedida de un requisito de asignacién minima de escafios.
Pero debe notarse que la férmula Adams es equivalente al método
que consiste en distribuir un escafio a cada partido y M-p escafios
por el método D’Hondt. Sin embargo, a nadie se le ha ocurrido
decir que no se trate de una verdadera férmula. También puede
decirse, por cierto, que la formula D-1 es equivalente a distribuir
dos escafios a partes iguales y M-2p escafios empleando la regla
D’Hondt; que la formula D-2, distribuye tres a todos por igual y
asigna los restantes con esa misma regla; y asi sucesivamente.

Muchos otros ejemplos de férmulas igualitarias no tienen un
término de ajuste entero. Por ejemplo, D-0,5 es la férmula que
emplea el criterio ¢(E)=E-0,5 y distribuye un escafio para cada
partido y M-p mediante la férmula Sainte-Lagué. Puede
encontrarse un divisor D-0,5 empleando el algoritmo 0-0,5-1-2...
La férmula se caracteriza por la desigualdad

E-1,5 < V/X <E, -0,5.

Todas las reglas en las que el término de ajuste se encuentra en
el intervalo -1<c¢<0, es decir, la férmula Adams incluida,
garantizan un escafio a cada parte, por lo que se encuentran
limitadas a un dominio tal que p<M; todas las reglas en las que el
término de ajuste se encuentra en el intervalo -2 <cx< -1 garantizan
dos escafios a cada parte, por lo que su limitacion consiste en que
el nimero de contendientes sea tal que 2p<M; y asi sucesivamente.
La limitacién para las férmulas igualitarias, incluyendo como caso
especial a la formula proporcional més igualitaria o Adams, es
mp<M , donde m, el nimero minimo de escafios, que suele
presentarse como requisito previo en los sistemas de prorrateo, €s
igual a uno més el entero mayor o igual del valor absoluto del
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término de ajuste, cuando dicho término es igual o menor que cero:
m=1+{|c|]y c<0.

El valor minimo extremo del término de ajuste ¢ es mayor que
-(M-1)/p, que cobra distintos valores dependiendo de la relacién
entre p y M. Si M/p es un entero, éste es el nimero méximo de
escaflos que se puede garantizar a un partido en una distribucién de
tipo igualitario es la parte alicuota de los representantes, m=M/p.
Si M no es divisible entre p, entonces el valor maximo de m se
encuentra entre la parte alicuanta (M-1)/p, cuando, por asi
decirlo, sobre un escafio para completar un reparto igualitario
perfecto, y la parte alicuanta (M-p+1)/p, cuando fata un escaiio,
o sobra un partido, para lo mismo. La regla D-((M/p| -1) puede
caracterizarse como la que persigue un divisor lo suficientemente
grande como para que para cada partido i sea cierto que

E-M/p] < V/X < E, -|M/p] +1,

por lo que todos los partidos obtienen siempre |M/p| y algunos
partidos pueden obtener |[M/p| +1 escafios. Notese que, en la
igualdad perfecta, para todo partido es cierto que E,=M/p, por lo
que el cociente de los votos y el divisor es siempre cero, o el
divisor es infinito: X-co,

En el cuadro 4.5 se muestran ejemplos de distribuciones de
escafios con férmulas igualitarias, contrastadas con formulas de
término de ajuste no negativo (proporcionales y mayoritarias). De
hecho, en la tabla aparecen todas las distribuciones de doce escafios
que son posibles a partir de un vector de votos V: [550, 240, 210]
y una férmula de divisores. Puede haber infinitas férmulas que
produzcan un mismo resultado, las férmulas que se emplean en la
tabla son s6lo un ejemplo; pero no existen resultados distintos de
los nueve vectores E' a E’.

El resultado estrictamente igualitario se alcanza con un criterio
de ajuste c¢(E)=E-3; téngase en cuenta que, en este problema, éste
es el valor minimo posible del término negativo de ajuste: -(M/p |
-1)=3. Puesto que la igualdad es perfecta, el divisor es infinito. De
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otro lado, el resultado estrictamente mayoritario puede alcanzarse
con un criterio de ajuste ¢(E)=E+9. Tanto la igualdad perfecta
como la “mayoria perfecta” son resultados de férmulas electorales,
aunque existe una asimetria entre ambos polos: la mayoria perfecta
siempre es un resultado posible de una férmula, la igualdad
perfecta s6lo cuando los escafios son divisibles entre los partidos.

Por dltimo, vale la pena subrayar que la tabla vuelve a
transmitir el mensaje de que, si bien la desviacién de la
proporcionalidad tiende a ser mayor en los resultados a medida en
que el sesgo es mas favorable a los partidos mayores, la desviacion
también es posible con un sesgo igualitario, y puede ser
considerable.

Cuadro 4.5. Distribuciones de doce escaifios en un sistema de tres
partidos
V: {550, 240, 210] Desviacién | Divisor Formula Tipo
(Clave D+c¢)
E: [4, 4, 4] 0,217 X~eo D-3
Tipo
2. = -
E* [5,4,3] 0,133 X= D-2 igualitario
16, 3, 3] 0,050 X=137,5 D-1
E: [6, 3, 3] 0,050 X=105 D+0 Adams Tipo
proporcional
E%[7,3,2] 0,043 X=78,6 D+1 D’Hondt
E% I8, 2, 2] 0,117 X=61 D+2 Imperiali
E%[9,2, 1) 0,200 X=45,8 D+4
E’: [10, 1, 1] 0,283 X=35 D+6 Tipo
E% 1L, 1,0) 0,367 X=30 D+8 mayoritario
E®: [12, 0, 0} 0,450 X=27,5 D+9
E’ [12, 0, 0] 0,450 X~0 D+
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4.7. Recapitulacion

Las formulas electorales de divisores se basan en distintos
criterios de ajuste para los cocientes entre el voto de los partidos y
el divisor, un nimero escogido de entre aquéllos que hacen posible
que, dada la magnitud electoral, todos los escafios sean distribuidos
respetando el criterio de ajuste en cada caso. Los criterios de ajuste
pueden ser o no constantes. Los criterios de ajuste constantes son
los habituales en las férmulas electorales que se emplean en los
sistemas de competicién partidista. Los criterios de ajuste pueden
conducir o no a férmulas proporcionales, en el sentido minimo del
criterio general de proporcionalidad.

El divisor final de un reparto con estas férmulas guarda cierto
parecido con las cuotas, parecido que se oscurece cuando se intenta
entender el funcionamiento de estos métodos a partir de sus
algoritmos de célculo, pero la técnica de las férmulas de divisores
impide hablar sin ambigiiedad de algo equivalente a la cuota en
estas formulas. Las cuotas son rigidas, inviolables y, por ello,
restringidas a su dominio de aplicacion. En las férmulas de
divisores el valor exacto del divisor es, en la mayoria de los casos,
irrelevante; lo importante es que facilite la divisién que se busca
con el criterio concreto que caracteriza a la férmula. De cada
criterio de ajuste en una formula de divisores se siguen unos
valores maximo y minimo que el divisor puede tomar en cada
problema de distribucién de escafios. Dichos divisores maximo y
minimo son los que se debe comparar, si se desea, con las cuotas,
como si fuesen las cuotas mayor y menor de una férmula
compuesta. Aunque la analogfa es bastante débil, es lo mis lejos
que se puede llegar.

Las férmulas de divisores son infinitas. Las férmulas en las que
el criterio de ajuste es constante pueden ordenarse por el tamafio
del término de ajuste. El orden por el término de ajuste produce un
orden paralelo al orden de las formulas de cuota por el tamafio de
la misma, o, mas precisamente, por el tamafio del modificador:
cuanto mayor el modificador, mayor el sesgo hacia la mayorfa. En
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las formulas de divisores constantes, cuanto mayor es el término de
ajuste, mayor es el sesgo hacia la mayorfa en el resultado de la
férmula. La formula no negativa mas favorable a los partidos
menores es la formula Adams. La férmula mas favorable a la
mayoria es, logicamente, la féormula mayoritaria simple. La
férmula mayoritaria no es sino un caso limite, de férmula de
divisores, cuando el término de ajuste tiende a infinito, aunque se
ha demostrado que, excepto si los dos primeros partidos son
iguales, existe siempre una férmula de término de ajuste finito que
reproduce un resultado mayoritario.

Las férmulas con criterio de divisor no constante son menos
faciles de ordenar. Por ejemplo, la media geométrica es siempre
menor que la media aritmética, por lo que el divisor de la férmula
Hill-Hiuntington estard siempre entre el divisor de la formula
Sainte-Lagué y el de la formula Adams. Sin embargo, no es posible
ordenar estas tres formulas y, digamos, Ia formula danesa, de modo
simultdneo. La media geométrica es a veces menor y a veces mayor
que un tercio, que es el criterio de ajuste de la férmula danesa.

Las formulas de divisores pueden clasificarse en igualitarias
proporcionales y no proporcionales. Las férmulas igualitarias son
férmulas peculiares, inexistentes en la prictica electoral (salvo bajo
la especie de sistemas de prorrateo de escafios con requisito previo)
que emplean criterios de divisores basados en términos negativos
de ajuste. No son férmulas proporcionales aquellas en las que el
término de ajuste en el criterio de divisor constante es mayor o
menor que la unidad. En el primer caso encontramos a las férmulas
mayoritarias, en el segundo caso a las igualitarias. No parece facil
responder a la pregunta acerca de cudl, entre las proporcionales, lo
es mas, pero es una pregunta que, en general, considero
secundaria. Lo més importante es poder predecir los efectos de las
formulas, la direccién y magnitud del sesgo. El distinto efecto de
las féormulas sobre los partidos segin el tamaiio relativo de los
mismos es 1o que nos interesa perseguir y entender.



CAPITULO CINCO

SISTEMAS DE REPRESENTACION Y FUNCIONES
DE UMBRAL: EL BIPARTIDISMO

5.1. Introduccion

Este capitulo est4 dividido en dos grandes secciones de desigual
extensién. En la primera de ellas se comienza por repasar parte del
terreno conocido, los umbrales de representacién de las férmulas
electorales, y por resefiar los primeros intentos de generalizacion
de los umbrales de manera que puedan obtenerse las funciones
completas de cada férmula. En segundo lugar, dentro de esta
primera seccién, se propone la forma general de las funciones de
umbral que se irdn descubriendo a lo largo de este capitulo y el
proximo.

Las funciones de umbral indican los limites dentro de los cuales
pueden encontrarse los vectores que son resultado de una formula,
dado el nimero de partidos y la magnitud electoral. Es decir,
conocido el niimero de partidos, podemos determinar los votos que
cada férmula puede requerir como minimo y como méximo para
cada nimero de escafios. A partir de las funciones de umbral se
pueden determinar también las funciones de pagos, que son las
funciones que indican los escafios que un partido puede cosechar,
en ¢l mejor y en el peor de los casos, con sus votos. Una féormula
electoral es una funcién que asigna votos a escafios, conocida la
distribucién del voto; la funcién de pagos de una férmula electoral
asigna una “horquilla” de escafios a un partido cualquiera, el
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partido que podemos llamar de referencia, conocido el mimero de
sus competidores, para cualquier distribucién del voto entre los
Mmismos.

Los intentos que se han efectuado hasta la fecha para
determinar las funciones de umbrales se reducen, que yo sepa, 2
dos: Rae (1971) y Lijphart y Gibberd (1977). El segundo de ellos
es preciso en lo que alcanza, pero carece de la suficiente
generalidad, pues analiza las funciones de una en una, hasta cuatro,
como si fueran individuos realmente peculiares. Ninguno sugiere
las funciones de pagos propiamente dichas. Lo que aqui se propone
son las funciones generatrices de todas las funciones de umbrales,
basadas en el hecho de que todas las formulas electorales son
variaciones de dos temas: las cuotas y los divisores. Esto no s6lo
tiene una considerable ventaja practica, pues ahora podemos conocer
de modo mecanico infinitas funciones de umbrales, sino que aclara
de modo que juzgo definitivo algunas cuestiones importantes sobre
el funcionamiento de las férmulas. Creo que al poder verlas “todas
juntas”, me atrevo a decir que por primera vez, resultan inmediatas
las semejanzas entre unas y otras, su parentesco con la
proporcionalidad y, sobre todo, su parentesco con la férmula
mayoritaria.

En la segunda seccion de este capitulo se exploran las funciones
de umbrales en el caso especial del bipartidismo. La presencia de
dos partidos simplifica considerablemente el problema de la
representacion y permite apreciar con especial nitidez las virtudes
del enfoque que aqui se propone. Las formulas electorales son, en el
dominio bipartidista, variaciones sobre un tinico tema, los divisores,
pues las formulas de cuota o no estin definidas o son idénticas a una
formula de divisores. Todas las férmulas electorales pueden
ordenarse en un continuo entre la formula de reparto mayoritario
simple y la férmula de reparto igualitario simple.

El espacio de la representaci6n lo forman dos ejes: los votos y
los escafios. En las funciones de umbrales situamos a los votos
necesarios y suficientes en las abscisas y al nimero de escafios en
las ordenadas. Cuando invertimos las funciones, en las funciones de
pagos, los escafios minimos y maximos se sitian en las abscisas y
los votos en las ordenadas. La informacién es esencialmente la
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misma que en las funciones de umbrales, aunque hay algunas
conclusiones interesantes que se derivan con mas facilidad a partir
de las funciones de pagos. Dentro de este espacio, la bisectriz indica
siempre la proporcionalidad perfecta. La funcién de umbrales de Ia
mayoria es una funcion plana, la funcién de umbrales de la igualdad
es vertical; entre ambas, todas las funciones de umbrales se ordenan
por su mayor 0 menor pendiente, que indica su tendencia mas bien
mayoritaria o mas bien igualitaria,

El espacio de la representacion también se puede “regionalizar”,
determimando asi qué funciones son proporcionales, cuiles
mayoritarias y cudles igualitarias. También puede buscarse la
férmula que merezca el honroso titulo de no sesgada, aunque esto no
debe confundirse con la clasica biisqueda de un orden para las
férmulas como mejores o peores aproximaciones a la
proporcionalidad. La proporcionalidad no es una férmula electoral,
sino un criterio que algunas formulas electorales respetan. No es una
formula, sino una regién. La proporcionalidad perfecta, como
prescripeién universal para los resultados, no forma parte del
continuo de las formulas.

El espacio dela representacion puede ampliarse para incluir anti-
formulas electorales, formulas que rinden menos escafios cuanto
mds votos se suman. Como un puro ejercicio analitico, se presentan
también las funciones de estas anti-férmulas. El objetivo es subrayar
que las férmulas electorales y no eleciorales son infinitas
variaciones sobre un mismo tema.

Las funciones de umbrales (o, alternativamente, las funciones
de pagos) permiten elaborar una especie de tabla periédica general
para todas las férmulas electorales constantes (y, de hecho, también
para las anti-férmulas), al menos para el caso del bipartidismo.
Creo que esta conclusion es el resultado mas importante de este
capitulo. Una tabla peri6dica permite enfocar correctamente las
peculiaridades de cada férmula, permitiéndonos situarlas dentro de
una serie en la que los elementos adyacentes las comparten hasta
cierto punto. Permite también comprender cuando se producen
cambios cualitativos, cuidndo empiezan los metales y terminan los
no metales (o las férmulas proporcionales y las mayoritarias).
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Permite, por ultimo, situar elementos en la tabla que no son
conocidos “en la naturaleza” y describir sus propiedades.

Aunque la analogia con la tabla periédica de los elementos no
es perfecta (sugerirlo seria una pretensién grotesca), creo que
también permite describir la actividad de los estudios electorales
como la de los quimicos que se afanan en medir las reacciones de
cada compuesto tomado por separado, sin enconirar pautas
enteramente precisas. Se observan los resultados electorales “en la
naturaleza”, se producen ejemplos de laboratorio, a menudo
complejos e ingeniosos, y se tabulan las mediciones. En no pocas
ocasiones se encuentran pautas generales bastante convincentes ¢
incluso, algunas de ellas, se retrotraen a principios deductivos, es
decir, basados en propiedades abstractas de los procedimientos. No
obstante, los principios generales de clasificacién son siempre
aproximados.

Una excepcién més que notable es el trabajo de Balinski y
Young (1982), que es, en pricticamente todos los sentidos, muy
superior al que aqui se presenta. Sin embargo, su enfoque
deductivo se centra en una relativamente pequefia regién del
espacio de la representacién: las férmulas de divisores de
representacion proporcional. Por lo que a estas formulas se refiere,
su trabajo préicticamente podria considerarse definitivo (aunque, en
realidad, no exploran méas que las cinco formulas tradicionales de
divisores, sugiriendo tan sé6lo que su nimero es infinito). Pero en
ningiin momento tratan de encontrar la continuidad, y la
discontinuidad, entre estas férmulas y las infinitas férmulas
posibles, por lo que, dentro de su esquema, es inconcebible que las
férmulas proporcionales sean miembros de una misma familia que
la férmula mayoritaria simple. En mi opini6n, el instrumento del
que carecen y que les impide avanzar mas es el de las funciones de
umbrales de las férmulas. Es para mi increfble que hayan rodeado
la cuesti6n sin llegar a ella. De hecho, su Gnica observacién sobre
los umbrales, exactamente al final del libro, esti completamente
desconectada del resto de su anilisis y, lo que es mas sorprendente,
estd equivocada (Balinski y Young 1982; 153-154). Posiblemente
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se trata del dnico error positivo (aparte de las ausencias) del mejor
libro sobre férmulas de representacién proporcional que existe. Lo
inico que puede explicar que su investigacién dejara de lado estas
funciones es que su dieta de ejemplos proviene de los sistemas de
prorrateo de escafios, donde la pregunta sobre cuédntos escafios
crece un partido con sus votos no es empiricamente acuciante.

Precisamente, dos de las funciones analizadas por Balinski y
Young obligan a hacer algunas salvedades importantes en la tabla
clasificatoria. Las férmulas proporcionales que emplean criterios
de divisores variables (la media geométrica y la media arménica)
no pueden reducirse a una expresion analitica general que conecte
umbrales con escafios en el caso general de la competicion
multipartidista. En el caso especial del bipartidismo, veremos que
las funciones de umbrales si existen, pero solo pueden ordenarse
parcialmente en la tabla de las funciones constantes.

Por lo demas, a partir del estudio de las funciones de umbrales
y su disposicion en una tabla resultan transparentes los dos efectos
mecanicos esenciales de un sistema electoral elemental: la
frapmentacién y la proporcionalidad en la distribucién de los
escafios. Aqui hay que subrayar la palabra sistema electoral. Un
sistema electoral se compone de magnitud y férmula. En este
capitulo comparamos férmulas con una magnitud constante y con
un mimero de partidos fijado en dos. Pero es un hecho conocido
que la magnitud es decisiva en los sistemas electorales, tanto que,
si la magnitud es uno, todos los sistemas son iguales. Las férmulas
electorales tienden a concentrar o a dispersar los escaiios entre los
partidos, pero no puede dispersarse lo que no puede dividirse.
Dada una magnitud electoral, las férmulas son responsables del
grado de fragmentacién en el reparto de escafios (la fragmentacién
“parlamentaria”), pero un escafic no puede fragmentarse y dos
escafios s6lo admiten un grado de fragmentacion. Dada una formula
electoral, la magnitud electoral es responsable del grado de
proporcionalidad en los resultados: son més proporcionales cuanto
mayor la magnitud, aunque no de modo lineal sino como tendencia,
al menos hasta la magnitud perfecta.
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I. UMBRALES DE REPRESENTACION Y FUNCIONES DE
UMBRALES

5.2. Umbrales de exclusion y de inclusién

En toda circunscripeion electoral existen dos umbrales que son
determinantes para comprender las posibilidades de acceso a la
representacién de los partidos o candidatos en la misma. Uno de
ellos nos indica el porcentaje de votos por debajo del cual es
imposible lograr la minima representacién, mientras que el otro
sefiala la fraccion de votos por encima de la cual es imposible no
obtenerla.

El primero de estos umbrales estd identificado al menos desde
Rokkan (1971), quien lo llamé umbral de representacion, aunque
también es conocido como umbral de inclusidn, término que voy a
preferir en estas piginas. Para la férmula D’Hondt de reparto de
escafios (pero no para otras) viene dado por

U,y= L(Mrp-1).

Donde M representa la magnitud del distrito y p el niimero de
partidos o listas que compiten por los M escafios.

La primera determinacion del segundo de estos umbrales se
atribuye a Rae, Loosemore y Hanby (1971). A este umbral lo
llamamos umbral de exclusion. En el caso de la férmula D’Hondt y
de algunas de las formulas mas comunes, el umbral es independiente
del nmimero de partidos y se corresponde con esta fraccion:

Uy, = 1/(M+1).

En un distrito electoral en €l que cuatro partidos compiten por
tres escafios, que se distribuyen de acuerdo con la férmula D Hondt,
el umbral de inclusién resulta ser del 16,7% de los votos. En ese
mismo distrito, el umbral de exclusion se situaria en el 25% de los
votos, cualquiera que fuese el niimero de partidos. El umbral de
inclusién sefiala el porcentaje minimo de votos con el cual un
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partido, en las mejores circunstancias, puede obtener un escafio en
un distrito, dadas la férmula (D’Hondt en el ejemplo), el ntimero de
escaiios y el nimero de competidores. El umbral de exclusion indica
el porcentaje maximo de votos con el que un partido puede, en las
peores circunstancias, quedarse sin representacion. O, lo que es lo
mismo, el umbral cuya superacién le asegura un escafio en cualquier
caso. En otros términos: superar el umbral de inclusién es condicion
necesaria (pero no suficiente) para obtener un escafio, mientras que
superar €] umbral de exclusién es condicién suficiente (pero no
necesaria) para lo mismo. Dicho todavia en ofros términos: un
partido con una fraccion de votos igual al umbral de inclusién
obtendra un escafio como méximo; un partido con una fraccién de
votos por encima del umbral de exclusidon obtiene un escafio como
minimo.

Lijphart y Gibberd (1977), corrigieron diversos errores en Rae
et al(1971) y en Rae (1971) y determinaron los umbrales de
inclusion y de exclusién para cuatro férmulas electorales. En este
importante articulo, siguiendo una propuesta de Rae (1971),
generalizaron la idea de umbral para cualquier nimero de escafios
que pueda obtener un partido, introduciendo las nociones de votos
minimos y maximos. Gallagher (1992), construyendo sobre la
contribucién de estos autores, determina, en un trabajo
practicamente exhaustivo, los umbrales de inclusion y de exclusién
de nueve férmulas de reparto de escafios.

El cuadro 5.1 presenta los umbrales de exclusién e inclusion de
una muestra de quince de las muchas férmulas de reparto de escafios
que existen 0 que podemos inventar, proporcionales y no
proporcionales. La timica ausencia importante, entra las formulas
comunes, es la llamada férmula de Sainte-Lagué modificada, que es
una formula anémala que debe ser tratada aparte. Las seis primeras
férmulas son variedades de métodos de cuota y restos mayores,
incluyendo el sistema de voto tnico no transferible. La segunda
mitad de la tabla ofrece ejemplos de umbrales para formulas de
divisores. El método mayoritario es, ya lo hemos visto, un caso
limite de las férmulas de divisores. Pero también es un caso limite
de toda formula de reparto de escafios cuando la magnitud electoral
es uno. Notese que los umbrales de exclusion y de inclusion de todas
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las férmulas se reducen a % y a 1/p, respectivamente, cuando la
magnitud de los distritos es la unidad, excepto aquellas que no estin
definidas para ese caso.

Cuadro 5.1. Umbrales de representacidn de distintas
formulas electorales.
Formula Umbral de exclusion Umbral de
inclusion
pM+l  p<M+1

NONT AT _ (AT, 0,0) (0, p,2)..
“Cuota larga” 1I(M+1) (p-2)/(p(M-1) O
RM-Hare 1/(M+1)  (p-1)(pM) 1/(pM)
RM-Droop V/(M+1)  1/(M+1) 2/(p(M+1))
RM-Imperiali /(M+1)  1/(M+1) 3/(p(M+2))
RM-Imperiali V(M+1)  1/(MH]) 4/(p(M+3))
reforzada
Adams, Hill, Dean®* o (e, 0) (2,0)
Danesa L/(M+1) 1(3M-2pt3) 1/(3M+p-3)
Sainte-Lagué (pura) [/(M+1) 1/(2M-p+2) 12MHp-2)
D’Hondt 1/(M+1)  1/(M+1) 1/(M+p-1)
Imperiali (divisores) 2/(M+3) 2/(M+3) 2/(M+2p-1) |
Mayoritaria simple  1/2 12 l/p

Notas: 1. La formula igualitaria VUNT no esta definida en el caso en el
que p<M. Si p =M, el umbral de exclusién es nulo. Si p =M+1 el umbral
de exclusioén es el umbral ordinal. El umbral de inclusién es nulo en los
casos en los que la formula esti definida, excepto si M=1, elevandose a
1/p. 2.Estas formulas no estin definidas para p>M.

El cuadro nos recuerda que la magnitud del distrito determina
por si misma el umbral de exclusion en la mayoria de los casos; es
decir, en general, de la magnitud de los distritos se sigue
inmediatamente la condicién suficiente para obtener la minima
representacion. Todo método de representacién proporcional ofrece
a los partidos un umbral de exclusion idéntico a 1/(M+1) si su
niimero es mayor que ¢l nimero de escafios a repartir (p2M+1).
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Dicho de otro modo, las férmulas en las que €l umbral de exclusién
es mas elevado no son formulas de reparto proporcional. El hecho
de que el umbral de exclusién dependa de la magnitud vy no
discrimine entre las formulas proporcionales se sigue de que todas
respetan un principio ordinal de exclusién. Ningin partido queda
excluido si no es posible ordenar los partidos de mayor a menor (de
mas a menos preferido por el conjunto de votantes) de manera que
haya M partidos rnayores (mejor clasificados en la preferencia
colectiva). Si un partido obtiene una fraccién de votos mayor que
1/(M+1), entonces no puede situarse como €l partido con el ordinal
M1, cualquiera que sea el voto obtenido por los demas partidos.
Obviamente, el sistema de voto tnico no transferible hace de este
principio su Gnica guia de accién. No es una férmula proporcional,
pero este hecho muestra su parentesco con aquéllas.

La fraccién 1/(M+1) puede llamarse umbral ordinal o
estructural. Es una variable puramente institucional. Esta fraccién
marca una situacion de posible empate enfre partidos que es
relevante para todas las férmulas proporcionales y que ninguna
formula puede solucionar, dando lugar a muiltiples resultados.
Encontramos este empate cuando M+1 partidos compiten por M/
escafios y todos tienen idéntico nimero de votos. Solo una pequeiia
perturbacion en la distribucién del voto, sustrayendo un voto a uno
de los partidos, resuelve el empate.

Elumbral de exclusion de los métodos no proporcionales, de los
que la férmula de divisores Imperiali es un ejemplo, es superior al
umbral ordinal. El umbral % es el maximo umbral posible en un
método de reparto en el que no sea mejor tener menos votos que los
rivales, mas bien que lo confrario, es decir, el maximo umbral de
una férmula electoral.

Con algunas formulas, si el ntimero de partidos que compiten es
menor ¢ igual a la magnitud, el umbral de exclusién decrece con
dicho numero. Esto es cierto en todas las formulas proporcionales de
divisores excepto en D’Hondt y Adams, que son las altemativas
limites dentro de la proporcionalidad. También es cierto en todas las
férmulas de cuota en las que la cuota es menor que la cuota Droop.
Los valores de estos umbrales vienen dados por la segunda columna
de la tabla. Notese que cuando el niimero de partidos es exactamente
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M+1, las formulas de las dos columnas arrojan idéntico resultado
(1/[M+1]). Aunque resulta menos inmediato para la intuicion, estos
umbrales se computan, igualmente, en el punto en el que las diversas
férmulas no pueden decidir como distribuir p-1 escafios entre los p
partidos contendientes.

El umbral de inclusion no es una variable puramente
mstitucional, dado que su valor se incrementa o decrece con el
ntmero de partidos. El umbral de inclusion de las férmulas se
calcula en el punto en el que cada una de ellas no puede decidir
sobre como asignar un escafio por el que compiten todos los p
partidos. El umbral mas alto posible para una férmula electoral es el
del método mayoritario y se produce en la igualdad de voto entre
todos los partidos (v=1/p). El umbral de inclusién mas alto de un
método de reparto proporcional es el umbral de la férmula D’Hondt.
El umbral minimo posible es cero, que es el caso de la formula de
“cuota larga” o la formula Adams, entre ofras.

Los umbrales de exclusion y de inclusién han demostrado ser
herramientas fundamentales en los estudios electorales, tanto por si
mismos como en la medida en que son la base del umbral efectivo
de los sistemas electorales, concepto operacionalizado a partir de los
anteriores por Lijphart (1994) y que se ha mostrade muy 1til en la
ciencia politica comparada. Es natural preguntarse por la
posibilidad de extender los umbrales a fin de conocer sus valores
para cada mimero de escafios, no simplemente el primero. Asi lo
hicieron Rae, Loosemore y Hanby (1971) y Lijphart y Gibberd
(1977), quienes determinaron con precisién la funcion de umbrales
para cuatro formulas electorales. Sin embargo, la investigacion sobre
estas funciones se ha detenido donde ellos la dejaron.

5.3. Funciones de wmbral

Lijphart y Gibberd (1977; 230) introducen el término “funcién
de pagos de las férmulas electorales” para designar lo que en estas
pAginas se denomina funciones de umbral. Sus funciones se
construyen “en términos de las proporciones méximas y minimas del
voto que un partido puede tener que pagar para ganar un cierto

it
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numero de escafios”. Estos autores siguen la pista abierta por Rae,
Hanby y Loosemore (Rae 1971; 193) en su generalizacién de los
umbrales de exclusion e inclusién de algunas férmulas para
cualquer mitnero de escafios mas alld del primero. Los votos
minimos para alcanzar E escafios son el umbral de inclusién para el
escafio E-ésimo. Los votos maximos con los que se pueden lograr
E escafios son el umbral de exclusién para alcanzar £+1 escafios.
Las funciones de pagos propiamente dichas se construyen, como
veremos, a partir de las funciones de umbral. Con una determinada
proporcion de los votos, las funciones de pagos nos indican cuantos
escafios pueden esperarse como maximo y como minimo.

Construir las funciones de umbral en términos de votos minimos
y maximos puede ser muy atil, en la medida en que ayuda a la
intuicion, si lo que queremos examinar es la horquilla de votos con
los que un partido puede no cambiar el niimeroc de sus escafios. Esto
también puede indicarnos las desviaciones méximas y minimas
respecto a la norma de la proporcionalidad perfecta. Una forma
alternativa de construir las funciones es hacerlo de manera que
indiquen cudntos son los votos que un partido debe alcanzar como
minimo (condicion necesaria) y como mdaximo (condicién
suficiente) para lograr una misma cifra de escafios. Se frata, en
definitiva, de construir la funcién de votos necesarios y suficientes.
Los votos necesarios, obviamente, son los votos minimos y
podemos designarlos de cualquiera de las dos maneras. Los votos
suficientes son iguales a los votos méaximos, pero retrasada la
variable E (el niimero de escafios) en una unidad, de maunera gue los
votos maximos para E escafios son los votos suficientes para E+1
escafios. La funcion de votos maxitnos estd definida para E=0,
mientras que la funcion de votos suficientes sélo se encuentra
definida para E>1. El lenguaje de los votos maximos y el de los
votos suficientes simplemente nos sitia en las dos caras de un
mismo umbral. Los votos maximos para tener cero escafios son el
umbral de exclusién del primer escafio. El lenguaje de los votos
maximos nos sittia del lado desde el que convencionalmente
interpretamos el umbral de exclusion, como linea mas allé de la cual
la probabilidad de obtener un escafio es uno.

La diferencia entre el enfoque de Lijphart y Gibberd (1977) y el
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que aqui se presenta es su generalidad. Lijphart y Gibberd deducen
una a una, por un procedimiento complicado, pero exacto, las
funciones de umbrales de cuatro férmulas electorales: Hare, Sainte-
Lagué, Samte-Lagué modificado y D’Hondt, corrigiendo de paso
algunos notables errores en Rae y sus colaboradores (1971). Lo que
aqui se persigue es la funcién generatriz de todas las funciones de
umbrales, de manera que se puedan determinar los umbrales de
cualquier férmula electoral.

3.3.1. Forma general de las funciones de umbral

Para determinar los votos necesar10s o suficientes necesitamos
conocer cuales son los puntos en los que se pueden producir empates
méximamente competitivos. Recuérdese que los empates por la
inclusion son aquéllos que, implicando a todos los partidos, pueden
resolverse afiadiendo un voto 2 uno de ellos, mientras que los
empates por la exclusién pueden resolverse sustrayendo un voto a
uno de los partidos. En la primera situacion, el partido que obtiene
el escafio consigue el maximo provecho posible de sus votos, pues
logra un escafio con la menor cantidad de votos con que es posible
obtenerlo. En 1a segunda situacion, el partido que pierde el escafio
obtiene el peor resultado posible con sus votos, pues deja de recibir
un escafio con la méxima cantidad de votos con la que un partido se
puede ver privado del mismo.

Para los métodos de cuota, dado que ésta es invariante, lo que
buscamos son el menor resto que puede quedar sin un escafio
afiadido a la cuota inferior v el mayor resto que puede quedar
excluido para un escafio afiadido a la cuota inferior. Buscamos, en
definitiva, el valor mimimo de la fraccién r (rpy) que puede hacer
que un partido alcance su cuota superior, asi como el valor maximo
de r (ryax) que puede impedir que un partido alcance su cuota
superior {o bien, leida la fraccién como un umbral, la que garantiza
que lo alcanza) para cada formula basada en g, cada magnitud My
cada nlimero de competidores p. Asi, para todo partido { tal que v,
/q, =S,tr, sir,<ryn, entonces E,=S,, y si r, >y €ntonces £,=5+1.
De este modo, y a partir de la desigualdad
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E-1+r<v,/q, < Eftr,

pueden establecerse las funciones de votos minimos y maximos, o
de votos necesarios y suficientes,

win(E) =(E-1+ryn)g, VieclE) =vyni(E)
Max(E)Y=(Etrya)g, Veur(E) =(E ~1tryax)g,

Para los métodos de divisores constantes, lo que buscamos son
los valores minimos y maximos del divisor efectivo x (Xyp ¥ Xyax)
para cada férmula F, basada en una regia de ajuste constante c¢(E),
cada magnitud y cada niimero de partidos, que pueden dar lugar a
que un partido obtenga o pierda E escafios. La fraccién minima y
maxima que puede recibir un escafio afiadido 2 su “cuota” es
invariante (c), pero es una fraccién tomada sobre una “cuota”
variable V/X (o 1/x). El divisor x,,,, es el divisor efectivo en caso de
empate por la inclusién de todos los partidos, lo que constituye la
mejor situacion posible para el ganador. El divisor x,,x €s el divisor
efectivo en caso de empate por la exclusidn del mayor niimero
posible de partidos, lo que constituye la peor situacion posible para
el perdedor. Son los divisores efectivos mayores y menores.
Recuérdese que el divisor puede ser un niimero cualquiera dentro de
un recorrido de divisores que pueden resolver un mismo problema
de distribucién en conformidad con un mismo criterio ¢(E). El
nimero mas bajo de cualquier recorrido de divisores (x°) es mayor
que €l divisor méximo x5 y €l nimero mas alto de cualquier
recorrido (x*) nunca es menor que €l divisor minimo x,q. Puede
haber divisores empiricos mayores que el divisor méaximo, pero
siempre contienen al divisor maximo en su recorrido. Puede haber
divisores menores que el divisor minimo, pero como parte de un
recorrido que contiene al divisor minimo. No puede haber recorridos
que contengan ambos limites a la vez, salvo que el divisor méaximo
coincida con el minimo, como sucede en 1a competicién bipartidista,
pero puede haber recorridos de divisores que no comprendan a
ninguna de las dos posibilidades extremas. Conocido los valores
limite, méxime y minimo, de los divisores efectivos, y a partir de la
desigualdad
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E~ltc<v /x < Ete,

pueden establecerse las funciones de votos minimos y maximos, o
de votos necesarios y suficientes,

n(E) =(E- 1+ WneclE) =Vl E)
Vaeax(E)=(EHCDpax Vsur(E) =(E-1+C)xyax

Tanto el resto minimo £y, como €l divisor minimo X, son
funciones de la magnitud, el ndmero de partidos y, por supuesto, la
férmula (en qué tamafio de cuota g, o qué regla de ajuste c(E) se
base la férmula). Dados estos parimetros como constantes, los votos
minimos o necesarios son funciones lineales del niimero de escafios
a los que aspira un partido. Tanto el resto maximo ry,,y como el
divisor maximo x5 son funciones de la magnitud, el nimero de
partidos y €l tipo de formula, pero también del nimero de escafios
a los que aspira el partido. Como veremos, dados los parametros, los
votos maximos y los votos suficientes no son funciones lineales del
niimero de escafios a los que aspira un partido.

Los escafios que obtiene un partido con sus votos se determinan
con certeza una vez que se conoce toda la distribucidn de apoyos
entre los partidos. Las funciones de pagos permiten conocer la
horquilla de escafios para un partido de referencia que tenga una
cierta expectativa de votos, dada toda la informacién sobre F, My
p, comoquiera que se distribuya €l voto entre los restantes partidos.

II. UN CASO ESPECIAL: LA COMPETICION
BIPARTIDISTA

5.4. Funcién generatriz de los umbrales

Con dos partidos, las formulas de cuota y restos mayores son
idénticas a las formulas de divisores, aunque hay que tener en
cuenta que sélo las cuotas del intervalo decisive (-1sn<1) estan
definidas en el dominio de la competicién bipartidista. La f6rmula
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de Sainte-Lagué (D+0,5) es, en este dominio, equivalente a la
formula de Hare (Q+0) de restos mayores: el fnico resto
premiado, tras descontarse los votos equivalentes a las cuotas
simples enteras de los partidos, necesariamente es mayor que la
fraccién % de la cuota, pues de lo contrario serfa menor que el
resto del contrincante. La formula D’Hondt (D41) es ahora
idéntica a la férmula Droop de restos mayores, pues, tras aplicar
la cuota Droop (Q+1) en una competicién bipartidista, todos los
escafios son asignados por cuota y ninglin resto puede recibir
escafios. La formula Adams (D+0) equivale a la distribucion de
escafios por “cuota larga” y restos mayores {Q-1). La fraccién
menor que recibe escafios es ahora la fraccidén minima, o cualquier
resto, pues el niimero maximo de escafios que se asignan por cuota
es M-1.

Todas las férmulas basadas en cuotas dentro del intervalo
decisivo pueden construirse como férmulas de divisores en el caso
del bipartidismo. Sin embargo, en el caso del bipartidismo pueden
construirse férmulas de divisores que no tienen equivalente alguno
en la tecnologia de las cuotas y restos mayores. Estas son las
férmulas de divisores en los que la regla de ajuste ¢(E) es tal que
¢>1. Con dos partidos, podemos fijar simultdneamente la cunota y
la fraccién de la cuota que debe recibir escafios no asignados por
cuota, pero si la fraccién, esto es, el término de ajuste, es superior
aun entero, no podemos leer las fraccién como “resto” que recibe
un escaiio,

El hecho de que las formulas de cuota se puedan traducir a
férmulas de divisores, pero no a la inversa, no quiere decir,
necesariamente, que el lenguaje de las formulas de divisores sea
maés fundamental. En el contexto del multipartidismo observaremos
que las formulas de cuota y de divisores son simplemnente
intraducibles, lo que se reflejard en un problema de
inconmensurabilidad parcial a 12 hora de ordenarlas. Este problema
se simplifica notablemente en el bipartidismo, situacion en la que
todas las férmulas electorales constantes estin ordenadas.

La peculiaridad de la competicién bipartidista es que los votos
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necesarios y suficientes para obtener un determinado nimero de
escaiios son los mismos. Por ejemplo, con la formula de Sainte-
Lagug, el umnbral de inclusién, o condicién necesaria para obtener
un primer escafio, se sitia en la mitad de la cuota (1/(2M)), pero
rebasar ese umbral es también condicién suficiente para obtenerlo.
El umbral de inclusion coincide con el de exclusi6n. Esta identidad
se verifica para cualquier mimero de escafios, por lo que la funcién
de votos minimos coincide con la de votos suficientes. Esto no
quiere decir otra cosa sino que el divisor maximo y minimo son
idénticos, Xyn=Xyax, © que cada férmula produce un tnico divisor
efectivo xywx para cada problema de distribucién entre dos
partidos. El divisor empirico siempre puede ser un niimero
cualquiera dentro de un recorrido, excepto en los puntos precisos
en los que los partidos estin empatados por un escaiio, pues en
éstos el recorrido se reduce a un dinico nimero. El divisor efectivo
Xunmx de las férmulas electorales, en la competici6n bipartidista,
es un nimero que estd comprendido en todos los recorridos, es
decir, un nimero que podria resolver cualquier problema de
asignacién de escafios entre dos partidos, comoquiera que se
distribuyan los votos. El nimero de escafios de un partido de
referencia puede predecirse asi con toda certeza, y no dentro de
una horquilla, a partir de sus votos, lo que no es precisamente una
gran sorpresa, ya que los votos del segundo son conocidos a partir
de los del primero.

El empate méximamente competitivo por la inclusién/exclusién,
es decir, la situacién en la que la férmula electoral arroja dos
valores E y E’, sc da siempre que del cociente de ambos partidos
por el divisor sea tal que pueda ajustarse o “redondearse” hacia un
entero mis tanto como hacia uno menos, de manera que los
partidos se disputen ambos con una fraccién igual a c¢ el escafio
marginal. Es decir, cuando v, My pumx=E -1+ ¢, vofXyumx=Es~1+¢,
v, +v,=1y E\+E,=M+1. Se trata de la distribuci6n del voto en la
que, para cada uno de los partidos, el ajuste [v; [ty x]. tiene dos
valores F;-1 y E,. La férmula electoral es neutral con respecto a
cudl de los dos partidos recibe E; y cudl se contenta con E;-1. El
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conjunto F(v,M) para v:[v, v,] estd formado por E:[E, E,-1]y
E’:[E,-1, E,] y debe existir un procedimiento anénimo para decidir
entre los resultados. Por ejemplo, si el primer partido tiene el 90%
de los votos, el segundo partido el 10%, los escafios a repartir son
M=5yla férmula es D+0,5, el divisor es xyux=1/5 y tanto {5,0}
como [4,1] son soluciones de la formula.

Para determinar el valor de la fraccién divisor en una expresion
analitica para cada valor de ¢ y M, podemos sumar los cocientes v,
IXyax de los dos partidos, de donde obtenemos I1/xygux=
M-1+4+2c, o bien

Xypanx= 1/(M-1+20). (5.1)

Es facil comprobar asi que, con dos partidos, el método de
divisores de Sainte Lagué (D+0,5) es idéntico a la férmula Hare
(Q+0), pues xyux= go=1/M; el método D’Hondt (D +1) es igual
a la formmla Droop (Q+1), pues Xyux= ¢ =1/(M +1); y el método
danés (D+1/3) coincide con un método de cuota ligeramente
alargada Q-1/3: xypux= ¢.3=1/(M-1/3). El método Imperiali de
divisores (D +2) produce una divisor igual a la cuota de la férmula
Imperiali reforzada de restos mayores (Xypux = 3 =1/(M+3)),
aungue los métodos no son coincidentes.! Cuando ¢=0, el método
Adams (D+40) coincide con la cuota larga Q-1: Xywx=9.
=1/(M-1}.

Puesto que sabemos que el cociente de los votos de un partido
que obtiene E escafios se encuentra dentro del intervalo E-1+c¢ <
v, /x < E;+c, podemos determinar los votos minimos y maximos
con los que un partido obtiene E escafios como funcién de la
magnitud del distrito y de la regla c(E) de distribucion.

'La férmula de cuota Imperiali reforzada y restos mayores no esté definida
para p=2, pues los partidos siempre sumarian més cuotas que escafios haya. La
técnica de los restos mayores no es compatible con la nocién de que los restos o
fracciones puedan ser mayores de un entero.
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(E-14+c)YM-142¢) s v, s (E+c)/(M-1+2 ¢).
A partir de la primera desigualdad, obtenemos los votos
necesarios y suficientes para que un partido cualquiera obtenga E
escafios, dados M y c¢. La segunda desigualdad indica los votos

maximos con 10s que se pueden obtener sblo E escafios.

Funciones de umbral:

VinecsurlE) =Vuin(BE) = (E-1+c)/(M~-142 ¢);

p=2, 1<E<M, (5.2)
vMAX(E)= (E+C)/(M_1+2 C);
p=2,0<E<M-1. (5.3)

Estas son las funciones generatrices de las funciones de
umbrales de toda férmula de divisores constantes F, (o toda férmula
de cuota equivalente F,) en el dominio del bipartidismo p=2. Los
votos méaximos para lograr E escafios son el umbral de votos que
es suficiente rebasar para obteper E+1 escaiios. Siendo los votos
necesarios los mismos que los suficientes, la funcién de votos
méximos es paralela a la de votos minimos cualquiera que sea la
regla, por lo que no afiade ninguna informacién. La funcién de
votos maximos s6lo es lineal hasta E<M-1, pues para E=M la
fraccién de votos maximos no puede ser sino v=1.

El umbral de representacién (umbral, a la vez, de inclusién y
de exclusién) se obtiene dando el valor E=1 en la funcidén
generatriz de las funciones de umbral.

Umbral dinico de representacion:
(Un=Uey) U=c/(M-1+2c); p=2. (5.4)

La funcién generatriz representa a una familia de infinitas
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funciones lineales® con la forma

Vaecsur(E) =Xaux £ Xypamx + U

o bien
VumaxtE) aynmx E+ U, para 0<E<M -1, ¥ vy (E)=1 para E=M.

Tanto la pendiente como la constante de las funciones dependen
de ¢, dado M como un parametro. Por 5.2 y 5.4 comprobamos que,
manteniendo lo demds constante, cuanto mayor es ¢, menor es el
divisor-cuota Xy ¥ mayor es el umbral de representacion U;
cuanto menor €s ¢, mayor es el divisor-cuota Xy, ¥y menor es el
umbral de representacién U. Esta es la “paradoja de las cuotas
altas”.

5.5. Posicién e inclinacién de las funciones de umbrales.

Pada la magnitud del distrito M, la pendiente o inclinacion de
las funciones de umbrales varia con la regla de ajuste. Dentro de
las férmulas de criterio de ajuste no negativo ¢20, los casos
extremos son la férmula Adams (coincidente con la cuota larga) y
la férmula mayoritaria simple. La primera es la funcién mis
vertical de todas las formulas con término de ajuste no negativo,
(de hecho, la funcién de mayor pendiente entre las proporcionales),
mientras que la segunda es una funcién completamente plana (de
pendiente cero). Es notable que la funci6n plana puede construirse
como caso lfimite de férmula de divisores cuando el término ¢
tiende a infinito: ésta es la funcién de pagos de la férmula
mayoritaria simple. La posicidn de todas las rectas viene dada por
el umbral de mayoria. Con cualquier férmula electoral, la mitad de

?Recuérdese que excluye a las formulas en las que Ia regla de ajuste o criterio
de divisor no es una regla constante.
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los votos representa, en la competicién bipartidista, el umbral que
es necesario y suficiente superar para obtener la mayoria absoluta
de los escafios,

Todas las formulas de regla de ajuste constante no negativa
quedan comprendidas entre los dos casos limite de la funcién
generatriz 5.2 (¢=0, ¢-x):

Férmula Adams (¢=0):
E-1
M-1

Vecsye(E) =

Foérmula mayoritaria simple:

B i (E—l—fc)_}_
Vecsur(£)= 1 M-1+2¢/ 2~

En el primer limite, el miximo divisor conlleva el minimo
umbral; en el segundo limite, el minimo divisor conlleva el méximo
umbral. De un lado, encontramos a la férmula de cuota larga,
idéntica ahora a la formula Adams (D+0), cuya pendiente es
méxima y cuyo umbral de representacion es cero: Xy =1/(M-1),
U=0. De otro lado, la formula mayoritaria (D) es la funcién
plana que se obtiene cuando la fraccién ¢ tiende a infinito. La
pendiente desaparece Xyuumx=0, alcanzando el umbral un valor
méximo U=%.

A partir de la funcién generatriz de los umbrales de las
férmulas constantes, puede comprobarse ficilmente que, para toda
férmula electoral F, con p=2, vygeque(IM +11/2)=%. Con cualquier
férmula electoral, superar la mayoria absoluta, esto es, obtener méas
votos que ¢l rival, es condicién necesaria y suficiente para obtener
la mayoria de escafios cuando esta mayoria existe, es decir, cuando
los escafios son impares. La posicion de las rectas esta determinada
por el urabral de mayoria: todas las funciones pasan por ese pumnto.

La funcién 5.2 es una funcién generatriz de formulas
electorales, es decir, férmulas de reparto en las que la expectativa
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de escafios no decrece con los votos (condicién de monotonia
positiva). De este modo, si para dos partidos / v j es cierto que
vzV,, entonces E>E, en toda asignacién E que pertenece al
conjunto de soluciones de la férmula F(v,M). Si los dos partidos
son iguales, v,=v,, entonces para alguna asignacion E se cumple que
E2E y para alguna asignacién E’ se cumple que E<E,
perteneciendo E y E’ al conjunto de soluciones de la fdrmula. No
es posible que un partido con menos votos que otro tenga més
escailos, aunque es posible que ambos tengan los mismos escaiios;
de otro lado, si dos partidos son iguales, es posible que un partido
tenga mds escafios que otro, pero nunca en todas las asignaciones
que sonr un resultado de la férmula, pues suponemos que los
desempates se efectlian por una regla an6nima. Asi, por definici6n,
con cualquier formula electoral, dados dos partidos, superar el
umbral de mayoria absoluta de los votos, esto es, lograr més votos
que el rival, es condicién necesaria y suficiente para obtener la
mayoria de los escafios. Esta importante proposicion se refiere a
todas las férmulas electorales en la competicion bipartidista, sean
0 no proporcionales, sean o no constantes.?

Con cualquier férmula electoral distinta de la férmula
mayoritaria, si el niimero de escafios M es impar y los partidos son
D=2, entonces siempre que v,=V,, hay una asignacién E que
pertenece a F(v,M) en la que E,=(M+1)/2 y E,=(M~1)/2 y una
asignaciéon E’ que pertenece a F(v,M) en la que E,=(M-1)/2 y
E,=(M+1)/2. La funcién de umbrales refleja la relacién de votos
y escafios de un partido de referencia que rompe los empates en su
favor, por lo que, para toda formula electoral F, con p=2,
Vnecsue([M+1)/2)=1%4. Con la férmula mayoritaria la fraccién v=12
es el umbral cuya superacion es condicion necesaria y suficiente
para lograr toda la representacion.

Si el nimero de escafios es par, es decir, si (M+1)/2 no es un
entero, la funcién de umbrales indica que la fraccion de votos que

* De hecho, se refiere a todas las férmulas no negativas, mmcluyendo también
# las formulas 1guahtarias.
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es necesario y suficiente superar para obtener la mitad de los
escafios es siempre menor que la mitad de los votos (salve en el
caso de la formula limite de mayoria). Si los escafios a repartir son
M=3 y los partidos p=2, con cualguier férmula electoral, es
condicién necesaria y suficiente superar el 50% de los votos para
lograr dos escafios. Si los escafios en disputa son M=2, con la
férmula D’Hondt es condicién necesaria y suficiente superar un
tercio de los votos, con la férmula Sainte-Lagué es necesario un
cuarto de los votos, y asi sucesivamente.

El grifico 5.1 muestra, como foto de familia, un ejemplo de
parte del haz formado por las funciones de algunas férmulas
electorales constantes en una circunscripcién de cinco escafios, lo
que nos permite examinar, mediante sencilla inspeccién visual, los
asuntos que se han mencionado. El cuadro 5.2 detalla la
informacién del grafico. Las funciones de votos necesarios y
suficientes de todas las férmulas pasan por un mismo pusto (v=1%
; E=[M+1}/2). Estando constreiiidas a pasar por ese punto, cuanto
mayor es su pendiente menor es el umbral de representaciéon y
viceversa. El coste del acceso esti inversamente relacionado con el
coste del crecimiento: cuanto més sencillo es lograr el primer
escafio, més dificil es lograr un escafio afiadido. Es la “paradoja de
las cuotas altas”.

Cuadro5.2. Votos necesarios y suficientes para E escafios (M=5; p=2)

E Adams Danesa  Ste-Lagué D’Hondt Imperiai Mayorfa

1 0,00% 7.14% 10,00% 16,67%  25,00%  50,00%
2 2500% 28,57% 30,00% 33,33% 37.50%  50,00%
3 50,0% 50,00% 50,00% 50,00% 50,00%  50,00%
4 7500% 71,43% 70,00% 66,67%  62,50%  50,00%
5 100,00% 92,8% 90,00% 83,33%  75,00%  50,00%




Volos necesarios y suficientes

Gréfico 5.1. Haz do funclones de umbrales para la competicién bipartidista
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La migima pendiente proporcional es la cuota larga,
Xunmx = 1/(M~1), generada por el criterio de ajuste Adams, c=0. Se
puede obtener un escafio con cero votos, pero, en una
circunscripcién de cinco escafios, cualquier escafio afiadido
“cuesta” un 25% de los votos totales. Con la férmula mayoritaria,
el primer escafio cuesta no menos del 50% de los votos, pero los
siguientes tienen coste cero. La cuota Droop, xypwyx=1/(M+1)},
idéntica 4l divisor generado por la regla c¢=1 de la férmula
D’Hondt, es un caso central dentro del haz de funciones, pues la
pendiente o divisor de la funcién coincide con el umbral de
representacion:  vygoye(E)=E/(M+1). El umbral ordinal o
estructural 1/(d+1), igual al 16,7% de los votos es, a un tiempo,
el precio del primer escafio y de cada uno de los escafios sucesivos.
En las funciones en las que la pendiente es menor a la cuota Droop,
Xy < /(M +1), el crecimiento estd premiado con respecto al
acceso. En el anterior ejemplo (cuadro 5.2), con la formula Sainte-
Lagué, el umbral de representacion es del 10% pero el incremento
necesario para cada escaifio afladido es del 20%. En las funciones
en las que la pendiente es mayor que la cuota Droop,
v > 1/(M+1), el acceso estd premiado com respecto al
crecimiento. En el anterior ejemplo, con la férmula Imperiali de
divisores, el umbral de acceso 2 la representacién es del 25%,
mientras que el incremento por cada escafio afiadido es sélo del
17,5%. Asi, en cualquier férmmia de divisores constantes basada en
un criterio ¢(E) donde ¢>1, la acumulacién de representantes
cuesta menos votos que el acceso a la representacion.

5.6, Férmulas proporcionales y formulas mayoritarias

La relacion entre la pendiente y el umbral de representacion en
las funciones de umbrales permite clasificar, mediante un criterio
esirictamente procedimental, el conjunto de formulas electorales
habimales, las de término de ajuste no negativo, en dos categorias
o regiones. Las formulas proporcionales son aquellas en las que la
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pendiente de la funcién (el divisor minimo y méximo) es igual o
menor que el umbral de representacion. Las férmulas de tipo
mayoritario son aquellas en las que el umbral de representacién es
mayor que la pendiente de la funcién. Estas proposiciones tienen
una sencilla interpretacion grafica a partir de las funciones de
umbrales representadas como funciones de votos minimos y
méximos: la recta de proporcionalidad esta comprendida entre las
funciones de votos minimos y maximos de las formuias
proporcionales, mientras que las funciones de votos minimos y
méximos de las formuias de tipo mayoritario cortan la recta de
proporcionalidad.

La cuota simple, X,gax=1/M, 0 pendiente de la funcién con
criterio de ajuste de Sainte-Lague, ¢=%, ocupa un lugar
intuitivamente destacado, al correr paralela a la recta de
proporcionalidad perfecta. La recta de proporcionalidad es la recta
v=E/M. Con la formula de cuota simple de Hare/ divisor de
Sainte-Lagug, el primer escafio cuesta la mitad que cualguiera de
los siguientes (en el ejemplo del cuadro 5.2, el 10% de los votos y
el 20% de los votos, respectivamente). Los votos mecesarios y
suficientes indican que, cualquiera que sea el tamafio del partido,
su maxima sobrerrepresentacion (la distancia entre la funcion y la
recta de representacién proporcional) es de diez puntos
porcentuales. Tomando la distancia desde la funcién de votos
maéximos, cualquiera que sea el tamafio del partido, su méxima
infrarrepresentacion (sus votos “no representados”) es del 10%. El
grifico 5.2 proyecta la funcién de votos minimos (o necesarios y
suficientes) y la de votos maximos de la formula de pendiente
Xomx=1/M. Cualquier asignacion que es un resultado de la
férmula se encuentra en el 4rea comprendida entre los votos
minimos y miximos. En este grafico, el primer partido tiene
v,=0,7 y el segundo partido tiere v,=0,3; la funcién produce dos
posibles asignaciones de escafios para esta distribucion del voto:
4,11 ¥ [3,2). Ambas se encueniran a igual distancia de la cuota
proporcional.



Votos minimos y méximos.

Grafico 5.2.Votos minimos y méximos con Ste-Lagué/Hare. Asignacién para v:[0,7 0,3]
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Sin embargo, la férmula de Sainte-Lagué (o cuota Hare
equivalenie) no es la tinica férmula proporcional. Son férmulas
proporcionales aquéllas que asignan los escafios de modo
perfectamente proporcional siempre que esto es posible. Si una
férmula es proporcional, entonces, para cualquier niimero £ de
escaiios, los votos minimos para lograr E escafios nunca son més
que la cuota proporcional, v (EY<E/M; al mismo tiempo, para
cualquier niimero E de escafios, los votos maximos nunca son
menos que la cuota proporcional vy,x(E)=(E)/M. Si, para algiin
nitmero E de escafios, los votos minimos son mayores que la cuota
proporcional, entonces en ningin caso, ni cuando la
proporcionalidad perfecta es posible, puede un partido con v=E/M
alcanzar su cuota. Si, para algin niimero E de escafios, los votos
méximos son menos que la cuota proporcional, entonces en todo
caso, aun cuando la proporcionalidad perfecta es posible, el partido
con v=E/M recibe mis escaiios de su cuota proporcional, pues
v=E/M es suficiente para obtener al menos E-+1 escajios. Por la
funcién generatiz de votos maximos (5.2) es facil comprobar que
VuaxtE)2E/M , para cualquier escafio 0<E<M, sblo si O<e<l. De
otro lado, si O<e<1, por la funcién generatriz de votos minimos
(5.1), entonces v {E)<E/M.

Por la definicion de férmula electoral, es una formula electoral
cualquier funcién de pendiente no negativa Xy 20°. Cualquier
funcién en la que, si un partido tiene mas votos que otro, entonces
tiene siempre al menos igual nimero de escafios. Son formulas
electorales proporcionales aquellas en 1as que la pendiente de sus
funciones de umbral, pendiente tdnica en el bipartidismo, se
encuentra en el intervalo

1/(M-1)2xx 21/ (M+1);

es decir, las férmulas electorales proporcionales cumplen la

‘la definicién excluye a las formulas decrecientes o minoritarias, de méximo
$esg0 contra-mayoritario, en las que se ganan escafios perdiendo votos.
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restriccién, impuesta por Balinski vy Young (1982) sobre los
criterios de divisores, de acnerdo con la cual E<c(E)<E+1. Son
férmulas proporcionales todas aquellas en las que el criterio de
ajuste c(E) es tal que O<c<1. Todas las férmulas proporcionales se
encuentran comprendidas entre la férmula Adams (también cuota
larga en el bipartidismo) y la férmula D’Hondt (también cuota
Droop en el bipartidismo). El umbral de representacién (inclusion
y exclusion) de las férmulas proporcionales es siempre igual o
menor que la pendiente o divisor (0<Usxypyy). Con la férmula
proporcional més favorable a la minoria (Adams) la obtencién de
un escafio no tiene coste, con la férmula proporcional menos
favorable a la minoria (D"Hondt), 1a obtencidn del primer escafio
tiene igual coste que cualquier otro.

En el grafico 5.3 se proyectan las funciones de votos minimos
y méximos de las formulas de Adams y de D’Hondt para la misma
circunscripcién de cinco escafios. La interpretacién grifica del
resultado anterior es muy simple: son férmulas proporcionales
aquellas en las que ni la funcién de votos minimos ni la de votos
méximos se cruza con la recta de proporcionalidad.

En este mismo grafico (5.3) se representan las asignaciones de
escafios para el sistema de partidos v;=0,7 y v,=0,3. Para esta
distribuci6n del voto, la formula de Sainte-Lagué (cuota de Hare)
produce dos posibles asignaciones (grafico 5.2). Las férmulas de
Adams y D Hondt optan, por asi decirlo, entre las mismas. La
formula Adams produce upa Gnica asignacion [3,2] y la férmula
D’Hondt produce ura iinica asignacién {4,1]. Ambas asignaciones
son resultados de férmulas proporcionales y, en ese sentido, son
asignaciones proporcionales.

Son férmulas electorales mayoritarias aquéllas en las que se
puede producir un reparto de escafios sesgado en favor del partido
mayor inciuso cuando el sesgo puede evitarse mediante upa
distribucién perfectamente proporcional. Son férmulas mayoritarias
aquéllas en las que el criterio del divisor es tal que ¢>1, o la
pendiente de la funcién de umbrales es



Grafico 5.3.Votos minimos y méximos para Adams y D'Hondt. Asignacién para v:{0,7 0,3}

Votos min{imos y méximos
[~
w

0,3 1

0,2

0,1 1

...... Proporcionslided
~—B— V minimoes (Adams)
—=&—V\ minimos (D'Hondt)

|——V médximos {(Adams}

—#—\ Maximos (D'Hondt)
— 8- pi
-~ &= pZ

Escaflos

6r1 / ousipuindiq 1g



150 / Sistemas de representacion elemental
Xanmx > 1/ (M+1).

Con una f6rmula mayoritaria, el umbral de representacién siempre
es mayor que la pendiente de la funcién de umbrales, U> xynux»
por lo que el crecimiento en escafios se encuentra facilitado con
respecto al acceso a la representacion.

La funcién de umbrales de las formulas mayoritarias corta la
recta de proporcionalidad: para algin E<(M+1)/2, los votos
minimos son mayotes que la cuota proporcional, vg,(E) > E/M; al
mismo tiempo, para algin niimero E de escafios por encima de la
mayoria, E>(M+1)/2, los votos miximos son menores que la
cuota proporcional, Vy.x(E) <E/M. Si los votos méximos para un
nimero E de escaiios son menos que la cuota proporcional,
entonces €5 seguro que un partido resulta sobrerrepresentado
incluso cuando la proporcionalidad perfecta es posible.

En el grafico 5.4 se proyectan las funciones de umbrales de la
formula Imperiali de divisores, con criterio de ajuste ¢=2 y
pendiente xypux=1/(M+3). Se trata de una férmula electoral
mayoritaria: las funciones de umbrales cortan la recta de
proporcionalidad. Existen problemas de distribucién en los que la
proporcionalidad perfecta es posible, como en v,=0,8 y v,=0,2 para
M=5, en los que la asignacién de escafios no es v=E/M. Con esta
férmula, el 20% de los votos es siempre menos de lo necesario
para lograr un escafio, pese a tratarse de la cuota proporcional de
votos para un escafio de cinco; al mismo tiempo, el 80% de los
votos es siempre suficiente para lograr toda la representacion.

5.7. Sesgo mayoritario y clasificaciéon de las férmulas

Ademis de permitir la clasificacién dicotémica de las formulas
con término de ajuste no negativo en proporcionales y mayoritarias,
la pendiente de las funciones de umbrales permite representar el
orden de las férmulas conforme al criterio de si presentan un mayor
0o menor sesgo favorable a la mayoria, o, alternativamente,



Votos minimos y méximos

GRéfico 5.4. Votes minimos y maximos con Imperiall de divisoras, Asignacién para v:[0,8 0,2].
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favorable a la minoria (la relacién “ser al menos tan mayoritario™).
Este enfoque se distancia de la aproximacién tradicional mas
comin, que busca ordenar las férmulas por su mayor o menor
proporcionalidad (Lijphart 1994, Pennisi 1998, entre otros). Este
enfoque es afin al de Gallagher (1994) y, sobre todo, al de Balinski
y Young (1982). A diferencia del primero, el criterio empleado
aqui es analiticamente riguroso y puramente procedimental. A
diferencia de los segundos, el enfoque de las funciones de umbrales
permite situar a las formulas proporcionales y a las no
proporcionales como parte de un mismo continuo.

Es evidente que la relacién “ser al menos tan mayoritario”
forma un orden completo para las férmulas constantes y la
competicion bipartidista. Todas las férmulas constantes son
comparables y lo son por su pendiente. Una férmula electoral £ es
mis mayoritaria que una férmula F; si para cualquier E<(M +1)/2,
Vaecsur(EF1) > Vigesue(E.Fy) ¥ para cualquier E>(M+1)/2,
VnecsurlEF1) < Vaecsue(E,F>). Si ambas formulas son foérmulas
electorales (en particular, si, siendo simétricas y decisivas, cumplen
con la nmonotonia positiva) para E=(M+1)/2,
VecsueEsF ) =Vaecsur(E,F). Dicho de otro modo, upa férmula F,
es méis mayoritaria que una férmula F, si, para un partido i con
votos v, <%, en toda asignacién E que pertenece a F\(V,M)
obtiene igual o menor mimero de escafios que en toda asignacién
E que pertenece a F,(V,M) y un partido j con votos v,> %, entoda
asignacion E que pertenece a F,(V,M) obtiene ignal o mayor
nimero de escafios que en toda asignacién E que pertenece a
F,(V,M). Cualguiera de estos enunciados es equivalente a decir que
una férmula F, es mas mayoritaria que una férmula F, si la
pendiente de su funcién de umbrales es MENOL: Xy <Xnnmxe:

La pregunta sobre cual es la formula electoral de mayor sesgo
mayoritario es una pregunta perfectamente especificada y de
respuesta trivialmente sencilla: la férmula mayoritaria simple. A
diferencia de la recta de proporcionalidad, la recta de mayoria
forma parte, como caso limite, del haz de las funciones de
umbrales de las féormulas electorales. La pregunta sobre cuél es
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la formula “menos mayoritaria” o, lo que es lo mismo, la de mayor
sesgo en favor de la minoria 0 “mds igualitaria”, tiene una
respuesta menos clara, pero la férmula Adams es la férmula
proporcional mas favorable al partido menor. Una férmula més
“contra-mayoritaria” que la formula Adams no es una férmula
proporcional, sino una férmula igualitaria, equivalente a distribuir
un minimo igual de escafios como requisito previo. En un contexto
multipartidista, la férmula més igualitaria que no garantiza un
minimo igual de escafios es €l método VUNT, pues concede un
escaflo como méximo a cada candidatura. Esta férmula puede
entenderse como el complemento natural de la féormula Adams
cuando hay mas partidos que escafios a distribuir. Esta férmula no
esti definida para el bipartidismo. Mejor dicho, s6lo estd definida
para el caso en el que la magnitud es uno, caso en ¢l que coincide,
como todas las demas fOrmulas electorales, con la formula
mayoritaria.

Con dos partidos, siempre hay un partido mayor de v=% y
otro menor, ¢ ambos son iguales. El paso de una férmula menos
mayoritaria a otra méis mayoritaria sélo puede beneficiar al mayor
y perjudicar al menor, y a la inversa. La férmula Adams maximiza
las posibilidades de 1a minoria, respetando el criterio general de la
proporcionalidad; respetando €l mismo criterio, la férmula
D’Hondt maximiza la representacién de Ia mayoria. La férmula
mayoritaria maximiza la representacion de la mayoria sin respetar
otro criterio que el de ser una férmula electoral. Entre estos limites
se encuentran infinitas férmulas que pueden mejorar o empeorar las
perspectivas de representacion de cada partido de acuerdo con su
tamafio.

El poder de esta clasificacion se revela en que, al emiplear un
criterio procedimental, puede ordenar cualquiera de las infinitas
formulas que se pueden concebir (o “inventar™) con criterio de
ajuste constante c¢20. En el cuadro 5.3 se muestra una
aproximacién a la tabla periddica de las férmulas electorales
constantes, proporcionales y mayoritarias, para la resolucion de
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Cuadro 5.3, Clasificacion de algunas férmulas electorales proporcionales
¥ mayoritarias para el caso especial p=2.
ViecsurtE) Xaomx E-Xunmx+ U Pendiente  Umbral de Regla
Xamx = 1/ (M-1426) Xoanmx representacibn  c{E)=E+c¢
U=c¢/(M-142¢) (Divisor/ )
Cuota)
8 Miximo Adams / H{M-1) 0 c=0
£ sesgohacia  Cuota larga
£ la minoria
g
& Danesa /(M-1/3)  1/(3M-1) c=1/3
Sesgocero  SteLagué/ /M 1/(2M) c=1/2
Hare
D'Hondt / 1/(M+1) 1/(M+1) c=1
Droop
g Imperiali 1/{M+3) 2/(M+3) c=
_g {divisores)
[~}
E Méximo Mayoritaria 0 112 Coo
sesgo
mayoritario

cualquier problema de distribucién de dos 0 mas escafios entre dos
partidos. Cualquiera que sea la magnitud M >1, el orden de las
férmulas es siempre el mismo en los sistemas de competicion
bipartidista, El cuadro sélo recoge algunas férmulas conocidas,
pero pueden idearse infinitas formulas intermedias cuya posicién en
la tabla y efectos previsibles, a partir de la funcion de umbrales,
son inmediatamente determinables. Asi, por ejemplo, ¢=3/4 es una
férmula intermedia entre Sainte-Lagué y D’Hondt, adecuada para
moderar, pero conservandolo, el sesgo mayoritario de la segunda.’

5 Historicamente, lo mis parecido a una fSrmula intermedia que se ha
empleado en fa prictica es la férmula de Sante-Lagué medificada, que resulta
considerablemente mis compleja (ver capitulo 7).
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La funcién generatriz de los umbrales nos permite prever la
posicién dentro de la tabla de elementos empiricamente
desconocidos, como esta formula hibrida; por eso podemos,
salvando las distancias, hablar de una tabla periddica.

Puede observarse que los umbrales de inclusién y de exclusion
de todas las férmulas, tal y como aparecen en el cuadro 5.1 se
reducen ambos a los umbrales de representacién que aqui aparecen,
cuando el nimero de partidos es dos. Todos los umbrales se
reducen, a su vez, a % cuando la magnitud es uno. En ese caso,
todas las {6rmulas electorales son equivalentes, es decir, producen
un mismo sistema electoral: el sistema mayoritario. La tabla no
ordena sistemas electorales, sino formulas.

5.8. Dos férmulas proporcionales no constantes (Hill-
Huntington y Dean)

En el caso de la competicidn bipartidista, también para las
férmulas no constantes, como Hill y Dean, es posible encontrar una
expresién analitica que sefiale los umbrales para cada magnitud
electoral. Esto no es posible en el caso general de la competicion
multipartidista, donde los umbrales s6lo pueden obtenerse por
tabulacion. Pero aun en el caso especial bipartidista, en el que
contamos con expresiones equivalentes a 5.1 y 5.2, 1o que hay que
subrayar es que las formulas que emplean un criterio de ajuste
variable s6lo son parcialmente conmensurables con las formulas
constantes. Los criterios de ajuste basados en la media geométrica
y en la media arménica forman un orden con €l criterio de la media
aritmética (Sainte-Lagué) y el de la minima fraccién (Adams), pero
ninguno es comparable, por ejemplo, con ¢l criterio de ajuste en un
tercio (férmula danesa), pues tanto la media geométrica como la
aritmética pueden ser mayores o menores de un tercio.

Para la férmula de Hill-Huntington, el divisor x minimo y
maximo que puede resolver cualquier problema de asignacion de
escafios entre dos partidos empleando el criterio de ajuste de la
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media geométrica, fijada la magnitud M como una parametro, es
una funcién x, i =f(E) con la forma

Tamx= L/ (V[EE-1)] + V[EF-EQM+1)+M*+M)).

El divisor no es una constante con respecto al nimero de
escafios, sino que, una vez que la magnitud se fija como parametro,
el divisor es mayor cuanto mayor es el mimero de escafios
obtenidos por el partido de referencia. La desigualdad que
caracteriza a la férmula de Hill-Huntington es V[E(E-1)]
<v/x<V[E(E;+1)]. Sustituyendo el valor del divisor, obtenemos
los votos necesarios y suficientes para obtener E escaiios por parte
de cualquier partido f en una competicién bipartidista regulada con
esta férmula:

ViecsurE)=Y [B(E- D))/ VIEE-DI+V [E*-EQM+ 1)+ M+ M]);
P=2, 1<E<M.

Para la férmula de Dean, cuyo criterio de divisores se basa en
la media aritmética, el divisor Xy también es, dada la magniiud
del distrito, una funcion del nimero de escafios que obtiene cada
partido, X,gnx=AUF). El divisor minimo y méximo viene dado por
la expresion

X =[2E-1)(2E-2M-1)]/[2MQ2E* -2E(M+1)+M+ 1)].

Los votos necesarios y suficientes para que cualquier partido
alcance E escafios con la férmula Dean en una competicion entre
dos partidos son

VnecsulB)=[E(E-D(2E-2M-1)]/IMQE*-2EM+1)+M+1)];
p=2, 1<E<M.

Con ambas férmulas, los votos necesarios y suficientes son
funciones no lineales del niimero de escaiios. Como en la férmula
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Adams, los votos necesarios y suficientes para el primer escaiio (el
umbral de representacion) son igual a cero en los dos casos,
mientras que los votos necesarios y suficientes para lograr toda la
representacion son el 100%. Como en cualquier férmula electoral,
en un dominio bipartidista, el umbral de los votos necesarios y
suficientes para la mayoria absoluta ([A{+1]/2) es el 50%. Para
cualquier nimero de escafios mayor que cero y menor que la
mayoria absoluta, el umbral de 1a f6rmula Dean es menor que el de
la féormula Hill-Huntington. Para cualquier mimero de escafios
menor que M pero mayor que la mayoria, el umbral de la formula
Dean es mayor que el de la formula Hill-Huntington. La férmula
Hill-Huntington es (ligeramente) mas mayoritaria que la férmula
Dean; o, a la inversa, la f6rmula Dean tiene un sesgo mas
pronunciado hacia la minoria.

Cuadro3.4. Funciones lineales ¥ no lineales: votos necesarios y
suficientes en una circunscripcion de siete escaiios (p=2)

Los cinco métodos de divisores tradicionales (comparables)

E Adams Dean Hill- Sainte- D’Hondt :Danesa
Hunting Lagué i
ton

1 0,00% 0,00% 0,00% 7,14% 12,50% | 5,00%

2 16,67% 19.64% 20,52% 21,43% 25,00% | 20,00%
3 33,33% 35,06% 3539% 35,71% 37,50% : 35,00%
4 50,00%  50,00% 50,00% S50,00% 50,00%  50,00%
5 66,67% 64,94% 64,61% 64,2857%  62,50% | 65,00%

6 83,33% 80,36% 79,48% 78,57% 75.,00% : 80,00%

7  100% 100% 100% 92,86% 87,50% ?95,00%




Votos necesarios y suficientes

Gréfico 5.5, Pendiente no constante de Hill-Huntington y orden parclal de [a formula.
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Los métodos Hill y Dean son comparables, por el criterio del
sesgo mayoritario, con la férmula Adams y con la de Sainte-Lagué
y, de hecho con cualquier otra formula constante de pendiente
menor que la de Sainte-Lagué, como la férmula D*Hondt. El
cuadro 5.4 presenta los umbrales de estas cinco formulas
tradicionales de divisores en una circunscripcién de siete escafios
con dos partidos. La férmula Hill-Huntington siempre es menos
favorable a los partidos menores (su pendiente es mayor) que la de
Sainte-Lagué, pero méas que la de Dean, pues la media geométrica
se encuentra siempre entre la media aritmética y la armdnica. Sin
embargo, €l criterio de ajuste de la formuia danesa (¢=1/3) es unas
veces mas exigente que la media geométrica (o la arménica) y otras
veces lo es menos, por lo que las formulas no pueden ordenarse.
En el ejemplo del cuadro 5.4 la férmula danesa requiere més votos
que cualquiera de las dos férmulas no lineales para ceder el primer
escafio, se sitiia entre Hill y Dean para el segundo escafio y es
menos exigentes que cualquiera de ellas para el tercero; el cuarto
escafio suma la mayoria absoluta de los representantes; para los
escafios quinto, sexto y séptimo la pauta se reproduce, 16gicamente,
en sentido inverso. Dependiendo de la distribucién del voto entre
los dos partidos, la férmula danesa podria favorecer a la minorfa
mas que cualquiera de las férmulas no lineales, menos que
cualquiera de ellas, o situarse entre ambas.

La curvatura de las funciones de umbrales de las férmulas Hill-
Huntington y Dean, como se muestra en el griafico 5.5, hace
imposible la comparacién procedimental, atendiendo al sesgo
esperado, con formulas constantes de pendiente comprendida entre
Adamsy Sainte-Lagué. Sin embargo, estas dos férmulas no lineales
si forman un orden con las tres formulas de divisores constantes
“clésicas”, de manera que, por orden de mayor a menor beneficio
para los partidos menores, siempre es cierto que: D’Hondt
(Jefferson) =Sainte-Lagué (Webster) > Hill-Huntington >Dean >
Adams. Esta es, naturalmente, la misma conclusién que la
establecida por Balinski y Young (1982).
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5.9. Funciones de pagos y sesgo cero

Si existen formulas mis bien sesgadas hacia la minoria y
formulas mas bien sesgadas hacia la mayoria, es natural
preguntarse si existe vna férmula central que no sea sesgada. La
formula de Sainte-Lagué es una férmula no sesgada en la
competicion bipartidista, si por férmula no sesgada se entiende una
férmula que muestra igual tendencia a favorecer al partido mayor
como a favorecer al menor cuando el sesgo es inevitable. Una
manera muy razonable de aproximarse a esta idea, propuesta por
Balinski y Young (1982; 119), es contar todas las asignaciones de
escafios para una magnitud menor que la {rnenor) magnitud perfecta
M’ y para cualquier par de partidos [v,,v,], tales que v, >v,, en las
que el primer partido resulta favorecido. Si éstas son tantas como
aquellas asignaciones en las que el segundo partido termina
sobrerrepresentado, entonces la formula es no sesgada. Existen
diversos modos de hacer ver que la formula de Sainte-Laguné
cumple esta condicion, pero el mis sencillo me parece el examen
de las funciones de pagos, nuevo concepto que se introduce a
continuacién,

Las funciones de pagos indican el niimero de escafios que a un
partido le corresponden como minimo y como méaximo por los
votos que obtiene. Las funciones de pagos pueden construirse de
manera sencilla a partir de las funciones de umbral. En la
competicién bipartidista, los escafios minimos y méximos que un
partido alcanza con sus votos son los mismos. Asi, por ejemplo, si
la férmula de asignacién de escafios es la férmula Adams y la
magnitud electoral M=5, un partido con votos entre cero y €l 25%
obtiene un escafio como minimo y como méximo; si un partido
obtiene mias del 25% de los votos, pero menos de la mitad, obtiene
dos escafios como minimo y como méximo, y asi sucesivamente.

A partir de las funciones de umbral es inmediato construir,
invirtiéndolas, las funciones de pagos en una expresion analitica
general, Dada la magnitud M del distrito y una {érmula constante
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«» €l niimero de escafios que obtiene un partido en la competicion
bipartidista es una funcién de la fraccién de los votos:

E(v)=med {0, M, [Mv+2vc-v-c+1]} (5.5

donde med {x, y, z } es el valor intermedio del trio x, y, z y |z} es
igual al mayor entero que es menor o igual que z. Las funciones de
pagos son funciones no derivables. Un ejernplo de la forma de estas
funciones, para una circunscripcién de cinco escaiios, aparece en
el grifico 5.6.

Veamos ires ejemplos. Por la expresién 5.5, la funcién de
pagos de la formula Sainte-Lagug es igual a E(v)=|Mv+0,5] ; Ia
funcién de pagos de la férmula D’Hondt es igual a E(v)={ Mv+v]
; por dltimo, la funcidén de pagos de la férmula Adams es E(v)=
Mv+-(1-v)] . Puede observarse que el primer sumando Mv es la
fraccién del conjunto de los representantes que le corresponderia
al partido, en un reparto proporcional, si estos fueran divisibles en
enteros, mientras que et segundo sumando determina, en cada caso,
si el mimero de escaiios recibido por el partido es mayor o menor
que Mv. Si E>Mv, el partido resulta sobrerrepresentado; si
E<Mv, el partido resulta infrarrepresentado. Si Mv=Mv|+r,
donde r es un resto entre cero y uno, y si todos los resultados son
igualmente posibles, entonces el resto sera la mitad de las veces
mayor que un medio y la mitad de las veces menor. Asi, con la
férmula Sainte-Lagué, cualquier partido, con independencia de su
tamafio, resuita sobrerrepresentado tantas veces como
infrarrepresentado, pues siempre que r>0,5, |Mv+0,5| >Mvyla
asignacion es mayor que la cuota proporcional; lo confrario sucede
siempre que r<0,5. Sin embargo, con la féormula D’Hondt, cuanto
mayor es el partido, mas probable es que | Mv+v| sea mayor que
My y el nimero de escafios obtenidos sea mayor que la fraccién
proporcicnal; por el contrario, con la férmula Adams, cuanto
mayor es el partido menos probable es que el niimero de escafios
que recibe sea mayor que Mv.
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Graflco 5.6. Funclones de pagos de algunas férmulas electorales {M=5, p=2)
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Como puede verse en el grafico 5.6, el recorrido de las
funciones de pagos de ias férmulas electorales se encuentra la mitad
del tiempo por debajo de la recta de proporcionalidad y 1a mitad del
tiempo por encima de la recta de proporcionalidad. Cualquiera que
sea la férmula electoral, un partido tomado al azar tiene igual
probabilidad de resultar sobrerrepresentado que de resultar
infrarrepresentado. Con la férmula mayoritaria, cualquier partido
mayor del cincuenta por ciento de los votos resulta
sobrerrepresentado con certeza y cualquier partido menor resulta
infrarrepresentado. Sin embargo, con la funci6n de Sainte-Lagué
un partido mayor del cincuenta por ciento de los votos tiene igual
probabilidad de resultar sobrerrepresentado que infrarrepresentado.
Lo mismo vale para un partido menor.

Asi, es posible honrar a la férmula Sainte-Lagué (o, en el
bipartidismo, cuota Hare) con el titulo de férmula de sesgo cero.
Férmulas en las que la regla de ajuste es tal que ¢>0,5 inducen el
sesgo en favor de la mayoria y férmulas en las que la regla de
ajuste es tal que ¢<0,5 inducen el sesgo en favor de la minoria.
Todas las férmulas pueden ordenarse de modo procedimental por
su regla de ajuste, pero dentro del continuo pueden sefialarse ya
varios hitos: el que distingue a las formulas proporcionales de las
mayoritarias y el que distingue el sesgo negativo para la mayoria
del sesgo positivo para la mayoria. La parte izquierda del cuadro
5.3 seiiala estos hitos.

5.10. Formulas igualitarias

Las formulas igualitarias son una especie rara. Son formulas
electorales igualitarias aquéllas en las que se puede producir un
reparto de escafios sesgado en contra del partido mayor incluso
cuando el sesgo puede evitarse mediante una distribucion
perfectamente proporcional. Son formulas igualitarias aquéllas en
las que el criterio del divisor es tal que -(M-1)/2< ¢<0. Las
funciones de umbrales de las formulas igualitarias no son fanciones
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lineales de E, sino que tienen pendiente cero (son constantes) en
parte de su recorrido y pendiente Xy €D otra parte de su
recorrido. La funcion generatriz de las funciones de umbrales es

Viecsur(E)=
0 si E<||c|]+1,
1 si ExM-2(]|c| |+1),

(E-1+c)(M-1+2¢) si||c]|+1<E<M-2(|c|]+1);
p=2, 1<E<M, ¢<0. (5.6)

Recuérdese que | |c| | se lee como el entero menor o igual que el
valor absoluto de ¢. Resulta mis cémodo escribir la funcién como

Vaecsur(E)=med {0, 1, (E-1+c)/(M-1+2 ¢}, 6.7

donde med {x, y, 2} se lee como el valor intermedio del trio {x, y, z}.
Obsérvese que el tercer término en el conjunto es la funcién
generatriz de los umbrales (5.2)

Con una férmula igualitaria, el umbral de representacién
siempre es cero. Es més, el umbral siempre es cero hasta
E={]c}j+1, o bien, cada partido recibe un minimo m de escafios
m=||c||+1. Esto implica, naturalmente, que, en la situacion
bipartidista, cada partido s6lo puede alcanzar un méximo igual a
M-2m. La pendiente de la funcién de umbrales para lograr E
escafios cuando m<E<M-2m es

Yapax < 1/(M-1).

La funci6n de umbrales de una férmula igualitaria corta la recta
de proporcionalidad: para algin nimero E de escafios por encima
de la mayoria, E> (M+1)/2, los votos necesarios y suficientes son
mayores que la cuota proporcional, Vygegx(E) >E/M. Es seguro
que el primer partido resulta infrarrepresentado y el segundo
sobrerrepresentado, incluso cuando la proporcionalidad perfecta es
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posible. El grafico 5.7 presenta un haz de funciones igualitarias en
una circunscripcion de nueve escaiios y dos partidos. Debe notarse
que el haz de formulas estid centrado en el mismo punto que las
férmulas proporcionales y mayoritarias.

La formula D-3 es una férmula miximamente igualitaria en
una circunscripcién de diez escafios y una competicién de dos
partidos. El criterio negativo de divisores en el que se basa la
formula tiene su limite inferior en -(M-1)/p, 0 -4 en este
ejemplo. Pero cualquier valor de ¢ mayor que -4 y menor o igual
que -3 produce un mismo resultado, cediendo una asignacién
minima por partido de m=4, pues m=1+| |c| | . El inico escafio que
queda en liza lo obtiene el partido mayor. Las férmulas D-2 y D-1
asignan tres y dos escafios a cada partido, distribuyendo los
restantes por un método igual a D’Hondt.

Si los escafios son divisibles entre los partidos, como, por
ejemplo, en una circunscripcién M=10, entonces la férmula
maximamente igualitaria es D -4, que divide los escafios por igual
entre los dos partidos, con independencia de c6mo se distribuya el
voto. La igualdad perfecta es un limite para las formulas
electorales, como lo es la mayoria simple.

Cuando el término de ajuste tiende al limite, ¢~ ~(M-1)/2, el
divisor tiende a infinito, o la funcién de umbrales a la verticalidad.
En ese caso, todos los partidos reciben el mismo nimero de
escafios (ver también 4.6 en el capitulo 6). Cuando la funcién de
umbrales es vertical, la funcién de pagos es plana. Sustituyendo el
valor minimo de ¢ en la funcién generatriz de las funciones de
pagos (5.5) obtenemos que un partido obtiene, para cualquier
fraccién del voto E=[1+(M-1)/2/|.

Ahora se puede completar la tabla periddica de las férmulas
electorales, para la competicidn bipartidista, como en el cuadro
5.5. Existen tres tipos de férmulas electorales: igualitarias,
proporcionales y mayoritarias. Las formulas Adams y D’ Hondt son
limites para las formulas proporcionales, con minimo y méximo
sesgo hacia la mayoria, respectivamente. El sesgo mayoritario
siempre es mayor en las férmulas mayoritarias, y es miximo en la
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mayoria simple. El sesgo hacia la minoria, o sesgo contra-
mayoritario, es mayor en las férmulas igualitarias. Cuando el
término de ajuste tiende a -(M-1,/2), la distribucién tiende a la
igualdad.

Cuadro 5.5. Aspecto de la tabla perigdica infinita de las formulas
electorales de divisores; p=2.

Clave (nombre)  Pendiente  Umbral Regla

dela formula. Xy ) coE)=E+c
(Divisor)
e D-(M-1/2) o0 0 c~~(M-1/2)
D-2 1(M-5) 0 c=-2
e D-1 (M-3) 0 €=-1
D+0 (Adams)  U/(M-1) 0 c=
D+0,5 (Ste- UM UeMy  e=12
Lagug)
02‘ __________
D+1 (D’Hondt) U(M+1)  UM+1) c-=1
g D+2 VM+3)  2(M+3) c=2
,‘“é' (Imperiali, div.)
L~
g D+3 UM+5)  3M+S)  c=
Mitumo Do 0 122 Corce
2esg0 {(Mayoritaria)
mayorsario

{Qué tipo de limite es la igualdad perfecta? La igualdad es un
limite para las foérmulas electorales, pero no es el reparto
méximamente sesgado contra la mayoria, o en favor de la minoria.
En la igualdad perfecta, es indiferente ser mayoria o minoria, ganar
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o0 perder votos. Preguntarse qué hay més alld de ese limite nos
conduce fuera de las formulas electorales, hacia férmuias
decrecientes en las que empieza a ser conveniente perder votos més
bien que ganarlos.

5.11. A través del espejo: anti-formulas electorales

Cuando el término de ajuste es ¢ < -(M~1/2), la pendiente de
las funciones de umbral se vuelve negativa. Las anti-férmulas
electorales son funciones decrecientes de los votos, formulas en las
que la expectativa de escafios de un partido decrece con el mimero
de apoyos. Explorarlas aqui, aunque sea de manera superficial,
puede parecer un simple divertimento, pero creo que tiene su
interés.

Con las anti-formulas todo funciona al revés: los partidos deben
contener el nimero de sus votos y los umbrales se leen como la
fraccién del voto que un partido no debe superar si no quiere
perder un escafio. Todas las férmulas electorales tienen su imagen
en una anti-formula. Existe la formula anti-D’Hondt, en la que un
partido obtiene todos los escafios si logra no superar el umbral
ordinal 1/(M+1), y la formula anti-Adams, en la que incluso el
mayor partido obtiene un escafio como minimo. Ambas formulas
son anti-proporcionales. La anti-proporcionalidad perfecta se
consigue cuando el mayor partido obtiene la cuota proporcional
que, de este lado del espejo, corresponde al partido menor, ¥
viceversa. La anti-proporcionalidad siempre es posible para una
magnitud perfecta, igual que la proporcionalidad. La férmula anti-
Sainte-Lagué es una anti-férmula no sesgada, pues cuando la anti-
proporcionalidad no es posible, favorece (o0 “castiga™) con igual
probabilidad al partido mayor y al menor. Existen férmulas anti-
igualitarias, anti-proporcionales y anti-mayoritarias, o, simplemente
minoritarias, pues siempre sesgan el resultado hacia Ia minoria
incluso cuando la anti-proporcionalidad es posible. La férmula mas
anti-mayoritaria es la que siempre cede todos los escafios al menor
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partido, o férmula minoritaria simple. Esta es la formula en Ia que
el término de ajuste tiende a menos infinito, ¢—~—ce.

Las funciones de umbrales de las formulas anti-electorales se
obtienen a partir de la funcién generatriz (5.2) para los casos de las
férmulas anti-proporcionales y anti-mayoritarias y la funcién (5.4)
0 (5.5) para las formulas anti-igualitarias. Todas las anti-
férmulas pasan por un mismo punto. Con cualquiera de ellas es
condicién necesaria y suficiente tener menos de la mitad de los
votos para lograr la mayoria absoluta de los escafios. Todas las
funciones pasan por las coordenadas (v=0,5; E=[M+1]/2). La
pendiente de las funcién de umbrales depende del término de ajuste
de cada anti-férmula: la pendiente negativa es menor cuando menor
el valor de ¢. En el limite, cuando ¢- -, en la f6rmula minoritaria
simple, la funcién es plana: la constante v=%. La funcién es
idéntica a la de la férmula mayoritaria simple, pero el umbral
indica los votos que es necesario no alcanzar para lograr toda la
representacién, mientras que su imagen electoral indica los votos
que es necesario superar. De otro lado, cuando ¢~ -(M-1/2), pero
por la izquierda, la funcién tiende a ser vertical y los escafios se
distribuyen a partes ignales (solo que por razones que podemos
Hamar contrarias a las que conducen a ese resultado en las férmulas
igualitarias). Si los escafios no son divisibles entre los partidos,
entonces ¢l partido menor obtiene un escafio mas que el mayor.

El cuadro 5.6 contrasta los umbrales de una muestra de
férmulas electorales de todo tipo, y de sus anti-formulas, en una
circunscripcién de nueve escafios con dos partidos. Puede
comprobarse a partir de la funcién geperatriz de los umbrales que
la pendiente de las anti-férmulas es igual a la de las formulas pero
con signo megativo. Asi, la férmula anti-D’Hondt (D-M) tiene
pendiente Xyan=-1/(M+1), la formula anti-Adams (D-[M-1])
tiene pendiente Xyuon=-1/(M-1), y asi sucesivamente. Las
féormulas y las anti-formulas se disponen en una especie de tabla
periddica circular en la que los extremos, la mayoria simple y la
“minoria simple”, se tocan.



Cuadro 5.6. Funciones de umbrales de férmulas y anti-férmulas. Tabla circular.

Sesgo Tipo Nombre Clave Vigosur(!) Viocsur(®) Veecsur(3) Vieesurl) Viscsur(S) Vuscsurd8) ViecsuelT) hecsud®) Viecsyr®)
Maxima ventaja |Anti-mayoritarias  [Minorfa simple D-= 50,00% 50,00% 50,00% 50.00% 50,00% 50,00% 50,00% 50,00% S0.00%
para la minorfa. D-100 52,08% 51,56% 51,04% 50.52% 50.00% 49.48% 48,96% 43.44% 47,92%
D-19 63,33% 60,00% 56,67% 53,33% 50,00% 46,67% 43,33% 40,00% 36,67%
Ari-proporcionales |Ami-D'Hondt D-M 90,00% 20,00% 70,00% 60.00% 50,00% 40,00% 30,00% 20,00% 10,00%
Anti-Ste-Lagug  D-[M+0,5] 94.44% 8333% T2,N% LI S000% 38.89% 20.73% 1667%  5,56%
Anti-Adams D-[M-1] 100,00% 87,50% 75,00% 62,50% 50,00% 37.50% 25.00% 12,50% 0,00%
Anti-igualitiarias D-7 100,00% 100,00% 83,33% 66,67% 50,00% 33,33% 1667% 0,00% 0,00%
D-6 100,00% 100,00% [00,00% 75,00% 50,00% 2500% 0,00%  0.00% 3,00%;
Méxima Anti-Igualdad __D-5 100,00%, _100.00% _100,00% 100,00% __50,00% _ 000% __ 0.00% _ 0,00% __ 0.00%
igualdad Tgualitarias Igualdad D-3 0,00% 0%  0,00% 0,00% 50,00% 100,00% 100,00% 100,00% 100,00%
b2 6,00% 000% 000% 2500% S50,00% 75.00% 100,009 100.00% 100.00%
D-i 0,008 Q00% 16,67% 33,33% 50,00% 66,67%  83,33% 100,00% 100,00%
Proporcionales Adams D+0 0,00% 12,50% 25,00% 37,50% 50,00% 62,50% 75,00% 87.50% 100,00%
Sesgo cero Ste-Lagud D+0,5 556% 1667% 27.73% 38,89% 50,00% 61011% 72,22% 83,33% 94,44%
D’Hondl D+1 10,00% 20,00% 30,00% 40,00% 50,00% 60,00% 70,00% B0,00% 90,00%
Mayorilarias D+11 36,67% 40,00% 43.33% 46,67% 50,00% 53,33% 56,67% 60,00% 63,33%
[Méxima ventaja D+92 47,92% 48.M% 48,95% 49,48% 350,00% 50,52% 51,04%  51,56% 52,08%
pata la mayorfa Mavorfa simple Dt 50.00% 50.00% _50.00% 5000% 5000% S000% 5000% S50.00%  50.00%!

[Duawala UODMISIdaL Fp SPWAISIS / 0/
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Gréfico £.8. Estrella de férmulas y antiférmulas electorales
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El grafico 5.8. muestra un ejemplo del haz completo formado
por todas las formulas y anti-formulas en una misma
circunscripeién de nueve escafios.

5.12. Proporcionalidad, sesgo y magnitud electoral

Entendida como propiedad de las férmulas, la proporcionalidad
se dice de cualquier procedimiento que dé lugar a un resultado
proporcional cuando es posible. El sesgo cero no es lo mismo que
la proporcionalidad, pues es evidente que hay férmulas
proporcionales sesgadas. Emtendida como proximidad a la
proporcionalidad perfecta, la proporcionalidad se dice de los
resultados, no de las reglas. La recta de proporcionalidad no es una
férmula electoral.

Dada una magnitud electoral, los resultados de la férmula
menos sesgada son los mas proximos a la proporcionalidad
perfecta, pues es una funcién paralela a dicha recta; pero las
formulas no se ordenan de mode natural en un continuo de mayor
a menor proporcionalidad, sino por su pendiente. Podriamos idear
un criterio puramente procedimental para ordenar a las férmulas
por su proporcionalidad. El criterio natural seria su mayor o menor
proximidad a la funcién paralela a la recta de proporcionalidad.
Puesto que todas las funciones se cruzan, lo natural, a su vez, seria
tomar la distancia maxima. Este proceder mos conduciria a la
conclusién de que, por ejemplo, la féormula Adams y la férmula
D’Hondt son “equi-proporcionales”. No sé si este es el tipo de
respuesta que se busca cuando se pregunta por la proporcionalidad
de una férmula electoral, pero, evidentemente, es una gran pérdida
de informacién ordenar a las dos férmulas indicadas en un mismo
lugar.

Un problema muy semejante se presenta si adoptamos la
estrategia no procedimental que es més comin, es decir, la de
comparar resultados. Para ordenar los resultados de las férmulas
por su proporcionalidad necesitamos asignar un niimero real a cada
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uno, es decir, un indice que mida la desviacién. Estos indices son
objeto de la discusién del capitulo 7. Como veremos, los indices
apoyan la conclusién de que a medida que la pendienie de la
funcion de umbrales se aproxima a la pendiente de la recta de
proporcionalidad, los resultados son mds proporcionales. Sin
embargo, la desviacién de la proporcionalidad tampoco nos dice
nada sobre si la pendiente se aleja en uno u ofro de los sentidos
posibles, hacia la mayorfa o hacia la igualdad.

La pregunta por la proporcionalidad de las formulas confunde
lo esencial, a saber, que la proporcionalidad es, antes que nada,
una propiedad de los sistemas electorales. Por las funciones de
umbrales, es ficil comprobar que a medida que la magnitud
electoral crece, la pendiente de las funciones tiende a 1/M, es decir,
tienden a una funcién paralela a la bisectriz o recta de
proporcionalidad. Las funciones tienden a la proporcionalidad mas
deprisa cuanto menos distante es el valor absoluto del término de
ajuste ¢ con respecto al ajuste simple de Sainte-Lagué. En el limite,
s6lo la igualdad y la mayoria son indiferentes, como principios de
distribucién, a la magnitud electoral. De otro lado, las férmulas
electorales, en las que el término de ajuste es tal que O<c<l1, la
pendiente tiende muy deprisa a coincidir con la paralela de la
proporcionalidad cuando la magnitud crece. Al mismo tiempo que
cambia la inclinacion, la magnitud determina la posicion de las
funciones: cuando la magnitud crece, el centro por el que pasan
todas las funciones de umbrales se aproxima a la recta de
proporcionalidad.

El grifico 5.9 representa las funciones de umbrales de las
férmulas electorales que forman los ejes basicos del “espacio de la
representacién”, determinando diversas regiones o tipos de reparto
electoral en una circunscripcién de tres escafios. El area en torno
a la funcién de Sainte-Lagué, paralela a la bisectriz, estd delimitada
por las funciones de Adams y D’Hondt. Esta es la region
propoicional. El 4rea entre la féormula D’Hondt y la recta de
mayoria es la region mayoritaria. El 4rea entre la formula Adams
y la vertical es la region igualitaria. En el ejemplo que se
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representa en ¢l grafico las funciones de umbrales estin bastante
alejadas de la bisectriz (la posicién de todas las funciones viene
determinada por un punto relativamente alejado) y la regién de la
proporcionalidad es muy amplia (hay notable disparidad entre las
pendientes de las dos funciones limitrofes, las correspondientes a
los métodos Adams y D’Hondt). La razén es que la magnitud
electoral es muy pequefia (M=3), por lo que la desviacién con
respecto a la proporcionalidad perfecta, incluso con una férmula
electoral proporcional, es considerable.

Comparese con el grifico 5.10, que representa las funciones de
umbrales de las mismas férmulas en una circunscripcién de 25
escafios. Las formulas proporcionales comprenden ahora un 4rea
muy pequefia y estin todas muy proximas a la recta de
proporcionalidad. Los resultados de la distribucién con cualquiera
de estas férmulas estin condenados a encontrarse muy proéximos al
reparto proporcional perfecto. Esto mo quiere decir que las
férmulas electorales no puedan introducir sesgos cuando la
magnitud es més grande, pero si que hay que modificar la formula,
acudiendo a términos de ajuste de orden mayor, para mantener la
capacidad de sesgo del sistema electoral si la magnitud crece.

Sin embargo, si la magnitud electoral se reduce a un escafio,
todas las férmulas son iguales y el haz se reduce a un punto: el
centro de todas las funciones. Con cualquier férmula electoral, el
umbral para el iinico consiste en 1a mitad de los votos. Todos los
sistemas electorales se vuelven mayoritarios cuando la magnitud es
minima.

Asi, manteniendo la magnited constante, pero no si es extrerna,
la férmula electoral modifica la direccién del sesgo, permitiendo
ordenar los sistemas electorales en mds mayoritarios 0 mas
igualitarios. De otro lado, manteniendo la formula constante, pero
no si es extrema, 1a magnitud electoral aproxima las férmulas hacia
la proporcionalidad. Con todo, el modo en el que se aproximan a
la proporcionalidad no es monétono. Como se comprueba en el
capitulo 8, el orden de los sistemas electorales de mayor a menor
proporcionalidad no puede representarse por la magnitud electoral.
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5.13. Recapitulacién.

En este capitulo se ha comprobado cémo todas las férmulas
electorales son conmensurables en el caso en el que hay dos dnicos
partidos en la competicién. En el bipartidismo, existe una férmula
de divisores exactamente equivalente para cada método de cuota.
La relacion “ser al menos tan mayoritario” induce un orden para
todas las formulas constantes cuando p=2. Aunque la demostracién
esiricta de esta proposicién se encuentra en el capitulo 6, esta
relacién puede representarse ficilmente mediante las funciones de
umbral: cuanto menor es la pendiente, méis mayoritaria es la
formula. En este capitulo se deduce la funcién generatriz de las
funciones de umbrales de las férmulas constantes para la
competicién bipartidista. Las funciones de umbral aclaran
perfectamente la relacion inversa entre el tamafio de la cuota, o, en
general, la pendiente de la funcién, y los umbrales de
representacion. Cuanto menor es la pendiente, mayor es €l umbral:
una férmula mas mayoritaria dificulta el acceso a Ia representacion
y facilita la acumulacion de escafios.

La competicion bipartidista también facilita la determinacion de
las funciones de umbrales de algunas férmulas no constantes, conto
Hill-Huntington o Dean. Estas férmulas no estin conectadas con
todas las foérmulas de divisores constantes, resultando
inconmensurables con algunas de ellas.

El anlisis de las funciones de umbrales permite distinguir con
toda nitidez las regiones del espacio de la representacion electoral.
Los métodos de reparto proporcionales conforman un &rea
relativamente pequefia dentro del haz de los infinitos métodos de
reparto. De hecho, hemos observado la continuidad entre los
métodos electorales y las anti-formutas, los métodos en los que el
mimero de escafios decrece con los votos. Son formula electorales
proporcionales aquéllas cuya funcién de umbrales no interseca la
recta de proporcionalidad: todos los métodos comprendidos entre
fas formulas Adams y D’Hondt. Las férmulas electorales de
pendiente menor que D’Hondt son de tipo mayoritario. En el
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limite, la f6rmula mayoritaria es la formula de pendiente cero. Las
férmulas de pendiente mayor que Adams son igualitarias. En el
Ifmite, la férmula igualitaria tiene pendiente infinita. Las férmulas
con pendiente negativa son anti-férmulas electorales: son métodos
de reparto constantes en los que el mimero de votos estd
negativamente relacionado con el mimero de escaiios.

Dentro del 4mbito de los métodos proporcionales, la férmula de
Sainte-Lagué y la formula Hare, coincidentes en el bipartidismo,
ocupan una posicion central. Esta posicién central se aprecia con
gran claridad al invertir las funciones de umbrales y transformarlas
en funciones de pagos. Puede argumentarse que Ia formula central
es la formula menos sesgada, pues se aproxima més que ningin
otra a Ia recta de proporcionalidad perfecta. Con todo, el nimero
de escaiios que la formula distribuye determina en medida mucho
mayor la proximidad de los umbrales a la prescripcion
proporcional.



CAPITULO SEIS

SISTEMASDE REPRESENTACIQN Y FUNCIONES
DE UMBRAL: GENERALIZACION

En la primera parte de este capitulo se obtiene la generalizacion
de las funciones generatrices de los umbrales para todas las
formulas electorales, para cualquier nimero de partidos y para
cualquier magnitud electoral. En la segunda parte se demuestra la
existencia de un orden lineal para las férmulas de divisores
constantes y de un orden lineal para las férmulas de cuota y restos
mayores. Se trata del orden inducido por la relacién “ser al menos
tan mayoritario”. Este es el capitulo més abstracto y dificil, pero si
lo que aqui se expone es, como creo, correcto, debe ser el mis
valioso.

La generalizaci6én nos obliga a contemplar dos tipos de
métodos, que ya se han introducido en sendos capitulos: las cuotas
y los divisores. Dentro de los métodos de divisores, debemos
distinguir, a su vez, los tres tipos introducidos en el capitulo
anterior: mayoritarios, proporcionales e igualitarios (d-igualitarios).
Dentro de los métodos de cuota se distinguen los tipos proporcional
y g-igualitario; los métodos proporcionales de cuota pueden ser
simples o compuestos.

La generalizacién destruye la equivalencia que existe en el
bipartidismo entre métodos de cuota y métodos de divisores y la
reduce a lo que definimos como v’-equivalencia: dado un problema
de asignacién de escafios resuelto por un método de cuota y restos
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mayores, existe un método de divisores que resuelve el mismo
problema con una misma asignacion.

Hasta ahora se ha sugerido, por medio de ejemplos ilustrativos
y empleando las funciones de umbrales en el caso bipartidista, que
las férmulas pueden ser ordenadas por la relacién “ser al menos tan
mayoritario”. A continuacién haremos uso de un teorema de
Balinski y Young (1982) para demostrar que dicha relacion forma
un orden lineal (asimétrico, transitivo y completo) sobre el conjunto
de las formulas de divisores constantes, Asimismo, demostraremos
mediante un segundo teorema que la relacidn induce un orden
lineal para los métodos de cuota y restos mayores. También se
demuestra que la relacién no induce sino un orden parcial estricto
(no completo) sobre el conjunto de las formulas electorales. La
relacion que conecta todas las formulas electorales constantes es
“ser al menos tan mayoritario cuando v=v’”.

La pendltima seccién se apoya en gran medida en lo ya
expuesto a propdsito del caso simplificado de dos partidos. Existen
tres “regiopes” en el espacio de la representacion electoral
{mayoria, proporcionalidad e ignaldad) que pueden diferenciarse
por las funciones de umbrales. Estas regiones marcan cambios
cualitativos en el orden de las férmulas dentro de la tabla periddica
de las mismas que, por lo indicado en el parrafo anterior, ha de
desdoblarse en dos tablas separadas para cuotas y divisores.

1. DEDUCCION DE LAS FUNCIONES DE UMBRALES DE
LAS FORMULAS ELECTORALES

6.1. Métodos de divisores y empates competitivos
Recordemos que un método de divisores basado en un criterio

constante ¢(E) puede describirse como la correspondencia o funcién
de miiltiples valores
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E(v.M)=E: E=[v/x]., (E)=E+c¢ y Y E,=M para algiin x}.

La funcién F (v,M) es un conjunto de vectores, pues siempre
que v,/x=c(E), [v,/x]. puede tomar los valores E o E+1. Sea x un
divisor que resuelve un problema de asignacién de M escafios en un
vector v y sea k<p el nimero de partidos para los cuales es cierto
que v,/x=c(E). Entonces, por la definicién anterior:

40wl g

Si x es un valor del divisor para la férmula, entonces no es
posible que el valor minimo de la suma de los cocientes ajustados
exceda el nimero de escafios:

mmZ[ ] ZkE‘+Zk:EJ=ZE,SM.

=1 =1 J=1 1=1

Sin embargo, si es posible que el valor maximo de la suma de los
cocientes ajustados exceda €l mimero de escafios hasta M+k:
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A partir de aqui es inmediato que F(v,M) tienen un Gnico
elemento si y sOlo si se cumple una de las dos siguientes
condiciones: que el minimo valor de los cocientes ajustados sume
su maximo, ¢ que el maximo valor sume su minimo. Es decir,
cuando es cierto que

P P
(Z_IE,=M)V (Z_IE,+k=M),

donde la conjuncién se lee como disyuntiva (‘o bien’).

Por consiguiente, se produce un empate competitivo entre dos
© més partidos, de manera que F(v,M) tiene dos 0 mas elementos,
siempre que ninguna de las dos condiciones se cumple. Esto es, se
produce un empate competitivo si el minimo de los cocientes
ajustados no suma su miximo y el maximo de la suma de cocientes
no suma su minimo. Es decir, cuando es cierto que

Mk

P
QESM-DAQ E+k2 M+1) 6.1)
1=1

I
—

I

donde la conjuncién se lee como copulativa (‘y’).

Liamemos divisor umbral a un divisor x" que es el divisor tinico
que resuelve un probletna de asignacién de M en v, con un método
basado en el criterio c¢(E), tal que se produce un empate
competitivo entre dos o mis partidos. El conjunto de vectores que
son solucién de la formula contiene entonces miltiples elementos.
Veamos, a continuacion, algunos ejemplos de empates competitivos
en los que el divisor que asigna los escafios es un divisor umbral.
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6.1.2. Un ejemplo

En el cuadro 6.1 se muestran los diez empates competitivos
entre cinco partidos que son posibles un una circunscripcion de
cuatro escafios que se distribuyen mediante el método de Sainte-
Lagué (C+0,5). El caso 1 es un empate méximamente competitivo
por la inclusién: los cinco partidos estdn empatados para la
asignacién del dltimo escafio. En ese caso, el valor del divisor
umbral es minimo. El caso 10 es un empate méaximamente
competitivo por [a exclusién, en el que los cinco partidos estin
empatados por los cuatro escafios. En ese caso, el valor del divisor
umbral es méximo. El caso 10 indica los votos méximos con los
que un partido puede tener cero escafios, o 1a fraccion de los votos
que es condicién suficiente superar para obtener un escaiio.

Los casos 9, 8 y 7 son empates miximamente competitivos por
la exclusion asociados a la situacién en que un partido tiene uno,
dos y tres escafios, respectivamente. El divisor umbral es menor en
7 que en 8, en 8 que en 9 y en 9 que en 10. Los tres casos
muestran los votos méximos con los que un partido puede tener
uno, dos y tres escafios; 0 el umbral de votos suficientes para dos,
tres y cuatro escafios. El divisor umbral de, por ¢jemplo, el caso
7, no es el maximo absoluto (que es el del caso 10) pero si el
maximo de su fila; es decir, es el miximo entre los posibles
divisores que producen empates cuando un partido tiene tres
escafios. Lo mismo vale decir, mutatis mutandis, para los divisores
umbrales de los casos 8 y 9. En estas tres situaciones, para que el
empate sea maximamente competitivo, algunos partidos tienen cero
votos, pues, de lo contrario, los votos asociados al nimero de
escafios del partido de referencia no podrian ser méaximos.

Los casos 2 a 7 no son empates maximamente competitivos por
la inclusién ni por la exclusién, pero deben observarse algunas
equivalencias. Por ejemplo, el divisor umbral del caso 5 es igual al
del caso 7. El caso 5 no refleja la situacién maximamente
competitiva entre cinco partidos cuando un partido tiene dos
escafios, pues esto es algo que sélo encontramos en el caso 8. Sin



Método de cuota simple o de Hare y restos mayores (g=1/M).

Cuadro 6.1. Empates competitivos entre cinco partidos en una circunscripeion de M=4 escaiios.

CasoI. (R=1,r=0,2 <Caso2 {(R=1, Casod. R=1, Caso7. (R=i,r=0,9)
r'=0,25) r=0,33)

v vig v vig v vig v vig
0,8 3,2 0,8125 3,25 0,33 3,33 0,875 35
0,05 0.2 0,0625 0,25 0,08 0,33 0,125 0,5
0,05 0,2 0,0625 0,25 0,08 0,33 0 0
0,05 0,2 0,0625 0,25 0 0 0 g
0,05 0.2 0 0 0 0 0 0

Caso 3. (R=2,r'=0,4) CasoS5. R=2, "=0,5) a0 8, (R=2, Caso 11.  (R=2, r'=052)
50,67

v vig v vig ¥ vig v vig
0,6 2,4 0,625 2,5 0,667 2,667 4,625 2.5
0,1 0,4 0,125 0.5 0,167 0,667 0,375 1,5
0,1 0,4 0,125 0,5 0,167 0,667 0 Q
0,1 0,4 0,125 0,5 0 0 0 0
0,1 04 1] 0 1] 0 0 Q

Caso6.  (R=3, r=0,6)] Caso 0. “(R=3, Caso 12. R=2,
r'=0,75) F=0,67

v vlg v vig v vig
0,4 1,6 0,4375 1,75 0,417 1,667
.15 0,6 0,1875 0,75 0,417 1,667
0,15 0,6 0,1875 0,75 0,167 0,667
0,15 0,6 0,1875 0,75 0 0
0,15 0.6 0 0 0 0

CaSO 10. (R= » Sl

4 vig
0,2 0,3
0,2 0.8
02 0,8
0.2 0,3
0,2 0,8
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embargo, el caso 7 reflejaria la situacién méximamente competitiva
por la exclusién si hubiese un partido menos. Su equivalencia con
el caso 7 refleja el hecho de que, con cuatro partidos, el maximo
divisor asociado a dos y a tres escafios es el mismo; o que el
incremento de votos méaximos es constante, lo que no sucede con
cinco partidos. Lo mismo vale decir, mmutatis mutandis, respecto a
los casos 6y 8.

6.2. Méximo y minimo del divisor wmbral

Podemos determinar el minimo y el méximo divisor umbral x*
asociado a un niimero E de escafios para un partido de referencia
come funcién del término de ajuste ¢ en el criterio c(E), la
magnitud M y el niimero de partidos p.

Sea entonces

P 2ol
Y E=)E+E. 6.2)
=1 =1

A partir de la definicién de & y de (6.1) obtenemos la restriccién

p-1
p2k>M-) E-E+122, (6.3)
=1
donde % y el término expresado como sumatorio son variables y
todo lo demas constantes. Podemos expresar los valores maximos
de las variables en funcién de las constantes, mientras que los
valores minimos de las variables quedan interdefinidos. Asi,

maxk=p

=1

p-1
mink = max{Z,M-z E-E+ 1}
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p-l
max ) E,= M- E-1

i=1

-1
min ) E, = max{0, M - k+1- E}
r=1

Cuando el sumatorio toma su valor minimo, el tercer término
de la desigualdad en (6.3) es maximo. El valor minimo del
sumatorio de los escafios distintos de E s0lo es cero cuando
E>M-~k+1, Esto nos permite, a su vez, rescribir los minimos de k
para valores minimos del sumatorio, asi como los valores minimos
del sumatorio para valores minimos de £:

minkminpz-iE, = min{ M- E+1, p}
=1

p-1
min ?, E mink = max{O,M—p+ 1- E}

=]

Por iltimo, pueden interdefinirse los valores minirnos de £ con
un sumatorio de valor maximo y el valor méximo de k£ con un
sumatorio de valor minimo.

-1
minkmaxz E =2
i=]
p-1
max ), E,mink= M~ E-1

i=1

Suponemos que el partido de referencia es, naturalmente, uno
de los k partidos que participan del empate, pues, de lo contrario,
de nada vale averiguar qué tipos de empates pueden darse cuando
un partido logra E escaiios. El modo en el que estén distribuidos los
restantes escafios entre los partidos es indiferente.
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Por definicién de los partidos empatados, para cualquiera de los
k partidos podemos escribir que v,/x'=c(E)=E,+c. Para los
restantes p -k partidos podemos escribir v,/x*=E;+r; , donde r;<c.
La fraccién o parte no entera del cociente ha de ser menor que el
término de ajuste pues, de lo contrario, el partido j seria uno de los
k partidos empatados, o bien su asignaci6n de escafios seria siempre
[v//x]. =E;+ 1. Entonces, puede escribirse

Py £ Pk p-k
Z(J:) ‘Z(Ez*“')"'ZEﬁZ'}

=1~ X P =1 =1’
o bien

)
-——ZE+E+M+Zr

X . =
de donde

. 1
X =25 = (6.4)

ZE+E+M+Zr

=1 j=1

Esta expresién es minimizada cuando la suma de los escaiios
distintos de E es maxima y el mimero de los partidos implicados en
el empate también lo es (k=p). Nétese que puesto que cnalquier
fraccion r es siempre menor que ¢, pc>{(p-1)c+r. Asi, el minimo
resto umbral viene dado por la expresion:

minx = ——— {6.5)
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De otro lado, y siempre que nos encontremos con férmulas no
mayoritarias (c<1), la expresién es maximizada cuando la suma de
los escafios distintos a E es minima, igual que el mimero de los
partidos & implicados en el empate, mientras que para cualquiera de
los p-k partidos, 7,=0. El méximo divisor umbral se realiza bien
cuando todos los partidos participan en el empate, bien cuando los
partidos que no participan en el empate son partidos con cero
votos. Asi, el miximo resto umbral asociado a E escafios se
corresponde con la expresién

. ) 1 1
maxx = mm{E+(M~e+l)c’JM—p+1+pc} , (6.6)

c<1

que, por comodidad, podemos desglosar en dos igualdades:

. 1
X = B (M-E+De
E>2M-p+1 :
csl
. 1
maxx = M- p+1+ pe
E<M-p+1 6.7)
c<l

Cualguiera de las dos expresiones alcanza un valor maximo
constante con respecto a E'y p igual al umbral de exclusion ordinal
o estructural 1/(M+1) cuando c¢=1, es decir, con el método
D’Hondt. Sin embargo, ninguna de estas expresiones maximiza el
valor del umbral cuando el término ¢ de ajuste es mayor que la
unidad. En este caso, la expresion (6.6) alcanza su maximo cuando
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el mimero k de partidos es el minimo absoluto (k=2), los “restos”
de eventuales terceros partidos son iguales a cero, y el nimero de
escaflos asignados sin empate es el miximo correspondiente:

T M-1+2c. (6.8)

En las formulas de tipo mayoritario, el méximo divisor umbral
se realiza en la competicion bipartidista.

6.3. Funciones de umbral de los métodos de divisores

Debe notarse que en los casos de funcionamiento “normal” de
la formula electoral, es decir, cuando no hay empates, el valor de
X que resuelve en problema de asignacién no es unico, sino un
recorrido entre dos valores que designamos x* y x~. El mayor de
estos valores es igual al del menor cociente que obtiene un escaiio
empleando ¢l algoritmo de asignacion de tipo B, el menor de estos
valores es una fracci6n muy proéxima al mayor cociente que no
obtiene un escaiio, pero mayor que €l mismo. Ahora bien, en un
problema de asignacion entre p partidos en el que uno de ellos
obtiene al menos E escafios, el maximo divisor umbral siempre es
mayor que cualquier x™ y el minimo divisor umbral siempre es
menor que cualquier x*. Aunque algunos casos de distribucién de
M escatfios entre p partidos puedan resolverse con un divisor mayor
que el miximo divisor umbral, €l maximo divisor umbral también
los resuelve, pues forma parte del recorrido de posibles valores de
x que resuelve el problema. Lo mismo vale decir, mutatis
mutandis, para el minimo divisor umbral.

De este modo, puede establecerse la identidad entre el divisor
minimo X, v el minimo divisor umbral, asi como entre €l divisor
MAXIMO X,y ¥ €l miximo divisor umbral, para cualquier vector
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v con p componentes que se disputan M escafios, con una féormula
de divisores constantes basada en un criterio ¢(E).

De la definicién del método de divisores se sigue que para
cualquier partido i debe ser cierto que

c(E-1)<v/x<c(E)

A partir de esta desigualdad pueden establecerse los votos
minimos y méximos con los que un partido de referencia puede
tener E escafios:

Yuin(E) =(E-1+xmy;
Vaiax(E) =(E+ )Xy px-

6.3.1.Métodos proporcionales

Los votos minimos y méximos son una funcién del nimero de
escailos, de la magnitud del distrito, del nimero de partidos y del
término de ajuste ¢ que caracteriza al método de divisores. La
funcion generatriz de las funciones de votos minimos para los
métodos proporcionales, asi como para los mayoritarios, es

E-1+¢

Viaw (B Mo P = T e 69

c20

donde 1<E<M. La funcién no esti definida, como tal, para E=Q,
aunque sea obvio que los votos minimos para obtener cero escaiios,
si la gramética de esta proposicién tiene sentido, son igual a cero
con todos los métodos. La funcién de votos minimos es una funcién
lineal de E, dados M, p y c. Si se incluyese el valor £=0 dentro del
recorrido de la férmula, la funcién sélo seria lineal con respecto a
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E para E>1, excepto en el método D’Hondt (¢=1), cuando siempre
seria lineal.

La funci6n generatriz de las funciones de votos maximos para
los métodos proporcionales es

E+c
VMAX(E:Msp:C)= M+1+p(c—1)
E<M-p+l
0<cx1
E+c
E)M, 3 =
V(B Mo ps€) = e R o)
E>M-p+1 , (6.10)
0<ecxl

donde 0<E<M-1, La funcién de votos méiximos estd definida para
E=0, pero, por convencién, no lo estd para E=M. Los votos
méaximos para lograr todos los escafios son, por definicion, el
100%. Este es, de hecho, el valor que arroja la ecuacién (6.10),
por lo que puede decirse que la exclusién del dltimo valor del
recorrido de la funci6n es una convencién innecesaria. Sin
embargo, en los métodos mayoritarios esta convencion se vuelve
importante.

La funcién de votos miximos es una funcion lineal hasta
E=M-p+1y curva, de pendiente decreciente, a partir de este punto
de inflexién. Sélo la funcién del método D’Hondt es lineal en todo
su recorrido, aunque todas lo son, como sabemos, si el ndmero de
partidos se reduce a dos.

La funci6n de votos necesarios es idéntica a la funcién de votos
minimos: vy (E)=vy4n(E); mientras que la funcion de votos
suficientes se obtiene a partir de ia funcién de votos miximos:
VeueE)=Vyax(E-1). De esto modo, los umbrales de votos
suficientes se generan a partir de la funcién
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E-1+c¢

VSUF(ESMEP’C)z M+1+p(c-_ 1)
E< M-p+2 ,
0<cg1

E-1+¢

E =

Vsur B M) = Dot EQ- o) -1+ ¢
E>M-p+2 (6.10b)
0<ec<]

donde 1<E<M. La funci6én de votos suficientes estd definida para
un mismo recorrido que la funcién de votos minimos o necesarios.
Las funciones de votos suficientes son, l6gicamente, paralelas a las
de votos maximos.

Por dltimo, puede resultar conveniente destacar en una
expresién separada la funcién generatriz de los umbrales de
inclusién y de exclusién de los métodos como funcién de la
magnifud y el mimero de partidos. E! umbra]l de inclusion son los
votos minimos 0 necesarios para un escafio; el umbral de exclusién
son los votos méiximos para cero escaiios, o los votos suficientes
para un escaio:

c
Un = M-1+ pc,
cz0
c 1
Ver = 3t pie- ) Une™ 37171
p<M+1 P2 M+l . (6.11)

0<c<1 0<e<1
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6.3.2. Métodos mayoritarios

La funcién generatriz de las funciones de votos minimos o
suficientes de los métodos mayoritarios es la misma que la de los
métodos proporcionales (6.9), por lo que no requiere de mayor
aclaracion. La funcién generatriz de los votos maximos tiene una
distinta pendiente (el divisor méximo es mayor que en los métodos
proporcionales:

E+c
Vi (B, MoP )= 3, 6.12)
cz1
donde OsE<M-1. O bien,
E-1+c¢
Vsur (B M) = e (6.12b)
c21

donde 1<E<M.

Es importante observar que , de incluirse el valor M en el
recorrido de la funcién, la férmula (6.12) no sefialaria al 100%
como los votos miximos para M escafios, sino a una cantidad
inferior, lo que no tendria sentido. De aqui que sea necesario
excluir el valor E=M del recorrido de las funciones de votos
méximos y establecer de modo independiente que, por definicion,
los votos maximos para £=M son la totalidad de los votos.

Las funciones de votos méximos y las funciones de votos
suficientes son funciones lineales con respecto a E. Puede notarse
que las expresiones (6.12) y (6.12b) coinciden con (6.10) y (6.10b)
cuando c=1, es decir, con el método D’Hondt que, no obstante, es
un método indiscutiblemente proporcional.
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Los umbrales de inclusion de los métodos mayoritarios se
generan, logicamente, a partir de la misma ecuacién que los de los
métodos proporcionales. Los umbrales de exclusién de los métodos
mayoritarios son siempre mayores que €l umbral ordinal 1/(M+1),
aunque la expresion que los genera tenga ese valor como caso
limite, cuando ¢=1:

C
B M-1+2c. (6.13)
cz1

U

6.3.3. Métodos igualitarios

Las funciones generatrices de las funciones de umbral de los
métodos igualitarios son, esencialmente, las mismas que en los
métodos propotcionales. Recuérdese que un método igualitario es
equivalente a la distribuci6n igualitaria de una parte de los escafios,
caracteristica de las formulas de prorrateo, seguida de la asignacion
de los restantes mediante un método proporcional.

Las funciones de votos minimos se generan a partir de la
expresion;

E-1+c¢
VMN(E, M:p:c) = med{ —}

0L, M-1+ pc (6.14)

cs -1

donde med se lee como término intermedio. Andlogamente, las
funciones de votos méximos se generan a partir de la expresion:
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E+ec
ESM’ -1 = d 31,
Vs B, M, pc) = me {0 M+1+p(c—l)}

E<M-p+l1

E+c
VMAX(Es Mapac) = med{O,l,(M+ 1)C+ E(l" C)}
Ex2M-p+1

(6.15)

6.4. rférmulas simples de cuota: empates competitivos y resto
umbral

Recordemos que una férmula de cuota y restos mayores basada
en la cuota g, puede caracterizarse como sigue:

F(v.M)=E: E= fiv,M) +h(g(v,M))}
fv.M)=S: S=\v/q,); 4.=1/(M+n); -1<snsl; Y.S<M .
g(v,M)=r: ra’:(v;/Qn)_l_va/q’lJ
h(g(v.M)=lb: b=1sir2r
Osirgry Yb=M-YS paraalgin r}.
(6.16)

Sea r un resto que resuelve un problema de asignacion de M
escafios para un vector v de p partidos empleando una cuota
q,=1/(M+n) y sea I<p el nimero de partidos con un resto mayor
0 igual a . Sea R el nimero de escafios que el método debe
atribuir por restos: R=M-}S,. Facilmente se comprueba que una
férmula F,(v,M) produce una tinica asignacién E si y sélo si R=0
o /=R. Si R=0, entonces }'S,=M y E=8. Todos los partidos obtienen
escailos iguales a su cuota inferior y ningiin resto obtiene escafios.
Si /=R, entonces los { partidos con un mayor resto obtienen su
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cuota superior £,=§;+1, mientras que p-/ partidos obtienen su
cuota entera inferior. Este es el funcionamiento “normal” de la
formula.

Definamos un resto-umbral como un resto #* que resuelve la
asignacién en F,(v,M) de manera que I>R. Esto solo puede
suceder en un subconjunto de las distribuciones v de votos que son
posibles, cuando se produce un empate entre restos de modo que al
menos dos partidos tienen restos iguales a r’ . Llamemos k al
mimero de partidos 2<k<! con un resto igual a ". Si el resto es un
1esto umbral, el valor minimo de & es k=2, cuando el resto R-ésimo
es igual al resto R+ 1-ésimo. Cuando se produce un empate de este
tipo, que llamaremos empate competitivo, no existe un r tal que
pueda discriminar R partidos con restos mayores o iguales que el
mismo, sino que, para cualquier valor de r>r", es el caso que /<R
. Ningiin valor mayor que el resto umbral produce una solucion en
el método de reparto, pues siempre deja escafios sin asignar. El
resto umbral es una solucion para la formula, pero no produce una
linica asignacién, sino un conjunto de miiltiples elementos en los
que algunos de los & partidos reciben distinta asignacion por
idénticos restos.

Asi, cuando un método F,(v, M) produce un empate
competitivo, el dinico resto que resuelve el problema de asignacion
es un resto umbral *, que distingue tres tipos de partidos en r: de
un lado, I-% partidos, tales que I-k<R-1, con restos mayores que
el resto r° ; de otro lado, k partidos tales que 2<k<l, con restos
igual a r’; y, por iltimo, p~/ partidos con restos menores que el
resto umbral.

El valor minimo y maximo de un resto umbral puede
determinarse como una funcién de M y p, esto es, para cualquier
vector de votos con p componentes que compiten por M escafios.
Sin embargo, es més interesante averiguar cudles son los valores
del resto umbral que se asocian a una tercera constante, a saber, un
nimero E de escafios. Para determinar los valores maximo y
minimo del resto umbral, comenzamos por introducir el supuesto
de que no hay ningiin partido con restos mayores que el resto
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umbral (k=I), de manera que el empate es mdximamente
competitivo, pues todos los partidos que pueden obtener un escaiio
en el reparto de restos (que lo obtienen en al menos una de las
asignaciones del conjunto que son resultado de la férmula) lo hacen
con idéntico resto. De este modo, suponemos que nos encontramos
ante un problema de asignacién F,(v, M) tal que

2<R+1sk<p. 6.19)

Queremos averiguar cudl es el mayor y menor resto umbral que
se asocia a un nimero E de escafios para un partido de referencia.
Por definicién, el mimero de escafios que se asignan por restos es
R=M-YS,. Supongamos que uno de los partidos obtiene su cuota
inferior igual a E escafios. Entonces,

-1
R=M-(Q.S,+E). (6.20)

=1

En (6.19), el valor maximo de R se determina sirnultineamente
al valor minimo de &, por lo que ambos estin indeterminados,
tomando valores entre R=1, con k=2, y R=p-1 con k=p . Ahora
bien, en {6.20) encontramos un valor méximo de R en funcidén de
My de E (M-E<R). Puesto que M, E, y p son constantes, por
(6.19) v (6.20) podemos escribir los valores minimos y maximos
de R y de k como

minR=1 (6.21)

El valor méximo de R es igual a M~E cuando E>M-p+1 ¢
igual a p-1 cuando E<M-p+1. Los valores minimos de & se
determinan como funcién de R.
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Por definicién del método de cuota y restos mayores (6.16),
para cada partido i podemos escribir v,/g, =S,+r;. Igualmente,
podemos sumar los componentes de cada uno de los vectores.
Yv/q, =¥.5,+Yr. Si k partidos tienen un resto igual a 7 y un
partido suma E cuotas, entonces

P -1

32

=] 4n

Kl

p-k
S+E+k"+)r,.

=1

w0y

-
(]
—

Teniendo en cuenta que la constante ¢, es ignal a 1/(M+n),
podemos transformar las expresiéon como

p-1 p—k
Mt+n-(),S,+E)-)r
_ =] =1

*

r = )
k
o bien,
p-k
Rtn-2r,
r¢ _ =1
k

El minimo de 7" se realiza cuando el niimero de escafios que
deben asignarse por restos es minimo, el nimero de partidos que
compiten por el escafio es méximo (,k=p) y la suma de los restos de
los p-k partidos es, l6gicamente, nula:

. 1+
minr =—-—n. (6.22)
p
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Debe notarse que el minimo resto umbral es independiente del
nimero de escafios a los que se encuentra asociado, € incluso de la
magnitud del distrito. Si un partido obtiene E escaiios, el resto
umbral minimo se realiza cnando entre todos los demis partidos
suman M-E-1 cuotas, de manera que el escaiio en disputa por los
Testos es uno y todos los partidos tienen igual “derecho” al mismo,
obteniéndolo en cada una de las p asignaciones que son un posible
resultado de la férmula.

El valor maximo de " se realiza cuando el nimero de escafios
que deben asignarse por restos es maximo, el nimero de partidos
que compiten por los mismos es minimo y la suma de los restos de
los p~k partidos es nula:

M-E+n p-1+4 n}
(6.23)

maxr mm{ M-E+1’ p

Este valor si es una funcién de E. Cuando E2M-p+1, el valor
méximo de r* es una funcién de M, E y n; cuando E<M-p+1, el
maximo resto umbral es una funcién del modificador y del nimero
de partidos.

El valor minimo del resto umbral " no depende del supuesto
inicial que hemos introducido al efecto de igualar el mimero & de
partidos, con restos iguales al resto umbral, al nimero ! de
partidos, con restos mayores o iguales al resto umbral, ya que
ambos nitmeros son iguales a p. Sin embargo, el valor méximo del
resto umbral si depende de este supuesto. Supongamos, a modo de
contradiccidn, que el nimero de partidos & es menor que el nimero
I de partidos que, por hipétesis, pueden reclamar més de R escafios
con sus restos cuando el problema s6lo es resoluble mediante un
resto umbral. Supongamos, en definitiva, que ¢l empate no es
méximamente competitivo sino que implica a un nimero igual o
mayor que dos partidos, pero no necesariamente a todo el
subconjunto [ partidos.
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Es sencillo asegurarse de que el valor maximo del resto umbral
en un empate maximamente competitivo es mayor que el valor
méiximo de un resto umbral en un empate que no fuera
maximamente competitivo. En este dltimo caso, el resto umbral
maximo dependeria también del tamafio de los restos de los
partidos con restos mayores al resto igual. Si k<!

=k Ik
M—E+n—Zt; p—1+n—2f;

+ . =] 1=1
s =M Y T Er 108" p-d-k)

Esta expresion siempre es menor que (6.23), pues el numerador
se reduce en una cuantia menor o igual que el denominador, luego
¢l minimo resto umbral se produce cuando todos los partidos tienen
idénticos restos. Asi, podemos definir el empate mdximamente
competitive por la inclusién como el empate en el que todos los
partidos compiten con el minimo resto umbral por un iinico escafio.
El empate méximamente competitivo por la exclusién se produce
cuando R+1 partidos compiten por R escafios con restos iguales.
En un sistemna bipartidista ambos empates son equivalentes.
Cuando, en un problema de asignacion de escafios, se produce un
empate méximamente competitivo por la inclusi6n, el resto umbral
tiene un valor minimo; cuando se produce un empate maximamente
competitivo por la exclusion, el resto umbral cobra su maximo
valor.

La probabilidad de que, para un vector v, se¢ produzca un
empate competitivo en F,(v,M) es, en general, muy baja. La
probabilidad de que se produzca un empate méximamente
competitivo es despreciable. El valor analitico de estas
construcciones reside en que nos permite determinar el resto
minimo y méximo asociado a un niimero E de escafios en una
competicién entre p partidos, cualquiera que sea la distribucion del
voto. Esto nos permite, a su vez, construir las funciones de pagos.
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Debe notarse que en los casos de funcionamiento “normal” de
la férmula electoral, es decir, cuando no hay empates (k=0), el
valor de r que resuelve en problema de asignacién no es tinico, sino
un recorrido entre dos valores que designamos r* y r~. El mayor de
estos valores es igual al del menor resto que obtiene un escafio
afiadido a la cuota inferior (el resto R-€simo), el menor de estos
valores es una fraccién muy préxima al mayor resto que no obtiene
un escafio afiadido (el resto R-+1-ésimo), pero mayor que el
mismo. Ahora bien, en un problema de asignacién entre p partidos
en el que uno de ellos obtiene al menos E escaiios, el maximo resto
umbral siempre es mayor que cualquier r~ y el minimo resto
umbral siempre es menor que cualquier r*. Aunque algunos casos
de distribucion de M escafios entre p partidos puedan resolverse
con un resto mayor que el maximo resto umbral, el méximo resto
umbral también los resuelve, pues forma parte del recorrido r* a
r" que resuclve el problema. Lo mismo vale decir, muatis
mutandis, para el minimo resto umbral.

De este modo, puede establecerse la identidad entre el resto
minimo 7,y ¥ €l minimo resto wmbral, asi como entre el resto
MAXIMO ry,y ¥ el maximo resto umbral, para cualquier vector v
con p componentes que se disputan M escaiios, con una férmula de
cuta modificada en -1sn<1.

6.4.1.Un ejemplo

El cuadro 6.2. muestra los empates competitivos entre cinco
partidos en uma circunscripcién de cuatro escafios que se
distribuyen mediante cuota simple ¢,=0,25. La primera columna
dentro de cada caso indica las frecuencias de los votos, mientras
que la segunda indica el cociente entre los votos y la cuota. El
nimero entero de dicho cociente es la cuota inferior de cada
partido, la parte no entera es el resto que compite por los R escaiios
no asignados por cuota entera.
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Los diez empates genuinamente distintos son los casos 1 a 10.
El caso 1 es el empate maximamente competitivo por la inclusién.
Los casos 7 a 10 son empates maximamente competitivos por la
exclusion dado un F igual a cero, uno, dos y tres,
respectivamente. Los casos 2 a 6 son empates maximamente
competitivos en los que el resto umbral tiene un valor intermedio
entre el valor maximo y el minimo.

Los casos 3, 6 y 10 serian empates mdximamente competitivos
por }a inclusién si la magnitud M se redujese, respectivamente, a
tres, dos y uno. Los casos 2, 4 y 7 serfan empates méximamente
competitivos por la inclusion si el nimero de candidaturas p se
redujese a cuatro, tres y dos respectivamente.

El caso 10 es el empate méximamente competitivo por la
exclusion en el que el resto umbral tiene un valor absoluto maximo,
cuando ningin escafio ha sido asignado por cuota y M+ 1 partidos
compiten por M escaifios. El caso representa la situacion en la que
se verifica el umbral de exclusi6n del primer escafio. En los casos
9, 8 y 7 algunos escaiios son asignados por cuota, por los que el
numero de partidos que reciben votos disminuye si el resto umbral
ha de ser méximo. Los casos 11 y 12 sirven para ilustrar que si ¢l
nimero de partidos p fuese p=3 o p=2, ¢l resto miximo para cero,
uno o dos escafios no seria el mismo que el que reflejan los casos
10, 9 y 8, sino que seria constante hasta E=M-p-+1.



Cuadro 6.2. Empates competitivos entre cinco partidos en una circunscripcién de M=4 escaiios.
Meétodo de divisores de Sainte-Lagué (¢=0,5).

Caso 1 x =0,182 Caso 2 x =02 Caso 4 x =022 Caso 7 x =0,25
v vix v vix" ¥ vix* v vix'
0,63636364 3,5 0,7 3,5 0,77777178 3,5 0,875 3,5
0,09050909 0,5 0,1 0,5 0,11111111 0,5 0,125 0,5
0,09090909 0,5 0,1 0,5 0,11111111 0,5 0 0
0,02090909 0,5 0.1 0,5 0 0 0 0
0,0009090% 0.5 0 0 0 0 0 0
Caso 3 x =0,22 Caso 5 x =0,25 Caso 8 x =0,286
v vix' v vix' v vix*
0,55555556 2,5 0,625 2,5 0,71428571 2,5
0, 1111111} 0,5 0,125 0,5 0,14285714 0,5
0,11111111 0,5 0,125 0,5 0,14285714 0,5
011111111 0,5 0,125 0,5 0 0
0,11111111 0,5 0 0 0 0
Caso 6 x =0,286 Caso 9 x =0,33
v vix' ¥ vix'
0,42857143 1,5 0,5 1.5
0,14285714 0,5 0,16666667 0,5
0,14285714 0,5 0,16666667 0,5
0,14285714 0,5 0,16666667 0,5
0,14285714 0,5 0 0
Caso 10 x =04
v vix'
0,2 0,5
0,2 0,5
0,2 0,5
0,2 0,5
0,2 0,5

£0C / UQIDZIDIIUS)
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6.5. Funciones umbral de las formulas de cuota y restos
Mayores

De la definicién del método de cuota y restos mayores se sigue
que para cualquier partido i debe ser cierto que

E-1+ng < vw/q, sE+ry.

A partir de esta desigualdad pueden establecerse los votos
minimos ¥ miximos con los que un partido de referencia puede
tener E escafios:

Van(E) =(E -1+ d,;
Vmax(E) =(E+Nyax) -

Los votos minimos y méximos son una funcion del mimero E de
escafios, el nimero de partidos y el tamaiio de 1a cuota (1la magnimd
del distrito y el modificador).

6.5.1. Formulas simples

Consideremos en primer lugar a las férmulas de cuota con
cuota modificada dentro del infervalo decisivo, que sin duda
constituyen el tipo de casos més general dentro de esta familia de
férmulas. La funcién generatriz de los votos minimos es la funcién

E-1 . l+n
M+n p(M+n)’

Vi (E, M, p,n) = (6.24)

donde -1<n<l y 1<E<M. La funcién generatriz de los votos
maximos es una funcién que puede tener dos tramos, dependiendo
de la relaci6n entre el nimero de partidos, la magnitud electoral y
el nimero de escafios que el partido de referencia obtiene:
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E p-1l+n
vMAX(E}Msp:n)= M+n+p(M+n)’
E<M-p+t]

E M-E+n

EM, R H]
Vi (Bs M P ) = o T M e )
E>M-p+l

(6.25)

donde -1<n<1y 0<E<M-1.

Los votos necesarios para lograr E escafios son los votos
minimos: vyg(E)= vy(E). El umbral de votos suficientes para
lograr E escafios son los votos méximos con los que un partido
puede tener E-1 escaiios. Esta funcién presupone que el partido de
referencia supera el umbral.

E-1 p-1l+n
vSUF(E’M:p:n)= M+n+ p(M'i-ﬂ)’
E<M-p+2

E-1 M-E-1+n
Vsur (Bs M P = e G EYM )
Ex2M-p+2.

(6.25b)

donde -1<n<l y 1sE<M.

Tal vez convenga subrayar, por iiltimo, que los umbrales de
inclusion y de exclusion se corresponden con los restos minimos y
maximos respectivamente. De manera que
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n+1
Up=———
w p(M+n)’
p-l+n 1
Upy = 2= -
B p(M+n), Ve = 30771 (6.26)
psM+1 pzM+1

6.5.2. Formulas compuestas

Las funciones de umbral de las férmulas compuestas son un
hibrido entre la funcién de umbral de la cuota tentativa o falsa
cuota y la funcién de umbral de la cuota de reserva. Para las cuotas
disminuidas tales que #> 1, como las férmulas de cuota Imperiali
(Q+1+2) o Imperiali reforzada (Q+1+3), los votos maximos (o
los votos suficientes) son los de la férmula de cuota de reserva que,
por una convencién que sigue a la prictica habitual, suponemos que
es la cuota Droop (Q+1). Los votos minimos se obtienen a partir
de la misma funcién generatriz que en el caso general (6.24), de
donde podemos eliminar la restriccién n<1 e introducir valores
como n=2 o n=3.

Para las cuotas aumentadas tales que n< -1, en tanto que
funcionan como falsas cuotas de férmulas compuestas, esto es,
cuando | 7] <p <M, los términos se invierten. De un lado, los votos
méximos (o los votos suficientes) se determinan a partir de la
misma funcién generatriz que en el caso general (6.25) (6.25b), de
la que podemos eliminar la restriccion que se refiere al limite
inferior del intervalo decisivo de r. De otro lado, los votos
minimos son idénticos a los votos minimos de la funcién
correspondiente a la cuota de reserva, que, por comvencidn,
suponemos que es la cuota larga Q-1.
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6.5.3. Formulas q-igualitarias

Las cuotas alargadas tales que n<-1 no son falsas cuotas
cuando el mimero de partidos es igual 0 mayor que la magnitud
electoral, p>M, sino cuotas limitadas. Las cuotas limitadas de este
tipo, de los que el sistema VUNT es el caso limite, son la base de
las féormulas Q-igualitarias. Los votos méximos (0 los votos
suficientes) de las férmulas Q-igualitarias se determinan a partir de
la misma funcidn generatriz que en el caso general (6.25) (6.25b),
de la que ya sabemos que se puede eliminar la restriccién -1<n.
Los votos minimos se determinan teniendo en cuenta que el resto
minimo en este tipo de férmulas siempre es r,,=0. De este modo,
para este tipo de formulas, los votos minimos son

. E-1
VMIN(E’ M’psn) = mm{lam} , (627)

donde n<-1 y p>M. Los votos miximos pueden, a su vez,
determinarse a partir de la expresion

p-l+n E M~-E+n }

Viaax (E, M, p,7) = m'“{l’ Min: pmin) Min (M-E+D(M+n)

(6.28)
donde n<s-1 y p=M.

6.6. Posicion e inclinacién de Ias funciones de umbrales

Todas las funciones de votos minimos o necesarios de los
métodos de divisores asi como todas las funciones de votos
minimos de los métodos de cuota tales que el modificador es 7> -1
se cruzan en un mismo punto. Con todas ellas, el umbral v=1/p
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Gréfico 6.1, Funelonas de votos minimas de algunas férmulas proporcionales y mayeritarias. M=5, p=3,
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representa los votos minimos para obtener E=1+(M-1)/p. La
igualdad en los votos, o el tamafio medio de los partidos, o la
minima mayoria relativa, es condicién necesaria para obtener un
escafio mas la parte alicuota de los restantes, si los hubiera, con
probabilidad mayor que cero. Sin embargo, las funciones de votos
minimos © necesarios de los métodos de cuota tales que el
modificador es n< -1, coinciden todas en el punto v=0 y E=1. El
gréfico 6.1 muestra ambos haces de férmulas superpuestos.

Todas las funciones de votos méximos (y las de votos
suficientes) de los métodos de divisores tales que c<1, asi como
todas las funciones de votos maximos de los métodos de cuota
modificada tal que n<1 se cruzan en un mismo punto', pero este s
distinto si el niimero de partidos es psM o p=M+1. En el primer
caso, los votos miximos para obtener E=(M+1)/p-1, o los votos
suficientes para obtener E=(M+1)/p, son v=1/p con cualquiera de
las formulas referidas. La minima mayoria relativa en el reparto de
los votos es condicion suficiente para una asignacion que consiste
en la minima mayorfa relativa en la distribucién de los escafios. En
el segundo caso, los votos méximos para obtener E=0, o los voios
suficientes para E=1, son, con cualquiera de las férmulas, iguales
al umbral de exclusién ordinal o estructural v=1/(M+1). Con
cualquier férmula, si el partido de referencia alcanza una fraccién
de votos tales que no puede ser ordenado como el partido M+ 1-
ésimo, con ninguna distribucién de los votos enire cualquier
niimero de competidores, entonces el partido de referencia obtiene
al menos un escaifio (graficos 6.2 y 6.3).

Las funciones de votos suficientes de los métodos de divisores
tales que ¢21 se cruzan en el punto v=Y%2 , E=(M+1)/2. Conestos
métodos, siempre es condicion suficiente rebasar la mayoria
absoluta de los votos para obtener la mayoria absoluta de los
escafios (grafico 6.4).

! Las funciones de votos mdximos, o suficientes, de las cuotas modificadas
tales que n>>1 son las de la cuota de reserva n=1.
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Gréfico 6,2. Funclones de votos maximos de algunas férmulas proporclonales M=5, p=3.
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Gréflco 6.3, Funclones da votos méximos de algunas férmulas proporclonales. M=5, p=6.
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Gréifico 6.4. Funclones de votos miximos de dos métodos mayotitarios y da! métado D'Hondt
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La forma de las funciones de votos minimos de las dos familias
de métodos de representacion es la siguiente:

métodos de cuota: vy(E)=(E -1)q,+ Uyy;
métodos de divisores: vy, (E)=(E Dxyan+ U

donde 1<E<M. Tanto las pendientes como las constantes son
constantes con respecto a E, aunque sean funciones de M, p y del
tipo de férmula. Notese que, aunque no se introduzca una notacién
especifica, el umbral de inclusion es diferente en cada caso. Las
pendientes de estas funciones, tanto la cuota como el divisor
minimo, son constantes con respecto a £ (6.5). La pendiente
marca, naturalmente, el incremento minimo necesario por cada
escafio afadido al primero. La constante de la funcién, cuando
E=1, es el umbral de inclusion, o coste minimo de cada escafio. De
igual modo que en el caso bipartidista, cuanto mayor es la
pendiente, menor es la constante, y a la inversa [{(6.9) (6.11) (6.26)
y (6.29)]: en una férmula electoral, cuanto menos exigente es la
condicién necesaria para obtener la minima representacion, mas
exigente es la condicibn necesaria para incrementar la
representacion.

Si el mimero de partidos es p<M+1, las funciones de votos
méximos de los métodos de cuota y de los métodos de divisores
tales que ¢<1 tienen un ramo inicial que puede escribirse como
sigue:

métodos de cuota: vy x(E)=Eq,+ Ug:
métodos de divisores: vy, (E)=Exyax+ Uex

donde 0s E<M-p+1. La funcién de votos suficientes se obtiene
sustituyendo £ por £-1.Las pendientes de ambas funciones, as{
coimo sus constantes, son constantes con respecto a E. Cuando los
escaflos son abundantes con respecto a los partidos en competicion,
la funcién de votos miximos reproduce la relacion entre el coste de
acceso y el coste de crecimiento que encontramos en la funcion de



214 / Sistemas elementales de representacion

votos minimos, como se observa comparando las expresiones de
sus funciones generatrices [(6.10) (6.11) (6.25) y (6.26)].

Sin embargo, si el mimero de partidos es p>M+1, tanto las
funciones de votos maximos de los métodos de cuota como las de
los métodos de divisores tales que c<1 son funciones complejas y
no lineales con la forma:

métodos de cuota: vy, x(E)=Eq,+q,"vsx(E);
métodos de divisores: Vi x(E)=EXy ol E)+cXyax{ED;

donde max(0, M-p+1)<E<M-1. Ambas funciones complejas
tienen el valor constante 1/M+1 cuando E=0. Desde el punto de
vista de los votos maximos, o condiciones suficientes, el coste del
acceso a la representacion es constante cuando los escafios son
escasos con respecto al ndmero de partidos. La pendiente de las
funciones para el resto de los escaifios es positiva y decreciente.

Por iltimo, 1as funciones de los votos maximos de los métodos
de divisores en los que el término de ajuste es cz1, puede
describirse siempre como Vi, (E) =Exyax + Ugy, teniendo en cuenta
que el divisor y el umbral se generan a partir de funciones distintas
que en los casos del parrafo anterior. Las funciones de votos
méximos son lineales en todo su recorrido y el coste de acceso a la
representacién aumenta cuando disminuye el coste de la
acumulacién de escafios. El limite, ya lo sabemos, es la funcitn
plana de la férmula mayoritaria simple.

6.7. Ejemplos de formulas conocidas

Las funciones generatrices que se han presentado implican las
férmulas correctas para las funciones de umbrales que Lijphart ¥
Gibberd (1977) determinaron, bajo €l nombre de funciones de
pagos, para los métodos de Hare, D’Hondt y Sainte-Lague.
Naturalmente, ahora podemos determinar las funciones de
cualquier férmula. Las tablas de lo cuadros 6.3 y 6.4 recogen, en
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Cuadro 6.3. Funciones de umbrales de algunos métodos de divisores.

Férmula Clave D4¢ Votos minimos Votos miximos
1<EsM O<E<M-1
ESM=-p+1 Ez M-p+1
Adams D+0 E-1 E
M-1 M=-p+l I
Danesa D+1/3 3E-2 3E+] IE+1
3M+p-3 3M-2p+3 M+2E+1
Sainte Lague D+1/2 2E-1 2E+1 2E+1
2M4+ p-2 2M-p+2 MiExl
D'Hondt D+1 E E+1 E+i
Ms p—[ M+l M+l
Imperiali D+2 E+l E+2 E+2
(divisores) M+2p-1 M+3 M+3
Mayoria D+ 1 1 1
; 2 2

Cuadro 6.4. Funciones de ambrales de algunos métedos de cuota y restos mayores.

Formula  Clave Votos Votos maximos
Q+n minimos
1sEsM 0sEsM-~1
E< M-p+1 ExM-p+l
“Cuota Q-1 E-1 PE+1)-2 E . M-E-1
larga™ M-1 M- M-1"(M-E+D(M-1)
Hare Q+0  p(E-D+l HE+D-1 £, __M-E
M pM M (M-E+D)M
Droop Q+1 PE-1)+2 E+l E+1
KM+ M+l M+l
Imperiali Q+1+ p{E-13+3 E+l E+l
2 p(M+2) M+1 M+1
Imperiali Q+1+  p(E-D+4 E+1 E+!
reforzada 3 M+ 3 M+l M+1
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expresiones compactas cuando esto es posible, las funciones de
umbrales de algunas de las férmulas més importantes. Las
funciones de umbrales aparecen en la forma de votos minimos y
mAaximos, pero ya sabemos que la transformacién de los segundos
en umbrales de votos suficientes es inmediata.

Puede comprobarse que los umbrales de inclusion y exclusion
a los que se reduce el primer valor de estas funciones son los
mismos que los que se exponen en el cuadro 5.1 del capitulo 5.
También puede comprobarse que todas las férmulas electorales, o
mejor seria decir, los sistemas electorales, son iguales cuando la
magnitud es igual a uno. En ese caso, los votos suficientes para el
uinico escafio (o los votos méximos para cero escafios) son siempre
igual a %2, mientras que los votos necesarios son igual a 1/p, o
tamailo medio de los partidos.

Puede verse un ejemplo con los valores de los umbrales de
votos necesarios y suficientes en una circunscripcién de cinco
escafios en el cuadro 6.5. Se trata, en realidad, de dos ejemplos: en
el primero el nimero de partidos es menor que el de escaiios,
mientras que en el segundo es mayor. De este modo, puede
apreciarse la diferencia entre los dos tramos de la funci6n de votos
suficientes (o méaximos) a partir del punto de inflexion E=M-p-+2
(0 E=M-p+1 si empleamos el lenguaje de los votos maximos).
Concretamente, los votos suficientes solo coinciden en los dos
iiltimos escafios al cambiar el niimero de partidos del supuesto: tres
en ¢l primero y seis en el segundo.

A diferencia de lo que sucede en un mundo con s6lo dos
partidos, no todas las funciones de umbral pasan por un mismo
punto. Como veremos con mas detalle en el proximo apartado, las
funciones de votos suficientes (o méximos) de los métodos
mayoritarios, asi como las funciones de votos necesarios (o
minimos) de algunos de los métodos igualitarios, forman parte de
haces separados. Esto provoca algunas interesantes
discontinuidades en el orden de las férmulas.

En el cuadro aparecen sombreadas las casillas en las que el
umbral no decrece al movernos de izquierda a derecha entre las



Cuadro 6.5. Funciones de umbral de once conocidas férmulas electorales en un distrito de cinco escafios para
sistemas de partidos de tres y de seis componentes,

Métodos de divisores Métodos de cuota y restos mayores
E  Adams Danesa  Ste-Lagué D'Hondt Imperiali Mayoria | Cuota larga Hare Droop  Imperiali Imperiali
{div} simple reforzada
Votos necesarios (p=3)
I 0,00% 6,67% 9.09% 14,29% 20,00% 33,33% 0,00% 6,67% IL1I% 14,29% nd.
2 2500% 26,67% 27,27% 28,57% 30,00% 33,33% 25,00% 26,67%  27,78% 28,57%
3 50,00% 46,67% 4545% 42,86% 40,00% 33,33% 50,00% 46,67%  44,44%  42,86%
4  7500% 66,67% 63,64% 57,14% 50,00% 33,33% 75,00% 66,67%  61,11% 57,14%
5 100,00% 86,67% 81,82% 71,43% 60,00% 33,33% 100,00% 86,67%  77,78% 71,43%
Votos suficientes (p=3)
1 0,00% 8,33% 11,1i% 16,67% 25,00% 50,00% 8,33% 13,33% 16,67% 16,67% n.d.
2 33,33% 33,33% 33,33%  33,33% 371.50% 50,00% 33,33% 33,33%  33,33% 33,33%
3 66,67% 58,33% 55,56% 30,00% 50,00% 50,00% 58,33% 53,33%  50,00%  50,00%
4 100,00% 83,33% 77,78% 66,67% 62,50% 50,00% 83,33% 73,33%  66,67% 66,67%
5 100,00% 92,86% 90,00% 83.33% 75,00% 50,00% 100,00% 93,33%  83,33% 83,33%
Votos necesarios {p=6)
I nd 5,56% 7,14% 10,00% 12,50% 16,67% 0,00% 3,33% 3,56% 7.14% 8,33%
2 22,22% 21,43% 20,00% 18,75% 16,67% 25,00% 23.33%  22,22% 21,43% 20,83%
3 38,89% 3571% 30,00% 25,00% 16,67% 50,00% 43,33%  38,89% 3571% 33,33%
4 55,56% 50,00% 40,00% 31,25% 16,67% 75,00% 63,33%  55,56% 50,00% 45,83%
5 72,22% 64,29% 50,00% 37,50% 16,67% 100,00% 83,33%  72,22% 64,29% 538,33%
Votos suficientes (p>5)
1  nd 16,67% 16,67% 16,67% 25,00% 50,00% 16,67% 16,67% 16,67% 16,67% 16,67%
2 50,00% 42,86% 33,33% 37,50% 50,00% 40,00% 36,00%  33,33% 33,33% 33,33%
3 70,00% 62,50% 50,00% 50,00% 50,00% 62,50% 55,00%  50,00% 50,00% 50,00%
4 83,33% 77,718% 66,67% 62,50% 50,00% 83,33% 73,33%  66,671% 66,67% 66,67%
5 92,86% 90,00% 83,33% 75,00% 50,00% 100,00% 90,00%  83.33% 83,33% 83.33%

LIT / uoLVDIIUID
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férmulas; mientras que aparecen en fondo blanco las casillas en las
que si fo hace. Por lo que se refiere a los votos necesarios,
encontramos un orden constante entre las formulas de derecha a
izquierda, tomando las dos familias, cuotas y divisores, por
separado. Los partidos con una expectativa de votos por encima de
la media (1/p, 0 €1 33,3% y el 16,7% en cada caso) parece que no
pueden ganar y si pueden perder cuanto més a la izquierda se sitia
el método; lo contrario sucede con los partidos con expectativa de
votos por debajo de la media. Es evidente que las formulas estin
ordenadas de menos mayoritaria a mds mayoritaria. La anomalia
interesanie aparece a propésito de los umbrales de votos suficientes
en las férmulas que sabemos que son de zipo mayoritario (Imperiali
de divisores y mayoritaria simple): los partidos con expectativa de
votos por encima de la media pero por debajo de la mayoria
absoluta pueden ganar si el método pasa a la derecha (se cambia
por uno mas mayoritario) entre Adams y D’Hondt, pero no si va
miés all, a la regién mayoritaria propiamente dicha, donde, por el
contrario, sus resultados seguros se hacen mas pobres.

Hay una importante pregunta que puede plantearse de modo
ingenuo, como un acertijo de agudeza visual: si usted representara
a un partido con una expectativa de votos en torno a un tercio, en
condiciones de incertidumbre sobre la distribucién del resto de los
votos entre sus competidores jqué formula preferiria?”

* El métado D’Hondt mimmiza los riesgos, o maximinimiza la representacion
de un partido mayor que la media pero menor que la mayorfa absoluta de los votos,
margen dentro del que se encuentran, por lo general, los grandes partidos. El
principio de mirnmax es una norma adecuada de decisidn racional en contextos de
mcertidumbre o por parte de actores con aversién al riesgo. El método D'Hondt
es el método empleado en 21 de los 36 sistemas electorales que no emplean
miltiples férmulas examinados por Lyphart (1994). De los restantes, 13 son
mayoritarios, 2 son asimilables a métodos mayoritartos (VUNT y voto limitado)
y 11 son varios métodos proporcionales distintos de D Hondt.
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I. DEDUCCION DEL ORDEN DE LAS FORMULAS
ELECTORALES

6.8. Equivalencia (o no equivalencia) entre métodos de reparto
de cuota y de divisores

Recordemos que un método de divisores basado en un criterio
constante ¢(E) puede describirse como la funcidén de maltiples
valores

F(v,.M)={E: E=[v/x],, (E)=E+c y YE,=M para algiin x}.

La funcién (6.16) del método de cuota F,(v,M) puede
rescribirse de modo semejante a un método de divisores:

F(v.M)=E: E=[v/q),, KE)=E+r, q,=1/(M+n) y YE=M
para algiin r tal que O<r<1}.
(6.29)

F{v.M) es un conjunto de asignaciones, pues siempre que
v,/x=c(E), [v,/x], puede tomar los valores Eo E+1. F,(v,M) esun
conjunto de asignaciones, pues siempre que v./g,=nE), v/¢.),
puede tomar los valores E o E+1.

En los métodos de divisores, el criterio de ajuste ¢ es una
constante y el divisor x una variable que depende de ¢, vy M. En
los métodos de cuota y restos mayores, el modificador # de la cuota
es una constante (1a cuofa es constante dada la magnitmd M), y el
criterio de ajuste r una variable que depende del modificador de la
cuota n, la distribucién v y la magnitud M.

El principio de equivalencia entre los métodos dice lo siguiente:
para cualquier vector de votos v, existen al menos un método de
divisores constantes, tal que O<c<1, y un método de cuota y restos
mayores que producen exactamente el mismo conjunto de vectores
de escaiios como resultado. Dicho de otro modo, dado un vector v’
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de proporciones y una asignacién producida por un método de
cuota F,(v’ ,M)=E’, existe al menos un método de divisores tal que
F(v,M)=FE’, es decir, existe al menos un método de divisores que
produce el mismo resultado. Si decimos que dos férmulas son v’-
equivalentes cuando su aplicacién tiene idénticos resultados para
una determinada distribucién de los votos, entonces, para cualquier
distribucién de votos y cualquier método no limitado de cuota y
restos mayores, existe al menos un método de divisores que es v’-
equivalente.

Los términos de la equivalencia son sencillos. Sea un problema
de asignacidn de M en v’ resuelto por un método basado en la cuota
g, v un resto efectivo r, de manera que F,(v’,M)=E’. El resto
efectivo puede ser cualquier valor critico que distribuye los escaiios
hasta agotarlos, pero podemos adoptar la convencidn, anéloga a la
del divisor efectivo, que lo identifica con el mayor resto posible
menor que el resto maximo. Entonces, puede construirse el método
de divisores basado en un criterio constante ¢(E) tal que c=r y
F( M)=F(v’,M). De modo inverso, sea un problema de
asignacién de M en v resuelto por un método de divisores basado
en un criterio c(E) donde O<c<1 y con un divisor efectivo x;
entonces, puede construirse un método basado en la cuota g, tal que
n=1/x-M que produce un idéntico resultado.

Es evidente que la equivalencia general se refiere s6lo a las
férmulas proporcionales. Las férmulas de divisores mayoritarias o
d-igualitarias en ningfin caso pueden construirse como métodos de
cuota. De igual modo, las férmulas g-igualitarias (lnmtadas) no
pueden construirse como métodos de divisores.

La equivalencia general se limita, ademés, a férmulas
constantes. Para construir un método de cuota que produzca el
mismo resultado que los métodos de criterio de ajuste variable,
como la media geométrica o la media arménica (Hill-Huntington y
Dean) es necesario abandonar la simple regla de restos mayores y
establecer un mecanismo distinto de asignacioén de escafios por
restos, que pondere de algin modo su tamafio por el mimero de
escafios obtenidos por cuota. La posibilidad existe, aunque,
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sablamente, se desconozca en la prictica, ya que, puestos a
disefiarlo, es mucho mis sencillo adoptar un criterio de divisores
con término de ajuste variable.

La equivalencia general es poco misteriosa, puesto que se
produce ex post, es decir, conocida la distribucién de los votos,
coando v=v’. Ex ante, como parte del procedimiento de
competicion, el legislador puede fijar o bien la cuota (divisor) o
bien el término de ajuste (resto critico), pero no ambos a Ia vez. El
término libre se determina a partir de la distribucién de los votos.
Ex post, ambos se determinan a la vez.

Ex ante s6lo podemos conocer los valores minimo y miximo
del resto que sera critico si fijamos la cuota, o los valores minimo
y maximo del divisor que sera efectivo si fijamos el término de
ajuste. Esto es lo que nos enseiian las funciones de umbrales, Las
funciones nos ensefian que estos valores estin sisteriticamente
relacionados. Sustituyendo en las ecuaciones relevantes
[(6.5)(6.6)(6.22)(6.23)] los valores del resto minimo y méximo por
el término de ajuste, o los del divisor maximo y minimo por la
cuota, se comprueban las equivalencias:

XuiN= Ga = C=Nup. Xpmax™ qn = C=yax- (6.30)

Dos formulas son idénticas s6lo si sus funciones de umbrales lo
son. Dos férmulas pueden ser equivalentes para un resultado,
incluso para muchos o para casi todos los resultados, pero no son
iguales si no producen siempre, con cualquier distribucion de los
votos, un mismo conjunto de distribuciones de escafios. La
identidad de las formulas es una identidad procedimental que se
determina ex ante. Todas las férmulas que hemos discutido son sélo
idénticas a s{ mismas.

Dos férmulas son idénticas en el domino de la competicion p-
partidista si sus funciones de umbrales son idénticas para cualquier
magnitud y un determinado niimero de partidos. Digamos entonces
que las férmulas son p-equivalentes, lo que quiere decir que son
equivalentes en cualquier sistema electoral para cualquier vector de
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votos con p componentes, Todas las formulas de cuota tienen una
férmula p-equivalente en el bipartidismo. Algunas férmulas son p-
equivalentes para algunos valores de p distintos de dos. Por
ejemplo, se observa en los cuadros 6.3 y 6.4 que los métodos
D’Hondt e Imperiali de restos mayores son equivalentes en la
competicion entre tres partidos. Dos formulas son M-equivalentes
si producen un mismo sistema electoral para un valor de M. Todas
las formulas electorales son M-equivalentes para la minima
magnitud M=1.

La equivalencia general muestra, en realidad, la no
equivalencia entre los métodos, en el siguiente sentido: dada una
férmula de cuota y restos mayores que resuelve un problema de
asignacion de M en v, existe una formula de divisores implicita que
resuelve el problema de asignacion del mismo modo; ahora bien,
cuando cambian los términos del problema, es decri, el electorado
0 la magnitud, cambia la férmula de divisores implicita que es
equivalente. Esto explica de modo inmediato que las férmulas de
cuota no pueden heredar la propiedad de monotonia con respecto
a la poblacién (que implica monotonia con respecto a la magnitad)
de las férmulas de divisores. Si las formulas de divisores son
mondtonas respecto a la poblacién o respecto a la magnitud, las de
cuota no pueden serlo, pues una férmula de cuota implica el
empleo de una formula de divisores distinta cada vez, es decir,
cada vez que cambia el electorado o el mimero de escafios.

6.9. Ordenamiento de las féormulas electorales
6.9.1. Métodos de divisores
Recordemos que si F’ es al menos tan mayoritaria como F

(F’=F) entonces, v,>v, implica que E';>E, o E’<E, (véase capitulo
2, apartado 2.9). Cambiando ligeramente los términos de su
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enunciado, Balinskiy Young (1982; 118) demuestran el siguiente
teorema’:

Teorema (Balinski y Young): Si F’ y F son dos métodos de
divisores basados en dos criterios monétonos crecientes d’(E) y
d(E), que satisfacen d’(4)/d’(B) > d(A)/d(B) para todos los enteros
A>B=0, entonces F’ es al menos tan mayoritaria como F (F'»F).

Un corolario inmediato de este teorema es que si F’ y F son dos
métodos de divisores basados en criterios de ajuste constantes con
términos ¢’>> ¢, entonces F'=F,

Puesto que c¢ es siempre un nimero real, la relacién “ser al
menos tan mayoritario” induce un orden lineal para todas las
férmulas de divisores constantes. El orden es asimétrico: si F’=F,
entonces F_+F’. El orden es transitivo: si F''=F’, y F'>F,
entonces F'‘ »F_. El orden es completo: para cualesquiera férmulas
de divisores constantes F', y F,, o bien F'.=F, o bien FzF’,.

También de aqui se sigue el orden D’Hondt = Sainte-Lagué =
Dean > Hill-Huntington > Adams. Sin embargo la condicién
d’(A)/d’(B) > d(A)/d(B) para todos los enteros A > B=0, propuesta
en el teorema, no se cumple en una comparacion entre cualquiera
de los dos métodos no constantes de entre los anteriores (Dean o
Hill-Huntintgton) y, por ejemplo, el método constante con término
de ajuste ¢=1/3 (la férmula danesa).

La relacion “ser al menos tan mayoritario” no induce un orden
lineal para todos los métodos de divisores, pues ia relacién no es
completa. La relacion tiene las propiedades de asimetria y
transitividad, por lo que puede decirse que induce un orden parcial
estricto en el conjunto de los métodos de divisores, constantes o no
constantes,

3Balinski y Young se refteren a una relacién “favorecer a las minorias” que
no es sino lo contrario que “ser al menos tan mayoritario”.
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6.9.2. Métodos de cuota.

A través de ejemplos y del estudio de las funciones de umbrales
es facil comprobar, y asi lo hemos hecho, que el tamaiio de la cuota
en los métodos de cuota y restos mayores también determina si una
formula es més o menos mayoritaria. Ahora podemos enunciarlo
mas formalmente como un teorema,

Teorema: 8i F’ y F son dos métodos de cuota y restos
mayores basados en las cuotas g,.=1/(M+n")y q,=1/(M+n) tales
que n'>n, entonces F’ es al menos tan mayoritaria como F (F’=F).

La prueba de este teorema es la siguiente. Supongamos, a modo
de contradiccién: (1) v>v, (2} n’>n, (3) E' < E,;y (4) E',> E,. Por
la condicién de monotonia de las férmulas, de (1) se sigue que
E>E'2E>E, lnego E-1>E2>0. Podemos asi construir la
ecuacion que define al métedo F (véase capitulo 3 apartado 3.2):
vi/q,~(E~1)2v/q,~E; o bien, viM+n)—(E-1)2v{M+n)-E, de
donde se obtiene (v;-v)(M+n)=(E-1)-E. Por (2)
(Vi-v)M+n')> (v-v)(M+n), luego (vi~v)yM+n)>(E-1)-E,.
Puesto que E'<E-1 y E'}\-1:E; [(3) y {(4)], entonces
vi-v)(M+n)>E, -(E}-1) o, lo que es lo mismo,
viM+n"y—(E V>v{M+n’y-(E-1), contradiciendo la definicion
del método de cuota F’.

Asi, puesto que » es siempre un mimero real, la relacién “ser
al menos tan mayoritario” induce un orden lineal (asimétrico,
transitivo y completo) para todos los métodos de cuota y restos
mayores.

6.9.3. Formulas electorales constanges.

Por el principio de equivalencia entre las formulas y por (6.30)
sabemos que, dada una formula de cuota y restos mayores, la
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férmula de divisores equivalente puede ser tanto un método con un
término de ajuste tan grande como el resto maximo asociado a la
cuota, comno un método con un término de ajuste tan pequefio como
el resto minimo asociado a esa misma cuota. Los métodos de
divisores y de cuota y restos mayores no son conmensurables. La
relacién “ser al menos tan mayoritario” no es completa para el
conjunto de las férmulas electorales.

La relacién “ser al menos tan mayoritario” es completa en el
conjunto de férmulas constantes (es decir, conecta todos sus
elementos) si, dadas dos férmulas F y F’, o bien F'=F, o bien
FxF’. Haciendo uso de las funciones de umbrales, podemos decir
que dos férmulas F y F’ pueden ser conectadas o conmensuradas
si, para cualquier nimerc E de escaiios, 0 bien es cierto que
VuinE ML F) s vy (B ML) Y Vygas(E ML F) vy (E,MLF”), 0 bien lo
es que Vi (E M, )2V EMF) ¥ Vyux(E M F)2 Vyax(EM,F").
Cuando tanto los votos minimos como los votos méximos son
iguales para todos los escafios, las formuilas son idénticas. A partir
de las funciones de umbrales [(6.9) a (6.15); (6.24) a (6.28)] puede
demostrarse que todas las férmulas de divisores son
conmensurables entre si, asi como todas las formulas de cuota son
conmensurables entre si (lo que, de otro lado, es una implicacién
de los teoremas anteriores).

Por negacién de lo anterior, dos formulas F y F’ no son
conmensurables si, para algin E, o bien es cierto que
V(B ML F) < vy E ML, F ") ¥ Vya(E, M, F) > vy o { E,M,F"), 0 bien
es cierto que vy w(EM,F)>vywWEM,F’) y
Vil B M FY < vy x(E,M,F”). En general, los métodos de divisores
proporcionales no son conmensurables con los métodos de cuota y
restos mayores, y a la inversa. Sin embargo, las funciones de pagos
nos permiten afirmar que los métodos de divisores extremos entre
los proporcionales (Adams y D’Hondt) si son conmensurables con
los métodos de cuota. Los votos maximos (o los suficientes) del
método D’Hondt son iguales que los del método Droop o cualquier
método compuesto con cuota menor, por lo que los métodos son
comparables por los votos minimos. Anilogamente, los votos
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minimos del método Adams son iguales a los de la “cuota larga”,
por lo que los métodos son comparables por los votos méaximos. De
este modo, si bien el orden no es completo, podemos afirmar que
la relacién conecta a cualquier método de cuota con cualquier
método de divisores con término de ajuste tal que c<0 o ¢>1. Asi,
puede escribirse que

c<0 > Adams > Métodos de cuota y restos mayores =
D’Hondt = ¢> 1.

La relacién “ser al menos tan mayoritario” no forma un orden
lineal para todas las férmulas constantes, sino un orden parcial
estricto (asimétrico y transitivo, pero no completo). Para conectar
todas las formulas constantes puede emplearse la relacién“ser al
menos tan mayoritario cuando v=v’” (:x,). Se sigue de la
equivalencia entre formulas de cuota y divisores que Ia relacién es
completa, por lo que forma un orden lineal para los métodos. Dada
una distribucion de los votos y un niimero de escafios, todas las
féormulas pueden ordenarse, pero el orden es distinto cuando los
términos del problema (la distribucién de los votos ¢ ¢l mimero de
escafios) son distintos.

6.10. Cuatro tipos béasicos de formulas

Como ha quedado implicito en el desarrollo expositivo de la
derivacion de las funciones generatrices de las funciones de umbral,
distinguimos, de un lado, tres tipos de formulas de divisores, que
ya conocemos en el upiverso simplificado del bipartidismo:
proporcionales, mayoritarias e igualitarias. Estas Gltimas ahora
deben designarse més precisamente como d-igualitarias. De otro
lado, hay dos tipos basicos de formulas de cuota: proporcionales y
g-igualitarias.

Son férmulas proporcionales, recordemos, aquellas en las que
ni los votos minimos para E escafios son mayores que la cuota
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proporcional para E escafios, ni los votos maximos para cualquier
E son menores que la cuota proporcional para ese mimero de
representantes {epigrafes 1.6 y 5.6). De lo contrario, incluso
cuando la proporcionalidad perfecta es posible, la cuota
proporcional (wM=E) seria, en el primer caso, insuficiente y en el
segundo innecesaria, para obtemer el partido I los escafios
correspondientes. Un método electoral F es proporcional, més
formalmente dicho, si para cualquier valor de £ (y de M y de p),
es cierto que

Ve EF)SE/MIA WagaxlEoF)=E/M).

Graficamente, son férmulas proporcionales aquellas en las que ni
la funcién de votos minimos ni Ia funcion de votos méximos se
interseca con la bisectriz o recta de proporcionalidad perfecta.

Como ya sabemos por el caso bipartidista, y es sencillo
corroborar en la situacién multipartidista, todos los métodos de
divisores tales que el término de ajuste se encuentra en el intervalo
0<c<1 son proporcionales. Todos los métodos entre D’Hondt y
Adams, ambos incluidos, lo son. La conclusién es ficilmente
generalizable a los métodos de cuota: todos los métodos de cuota
decisivos, sean simples o compuestos, son proporcionales. Pueden
inventarse métodos de cuota compuestos con modificadores
extravagantemente grandes para la cuota inicial, pero sélo estan
definidas, s6lo funcionan, si su umbral de votos minimos tiene
pendiente igual o mayor que D’Hondt.. Los métodos de cuota
compuestos con cuota disminuida son como artilugios torpes para
aproximarse a un tipo de distribucién que D’Hondt garantiza: el
reparto de los escaiios que no premie ningtin resto. Por la ecuacién
(6.24) y las f6rmulas del cuadro 6.3 puede comprobarse que los
votos minimos de un método (compuesto) de cuota y restos no
pueden ser inferiores a los del método D’Hondt, dado que no estin
definidos si ps|n|.

Son métodos electorales de tipo mayoritario aquellos en los
que, para algin nimero E, de escaifios, los votos minimos son



228 / Sistemas elementales de representacion

mayores que la cuota proporcional y, a la vez, para un nimero E,
de escaiios, los votos méximos son menores que la cuota
proporcional, siendo asi que £, <E,. Un método electoral F es de
tipo mayoritario, si para algln par de valores E, y E, tales que
E,<E, y cualquier valor de M y de p, es cierto que

WunELF)>E/ M]/\{me(Ez,F) <E/M).

Solo existe una tecnologia para crear métodos de reparto de tipo
mayoritario que cumplan los requisitos para ser férmulas
electorales: Ias reglas de divisores en las que el criterio de ajuste es
tal que ¢(E) > E+1, 0 el término de ajuste es ¢> 1.

Son métodos electorales de tipo igualitario aquellos en los que,
para algin niimero E, de escafios, 1os votos minimos son menores
que la cuota proporcional y, a la vez, para un nimero E, de
escafios, los votos maximos son mayores que la cuota proporcional,
dado E; <E,. Un método electoral F es de tipo igualitario, si para
algiin par de valores E, y E, tales que E, <E, y cualquier valor de
M y de p, dentro del recorrido de valores de p para los que la
férmula esti definida, es cierto que

VMun(E ) F) <E/M)A[viyux(E, F) > E/M].

Existen dos tecnologias para los métodos igualitarios,
dependiendo de cudl sea la relacién entre el mimero de partidos y
¢l mimero de escafios, pues no puede existir un método igualitario
que sea siempre decisivo, en el sentido de ser capaz de resolver
cualquier problema de asignacion.

Los métodos igualitarios de divisores, o d-igualitarios,
equivalentes a la asignacién de escafios con requisitos previos,
estan limitados al domino pm<M, donde m es ¢l nimero de escaflos
que, como “requisito previo”, obtiene cada partido. Puede
demostrarse que, cuando el término de ajuste es ¢<0, el minimo
que obtiene cada partido es m=1+| |¢| ). Cuando ¢=0, se obtiene la
formula Adams, limite entre los métodos proporcionales y los
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igualitarias. Asi, estis férmulas sélo estin definidas cuando
p<M/(1+[|c|]). El valor minimo del término de ajuste es
¢~ ~M-1)/p, pues este valor convierte al divisor minimo en
infinito y a la funcién de votos minimos en vertical [(6.5) (6.9)].

Los métodos igualitarios de cuota y restos mayores, o g-
igualitarios, estin limitados al dominio p>|n|, donde el
modificador es un namero negativo n<-1. Cuando n=-1, se
obtiene la férmula de “cuota larga” Q-1, limite de las cuota
decisivas que comparte algunas caracteristicas con las férmulas g-
igualitarias. Con las férmula g-igualitarias (y la cuota larga) el resto
minimo siempre es cero, o, de otro modo, el umbral de votos
necesarios para un escafio es cero. Al mismo tiempo, hay siempre
un méaximo de escafios que un partido puede acumular. Con Q-1,
el umbral de votos suficientes para M-1 escafios es el 100% de los
mismos: M-~1 escafios es el maximo acumulable por un partido que
no sea partido tinico. En general, el miximo acumulable por un
partido es M+n con n negativo, La formula miximamente g-
igualitaria es el sistema VUNT, con n=-M+ 1, donde el méximo
de escaiios por partido es un escaiio.

Los métodos d-igualitarios ofrecen una minima representacién
a cada partido, los métodos -igualitarios permiten una méixima
representacién que no puede excederse. Los primeros suponen
abundancia de escafios, los segundos suponen escasez. La méxima
d-igualdad se realiza cuando el miximo mimero de escafios se
distribuye a partes iguales y los restantes, si los hubiera, entre los
mayores partidos. La méxima g-igualdad se realiza cuando los
mayofes partidos fienen un escafio y s6lo un escafio cada uno.

6.11. Recapitulacion

En este capitulo se han generalizado algunos de los resultados
esenciales del capitulo anterior para las situaciones de competicién
multipartidista. En el contexto generalizado, los métodos de cuota
y los métodos de divisores tienen funciones de umbrales claramente
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distintas que aqui se han deducido paso por paso. Se han
determinado los valores minimos y méximos del divisor efectivo
para cualquier formula de divisores constantes asi como los valores
minimo y maximo del resto efectivo para cualguier férmula de
cuota y restos mayores. A partir de estos términos, es inmediato
determinar las funciones generatrices de las funciones de umbrales
de las formulas electorales constantes. En el capitulo se presentan
Ias funciones de umbrales de algunas férmulas conocidas.

Se ha demostrado que puede establecerse la equivalencia entre
los métodos de cuota y los de divisores para una distribucién v’ de
votos: cualquier asignacidn lograda por un método de cuota y
restos mayores puede ser reproducida por un método de divisores
equivalente. Es la v*- equivalencia entre cuotas y divisores. Esta
forma de equivalencia resulta claramente limitada: si varia alguno
de los términos del problema de distribucion (la distribucién del
electorado o el nimero de escafios), varia la férmula de divisores
equivalente a2 un método de cuota. Esta limitada equivalencia
vuelve transparente la explicacién de por qué los métodos de cuota
no pueden heredar algunas de las virtuosas propiedades
demostradas para los métodos de divisores (Balinski v Young
1982): 1a monotonia con respecto a la poblacién o con respecto a
la magnitud. Un método de cuota no responde de manera monétona
a cambios en el electorado o ¢n la magnitud porque, en cierto
sentido, un método de cuofa se transforma en un método distinto
(los métodos de divisores implicitos equivalentes son distintos)
cuando se producen esos cambios.

La equivalencia muestra también los limites de cualquier intento
de clasificar u ordenar todas las formulas electorales. En el caso
bipartidista para cada método de cuota existe un Gnico método de
divisores equivalente, por lo que todos los métodos se encuentran
ordenados por una relacién “ser al menos tan mayoritario”. En el
caso multipartidista la equivalencia se limita a un vector v°, por lo
que ia relacion que conecta todos los métodos es la més restringida
“ser al menos tan mayoritario cuando v=v"",
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Haciendo uso de un teorema de Balinski y Young (1982) hemos
demostrado que todos los métodos de divisores forman un orden
parcial estricto y todos los métodos de divisores constantes forman
un orden lineal. El orden viene inducido por la relacién “ser al
menos tan mayoritario”. Hemos demostrado que también los
métodos de cuota estin ordenados linealmente por la misma
relacién. Sin embargo, el orden no es completo para todas las
férmulas electorales constantes, precisamente porque la
equivalencia entre cuotas y divisores es de v’- equivalencia, la
relacion que los conecta no es “ser al menos tan mayoritario” sino
“ser al menos tan mayoritario cuando v=v’”. La primera relacién
induce un orden parcial estricto en el conjunto de las férmulas
constantes, s6lo la segunda induce un orden lineal (asimétrico,
transitivo y completo).

Asi, no es posible ordenar todos los métodos de representacién
en una Unica tabla periédica, aunque si es posible hacerlo para cada
familia de métodos y es posible determinar hasta qué punto los
métodos de cada familia son equivalentes unos con otros. Con todo,
es posible conectar algunos métodos de divisores, los
proporcionales extremos Adams y D’Hondt, con cualquier método
de cuota, por lo que pueden producirse clasificaciones parciales de
interés,

Dentro de cualquier tabla periddica queremos distinguir algunas
regiones que marcan cambios cualitativos en el orden continuo de
las férmulas. Por medio de las funciones de umbrales, pueden
distinguirse, de manera sencilla, tres tipos de métodos de divisores
y dos tipos de métodos de cuota, marcando hitos o saltos
cualitativos en el orden de las férmulas. Los métodos de divisores
se clasifican, como ya sabemos, en mayoritarios, proporcionales e
igualitarios (d-igualitarios). Todos los métodos de cuota decisivos,
simples o compuestos, son proporcionales. Los métodos de cuota
limitados pertenecen a la regién igualitaria, aunque el modo en el
que se desvian de la proporcionalidad es distinto que el de los
métodos d-igualitarios y, de hecho, sblo estin definidos para un
tipo de problema, con escasez relativa de escafios, para los que los
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métodos d-igualitarios no lo estan. Llamamos g-igualitarios a estos
métodos.

En la préctica electoral comin existe sélo un método g-
igualitario, el sistena VUNT, que es el caso limite. Los métodos
d-igualitarios se conocen entre los sistemas de prorrateo electoral,
bajo la especie de repartos proporcionales con requisitos previos de
asignacién igual. Los Gnicos métodos mayoritarios conocidos son
el método Imperiali de divisores, que sdlo es moderadamente
mayoritario y, de nuevo, el caso extremo: la mayoria simple. La
mayor parte de Ias formulas electorales conocidas en Ja priactica son
simplemente proporcionales.



CAPITULO SIETE

CLASIFICACION DE LAS FORMULAS
ELECTORALES. LOS INDICADORES DE
FRAGMENTACION Y PROPORCIONALIDAD
COMO INSTRUMENTOS PARA LA
COMPARACION DE FORMULAS ELECTORALES

Este capitulo se ocupa de cémo se clasifican las férmulas y de
qué indicadores se emplean para comparar formulas o sistemas
electorales. En primer lugar, trato de ir lo més lejos posible con
criterios demostrativos para comparar a los métodos de reparto de
escafios més comunes. En la medida en que la relacién ‘ser al
menos tan mayoritario como’ induce un orden en los subconjuntos
de métodos formados por las familias de cuota y de divisores, su
clasificacion es elemental. Sin embargo, €l orden no es completo
para el conjunto de los sistemas electorales. Lo mas comin es
comparar férmulas, o sistemas, a través de indicadores que miden
diversos aspectos de sus resultados. En este capitulo se discuten dos
tipos de nimeros indice que permiten ordenar resultados: los
indicadores de fragmentaci6n, o concentracién, y los indicadores
de desviacion de la proporcionalidad. En gran medida, este capitulo
es preparatorio para el desarrolio de dos experimentos con
ordenador que se presentan en el capitulo siguiente (capitulo 8). El
objetivo de estos experimento sera comprobar c6mo se comportan
las férmulas con respecto a estos indices y tratar, de este modo, de
ponderar las afinidades entre métodos que no son estrictamente
conmensurables.
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7.1. Clasificacion de las férmulas electorales. Estado de la
cuestion

Caben pocas dudas, o en eso confio, sobre el hecho de que
contar con una clasificacion de las formulas electorales es una
herramienta analitica valiosa para la investigacién politica
comparada. En la literatura especializada existen dos tipos de
clasificacion u ordenamiento de las férmulas electorales. El primero
y més antiguo consiste en intentar ordenar las férmulas de acuerdo
con su mayor o menor grado de proporcionalidad, entendido como
proximidad a la proporcionalidad perfecta, medida de un modo u
otro. El segundo consiste en ordenar las férmulas simplemente
atendiendo a si entrafian un sesgo mayor o menor en favor de los
partidos mayores o menores. Este segundo criterio de ordenamiento
es el que se defiende y emplea en estas piginas.

La mayor paric de los intentos clasificadores sigue una
estrategia mas bien ecléctica, combinando razones que, al menos
parcialmente, son deductivas, con argumentos inductivos basados
en la experiencia de aplicacién de las férmulas en sistemas
electorales reales, o en ejemplos simulados con mayor 0 menor
ingenio. Argumentos deductivos son aquellos que tratan de
comparar reglas con reglas, proponiendo asi criterios
procedimentales de clasificacion de las férmulas. Argumentos
inductivos son aquellos que tratan de comparar resultados con
resultados, proponiendo criterios de clasificacion basados en
indices, como las medidas de desproporcionalidad, que permiten
ordenar resultados que se juzgan tipicos de una férmula. A veces,
el recurso a los indices se complementa con la simple inspeccion de
resultados “tipicos” y el usa del sentido comiin.

A continuacién se resefian diversas propuestas de ordenamiento
de las férmulas electorales. Algunas, especialmente las mas
primitivas clasificaciones por un criterio de proporcionalidad,
tienen un interés mas bien arqueoldgico. Las segundas abren el
camino hacia 1a clasificacién u ordenamiento definitivo de todas las
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férmulas electorales, que, en la medida en que esto es posible, es
decir, por familias, es la que se lleva a cabo en estas paginas.

7.1.1. Formulas mds o menos proporcionales

El cuadro 7.1 recoge una coleccion, creo que representativa, de
clasificaciones de férmulas electorales de acuerdo con un criterio
de mayor o menor proximidad de las férmulas a la
proporcionalidad perfecta. La primera propuesta que se presenta
en el cuadro 7.1, la de Blondel (1969), es bastante disparatada,
pues clasifica a la férmula Hare como la menos proporcional de las
férmulas proporcionales y da como férmula mas proporcional la
férmula de voto tinico transferible, de dificil comparacion con las
formulas electorales simples, por su estructura de papeleta, pero
que se basa en la cuota Droop como principio de distribucién. Este
tipo de “conclusiones” nos deberia poner en guardia frente al
enfoque inductivo. Loosemore y Hanby (1971), en el articulo
donde introducen su popular indice de desviacion de Ia
proporcionalidad (D), apuestan por una estrategia més deductiva,
intentando determinar, a partir de las funciones de umbral de las
férmulas, la desviacién méxima de la que es capaz cada férmula.
De este modo rescatan a la férmula Hare y la seiialan como el
meétodo més proporcional, corrigiendo asi el més llamativo error de
Blondel.

Lijphart (1986) construye sobre la clasificacion de estos
autores, pero introduce las férmulas Imperiali de restos mayores y
de divisores y deja de lado la férmula de Sainte-Lagué en favor de
su versién modificada, que es la Gnica realmente empleada en los
sistemas electorales. Lijphart insiste en este lugar en la necesidad
de apuntar el solapamiento de algunas férmulas en su grado de
proporcionalidad. No queda claro por qué sefiala a unas férmulas
y no a otras, ya que son muchas las que, en realidad, se “solapan”;
es decir, hay muchos conjuntos de férmulas en los que puede ser
cierto que una de ellas dé lugar, unas veces, a resultados méas
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proporcionales que otra y, otras veces, a resultados menos
proporcionales. Sin embargo, en su investigacién comparada y
sistematica de los sistemas electorales del mundo (Lijphart 1994),
cuando el autor tiene que tomar una decisién sobre cémo agrupar
a las férmulas en distintas categorias de una misma variable, las
lineas sobre las que antes indicaba solapamiento parecen perder
importancia. La formula Imperiali de restos mayores queda
firmemente agrupada junto con la férmula D*Hondt en Ia categoria
de las menos proporcionales entre las proporcionales; la férmula
Hare queda distinguida como la més proporcional entre las
proporcionales y, por tltimo, el resto de los métodos que tienen
empleo en los sistemas electorales investigados por Lijphart se
subsumen en una categoria intermedia.

Las clasificaciones de Lijphart se apoyan en una combinacién
de sentido comiin, discusién razonada de ejemplos y experiencia
investigadora. El criterio de Pennisi (1998) se apoya en el
rendimiento de las férmulas frente a una baterfa de fndices de
proporcionalidad. Esta autora propone un enfoque completamente
inductivo, a partir de uwn experimento basado en resultados
electorales generados al azar. Puesto que es conocido que diversos
indices son minimizados por distintas f6érmulas de
proporcionalidad, Pennisi sugiere emplear una serie de siete indices
distintos, tres de ellos de su cosecha, para tratar de determinar qué
férmula o férmulas son mas robustas en las pruebas, es decir, qué
férmulas producen, en mayor nimero de casos, un resultado méas
proximo a la proporcionalidad perfecta, empleando los diversos
indices como medidas alternativas de la distancia. Sus conclusiones
no son del todo precisas, pero, evaluando los resultados de su
experimento, parece encontrar razones para situar mas o menos en
pie de igualdad a las féormulas de Hare y de Sainte-Lagué (pura)
como las férmulas mas robustamente proporcionales, tal vez dando
prioridad a la segunda de ellas.

Parece haber un consenso considerable acerca del hecho de que
la formula Hare y la formula de Sainte-Lagu€ son los métodos mas
proporcionales. En la medida en que se establezcan diferencias, la
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mejor calificada en el juicio de los distintos autores viene a ser, en
general, la formula Hare. Salvo en la investigacién de Pennisi, en
el resto de las tablas comparativas nos encontramos, junto a estas
dos formulas, con diversos métodos que se apartan de la
proporcionalidad siempre un mismo sentido, esto es, dando lugar
a resultados sesgados, en mayor o menor medida, en favor del
partido o partidos més votados. De este modo, el orden por un
criterio de mayor o menor proporcionalidad coincide con el orden
en funcidn de un criterio distinto: si los resultados son mas o menos
favorables para las minorias. Esto puede producir la ilusién de que
ambas cosas son 10 mismo.

Pennisi circunscribe su atencion a las formulas proporcionales
(no le interesa analizar férmulas que no pueden serlo, como
Imperiali de divisores, por no hablar de la mayoria simple), pero,
al mismo tiempo, incluye en su meni algunos métodos
proporcionales cuya desviacion de la proporcionalidad presenta una
polaridad distinta a la habitual, pues favorece a las minorias (las
férmulas Adams, Dean y Hill). Es digno de mencién el hecho de
que, tras el “par proporcional” formado por Hare y Sainte-Lagué,
en sus resultados aparecen, en segundo término, formulas mas bien
sesgadas hacia la mayoria (Imperiali, Droop y D’Hondt), que
tienden a concentrar los escafios, y sdlo en tercer término, las
férmulas sesgadas hacia Ias minorfas, que tienden a dispersarlos. Si
el mecanismo de prueba de esta autora es correcto, se diria que,
cuando €l sesgo es inevitable, el que los resultados del reparto sean
favorables a la mayoria conmstituye una violacion de menor
envergadura, con respecto al ideal de Ia proporcionalidad perfecta,
que la desviacion producida por férmulas que favorecen a las
minorias. Este efecio resulta también identificado en los
experimentos que se exponen en el capitulo 8. Este tipo de
resultados nos debe alertar contra la viciada confusion de identificar
siempre a la desproporcionalidad con €l sesge mayoritario.
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Cuadro 7.1. Algunas clasificaciones de las formulas electorales por su
proporcionalidad.
1=M3s proporcional.

Biondel {(1969; 191) Leosemore y Hanby (1971; 475)
1. Voto tinico transferible (VUT) 1. Hare.

2. Sainte-Lagué. 2. Sainte-Lagu# (puro).

3. D’Hondt. 3. D’Hondt.

4. Hare. 4. FSrmula mayoritaria simple.

5. Foérmula mayoritaria simple.
Lijphart (1986;178). Lijphart (1994; 95-7).

1. Hare. 1. Hare.
2. Voto tnico transferible (VUT}} 2. Sainte-Lagué medificada y
3. Sainte-Lagug (modificada). } algunas proporcionales no
4. Imperiali de restos mayores. incluidasen 1 0 3.
5. D’Hondt. 3. D“Hondt e Imperiali de restos
6. Imperiali de divisores. mayores.
4. Diversas formulas mayoritarias.
Pennisi (1698; 17).

1. Sainte-Lagué / Hare {tal vez en
ese orden)

2. Droop.

3. D"Hondt / Imperiali de restos
mayores.

4. Hill-Huntington / Dean.

5. Adams

7.1.2. Formulas mds o menos sesgadas hacia la mayoria, 0 hacia
las minorias

La clasificacion de Balinski y Young (1982), recogida en &l
cuadro 7.2, se limita a cinco férmulas de divisores tradicionalmente
empleadas para el prorrateo de escafios en los Estados Unidos de
América. Las cinco son formulas proporcionales. Estos autores
producen, si no me equivoco, la primera clasificacién que se basa
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en razones puramente deductivas y procedimentales. En la medida
en que los métodos introducen un distinto sesgo (siempre puede ser
que dos foérmulas produzcan el mismo resultado y, por defiricion,
todas lo hacen cuando la proporcionalidad es posible) el sesgo en
favor de los partidos (o estados) menores siempre es maximo con
el método Adams y minimo con el método D’Hondt (o Jefferson,
en la nomenclatura norteamericana), quedando em sitwacion
intermedia las formulas de Dean, Hill y Sainte-Lagé (o Webster).
La razén, sencillamente expuesta, es que el divisor Adams siempre
es mayor que el divisor Dean, que siempre es mayor que el divisor
Hill, etc. Esta desigualdad se deriva de una adecuada comprensién
de los criterios de divisores o ajuste de cocientes que son la base de
cada una de las reglas: la minima fraccién (Adams) , la media
arménica (Dean), la media geométrica (Hill), la media aritmética
(Sainte-Lagu&) y la mixima fraccién (D“Hondf). La media
geométrica siempre esti entre la media aritmética y la media
armonica; la méxima y minima fraccién son, naturalmente, mayor
y menor que cualquier media.

Por afiadidura, Balinski y Young determinan que la formula de
Sainte-Lagué puede favorecer con idéntica probabilidad a los
partidos (Estados de 1a Uni6n) mayores y a los menores, por 1o que
su clasificacién propone un punto de sesgo cero. Las férmulas
Adams, Hill y Dean tienen sesgo positivo y la formula D’Hondt
sesgo negativo. Puede compararse su ordenamiento con el de
Pennisi (cuadros 7.1 y 7.2). Dejando aparte las férmulas de cuota,
que esta autora también considera, lo que su clasificacién nos
sugiere es algo asi como tomar a modo de extremo el “centro” del
orden de Balinski y Young, situar a continuacién la férmula de
sesgo negativo y, por dltimo, las de sesgo positivo. Pero, jpor qué
no las de sesgo positivo primero, o, simplemente, unas y otras
intercaladas? En la clasificacién de Balinski y Young, €l criterio
“tener un mayor o menor sesgo” produce un orden completo para
las cinco formulas, pero la escala tiene valores positivos y
negativos: el orden no se produce por la mayor O menor
proximidad de las formulas al sesgo cero. La clasificacion de las
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férmulas por “criterio de proporcionalidad” es como intentar
clasificar a la poblacion en funcién de su proximidad a cierta
estatura candnica, olvidandonos de anotar si el individuo es mas
bien bajito 0 més bien alto.

Gallagher (1992) escribe un ensayo bastante ambicioso, por el
nimero de métodos que se propone comparar, tratando de ordenar
casi todas las formulas electorales comunes por su mayor 0 menor
propension a favorecer a los partidos mayores. No se limita, asi, a
formulas de divisores proporcionales, como Balinski y Young
(1982), sino que incluye también f6rmulas de restos mayores y al
menos una formula que no es proporcional (Imperiali de divisores).
El fundamento de su comparacion son los umbrales de inclusion y
exclusion de las distintas férmulas y el “tamafio de la cuota” que
emplean. Su discusion se basa en ejemplos imaginarios. Para
determinar el “tamaiio de cuota” de los métodos de divisores, se
sirve del dudoso procedimiento discutido en el capitulo 4.
Gallagher en ningiin momento explica cmo pondera la importancia
de uno y otro factor a la hora de decidir que una férmula tiende a
ser mas favorable que otra a la mayoria. Para determinar la
relacién inversa que existe entre uno y otro necesitaria de las
funciones de umbrales, herramienta que desconoce en su articulo.
El lector tiene la impresién de que su clasificacién final, con todas
sus advertencias sobre su caracter “escurridizo” y dependiente de
ejemplos concretos, termina valiéndose del ojo experto y del
sentido comiin, mis que de ningin criterio deductivo.

Mi clasificacién, intenta, por fin, ser maximamente ambiciosa,
pues propone ordenar todas las formulas existentes y todas las
formulas posibles en las que pueda dar la imaginacion de los
ingenieros electorales, siempre que se trate de formulas simples (o
compuestas, pero no complejas): proporcionales o no, de cuota y
restos mayores o de divisores. El criterio de clasificacién es
puramente procedimental y distingue a las formulas por su mayor
o menor sesgo. El orden de las infinitas formulas ha quedado
demostrado en el capitulo 6. Pueden recordarse aqui las
implicaciones para las formulas mas conocidas.
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Cuadro 7.2, Clasificaciones de las férmulas electorales por su sesgo.
1=Maximo sesgo en favor de las minorias.
Balinski y Young (1982; 77-8). Gallagher (1992; 490)
1. Adams. 1. Adams.
2. Dean. 2. Danesa.
3. Hill-Huntington. 3. Hill-Huntington.
4. Sainte-Lagug  (no sesgada). 4, Hare / Sainte-Lagué.
5. D*Hondt (sesgo hacia la 5. Sainte Lagué modificada.
mayoria). 6. Droop.
7. Voto lnico transferible.
8. D’Hondt.
9. Imperiali de restos mayores.
10. Imperiali de divisores.

Los métodos de cuota y restos mayores se ordenan por la
relacién “ser al menos tan mayoritario”; un método de cuota es
més mayoritario cuanto mayor es el modificador # de la cuota. Asi,

Imperiali(reforzada) = Imperiali = Droop > Hare = Cuota larga.

Los métodos de divisores constantes también se ordenan por la
relacién “ser al menos tan mayoritario; un método de divisores es
més mayoritario cuanto mayor es el término de ajuste ¢ de la
funci6n o criterio de divisores en que se basa la formula. Asi,

Mayoria simple > Imperiali (div) > D"Hondt > Ste-Lagué& > Danesa
xAdams.

Los métodos de divisores con término de ajuste no constante
también pueden ser ordenados. Como ya se ha sefialado, la media
geométrica d(E)=V (E(E-+1)) siempre es mayor que la media
arménica d’=(E(E+1))/(E+0,5) y ambas oscilan entre el cero y la
media aritmética, que son los términos de ajuste, respectivamente,
de Sainte-Lagué y Adams. La relacién “ser mas mayoritario” sélo
conecta a la media geométrica (método Hill-Huntington) y a la
media arménica (método Dean) con métodos de término de ajuste
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constante tales que c<0 o ¢20,5; la relacion no conecta ninguno de
estos dos métodos con, por ejemplo, la férmula danesa. Con todo,
puede escribirse que

Sainte-Lagué = Dean > Hill-Huntington » Adams.

Por tltimo, sabemos que ninguna cuota puede ser menor que el
divisor minimo del método D’Hondt ni mayor que el divisor
méximo del método Adams. Asi, es posible escribir un orden
parcial que inscribe a los métodos de cuota entre los dos casos
limites de métodos de divisores proporcionales:

D’Hondt = Imperiali(ref.) > Imperiali » Droop » Hare = Cuota
larga » Adams

En resolucion: los métodos de cuota sdlo forman un orden
completo entre si y con los métodos D’Hondt y Adams, o métodos
mas mayoritarios que el primero, o menos que €l segundo; los
métodos de divisores constantes forman un orden completo; los
métodos de divisores variables forman un orden completo entre si
y con Adams y Sainte-Lagué. Pueden formarse cadenas infinitas
para introducir sisternas intermedios entre los conocidos, o junto a
ellos, pero deben temerse siempre en cuenta las
inconmensurabilidades entre familias de férmulas y, dentro de los
divisores, entre divisores constantes y variables.

Estas clasificaciones parciales son apodicticas. El precio de un
ordenamiento segin un criterio exacto es que el orden no es
completo. La clasificacién coincide, como es natural, con la de
Balinski y Young (1982). La clasificacién de Gallagher (1992) no
pretende ser demostrativa, si entiendo bien sus conclusiones, pero
ello no le libra de un error puro y simple: las posiciones relativas
de los métodos D’Hondt e Imperiali de restos mayores deben
invertirse. El resto de las posiciones, en la medida en que ordena
formulas que son inconmensurables, es simplemente discutible,
aunque a mi me parece acertado, en el bien entendido que no se
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trata de un orden puramente deductivo, sino de un hibrido en el que
algunas posiciones estin fijadas por la aritmética y otras son
aproximaciones.

7.2. Un caso especial: 1a férmula de Sainte-Lagué modificada

Hasta ahora, he evitado cuidadosamente a la férmula de Sainte-
Lagué modificada {a veces dicha mejorada), por tratarse de un
berrueco en el continuo de las férmulas habitnales. Razones de tipo
préctico obligan a tomarla en consideracion, ya que se emplea con
frecuencia para el reparto de escafios entre partidos, especialmente
en los paises escandinavos, de donde es originaria (Rokkan 1968).
De hecho, Ia férmula de Sainte-Lagu# (pura, como se suele decir),
adoptada inicialmente por alguno de estos paises, ya hace tiempo
que no se emplea en ningtin lugar.

La idea consiste en una manipulacién del algoritmo que
conduce al divisor de Sainte-Lagué, de manera que los votos de fos
partidos son divididos inicialmente no por 1 sino por 1,4, después
por 3,5,7 y asi sucesivamente (o, lo que es lo mismo, 0,7 1,52,5
3,5...). Los escafios se atribuyen a los M cocienies mayores. La
intenci6n detras de la idea no es otra que la de dificultar el acceso
a la representacion para los partidos menores (Rokkan 1968). Es
comin afirmar que la férmula funciona igual que la de Sainte-
Lagué para aquellos partidos que superan el primer escaflo, o una
vez que todos tienen un escafio (Gallagher 1992; 491). No esta muy
claro lo que se quiere decir con esto, pero es falso a no ser que
quiera decir que si la distribucién del voto es tal que todos los
partidos que reciben un escafio y s6lo un escafio con la formula
‘pura’, también reciben un escafio y s6lo un escafio con la variante
‘modificada’, entonces todos los partidos reciben el mismo nimero
de escafios con ambas férmulas. Y con muchas otras, podriamos
afiadir. Dificultar el acceso al primer escafio es lo mismo que
facilitarlo en los siguientes. La férmula de Sainte-Lagué modificada
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es una férmula completamente distinta de la original, aunque
proxima, como tantas, a la misma.

La funcitn de umbrales de esta férmula es bastante enojosa,
pues obliga a contemplar nada menos que tres circunstancias
distintas para la funcién de votos minimos y seis para la de votos
méximos. Su determinacién hay que agradecerla al mérito y la
paciencia de Lijphart y Gibberd (1977). El cuadro 7.3 la

reproduce.

Cuadro 7.3. Funciones de umbrales de la formula de Sainte

Lagué modificada,

Votos minimos

E=1 (Umbral de
inclusién)

E=M
E>1, E+M

1,4/2M+1,4p-2,4)

(E-1)/(2M +1,4p-2,4)
QE-1/(2M+1,4p-2.8)

Votos miximos

E = 0 (Umbral de
exclusién) p>M

E = 0 (Umbral de
exclusidn)
M72 p-1s M

E =0 (Umbral de
exclusion)
p-l< M /2

p-1:M-E
(M-E)/2 < p-1< M-E

p-1<(M-E)/2

1/(M+1)

1,4 /(1,6M-0,2 p+1,6)

1,4 /2QM-p+2.4)

(RE+1)/(1,AM+0,6E+1)

QE+1)/(1,6M-0,2p+0,4
E+1,2)

QRE+1)/2M-p+2

Fuente: Lijphart y Gibberd (1977).
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Lo complejo de las funciones se deriva del sencillo hecho de
que no existe tal cosa como un divisor de Sainte-Lagué modificado.
Pese a los intentos de Gallagher de pasar por alto ese hecho,
conviene subrayar que no estamos frente a una férmula de divisores
en sentido estricto. Los votos de distintos partidos son divididos por
divisores distintos. Esto también hace que su funcién de umbrales
sea relativamente excéntrica, en el sentido de que la funcién de
votos minimos no es una recta y la expectativa de escafios para
v=1/p no coincide exactamente con la del resto de las férmulas. La
funci6n de umbrales de Sainte-Lagué modificado se cruza con las
funciones de umbrales de otras férmulas de divisores en més de un
punto, lo que hace que no sean conmensurables.

El lugar aproximado para situar la formula de Sainte-Lagué
modificada, y en esto si estoy de acuerdo con Gallagher, puede
encontrase entre la formula D’Hondt y la férmula original. Pero no
debe confundirse con la verdadera alternativa intermedia entre
Sainte-Lagué y D’Hondt: D+0,75, o el método basado en la regla
¢=0,75. La férmula modificada es préxima a D+0,75, pero logra
una combinacién de ventajas y desventajas para los distintos
partidos que resulta inimitable por una regla constante. Las reglas
comprendidas entre D +0,6 y D+0,7 suelen aproximarse algo mejor
que D+0,75, por lo que podemos decir que el peculiar hibrido esta
algo més cerca del método D’Hondt (D+1) que del de Sainte-Lagué
(D+0,5). En general, la regla modificada eleva el precio del primer
escailo por encima de la regla constante més parecida y lo reduce
para el siguiente o siguientes.

Estas conclusiones se corroboran en el primero de los
experimentos que se describen en el capitulo 8.

7.3. Niimeros indice

La relacién ‘ser al menos tan mayoritario’ no induce un orden
completo entre todas las formulas, sino s6lo un orden para las
formulas de cuota, inscritas entre los divisores proporcionales
limite, y otro para todas las formulas de divisores. No es éste un
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resultado pobre, pero sin duda parece patural intentar, a
continuacién, una estrategia comparativa complementaria que nos
permita fundamentar sobre las bases mais solidas posibles las
semejanzas entre los métodos de una y otra familia. A cada
resultado de un problema de asignacion de escafios por un método
puede asignarsele un ndmero indice, obtenido a partir de la
distribucitn de los escafios, o de la distribucién de los escafios
comparada con la distribucién de los votos. Los mimeros reales
siempre pueden ordenarse. Si se establece una regularidad erpirica
a propdsito del orden de los resultados, ésta puede extenderse, de
modo indirecto, a jos procedimientos.

Para dar Iugar a dicha extensién, los numeros deben
comportarse de modo previsible a partir de proposiciones derivadas
de la naturaleza del problema. Las proposiciones que necesitamos
son extremadamente sencillas:

1. Para una magnitud electoral y una distribucion del voto
constantes, cuanto mis mayoritaria es una féormula mas
concentrados se encuentran los escafios en el vector resultado de la
asignacion.

2. Para una magnimd electoral y una distribucién del voto
constantes, cuanto mis préxima al centro del intervalo
proporcional, o al sesgo cero, se encuenfre la formula, mas
préximos se encuentran los vectores de votos y de escaiios.

Asi, hay dos tipos de mimeros indices que nos interesan. El
primero consiste en medidas que puedan evaluar €l grado en el que
una distribucién de escafios esti concentrada o dispersa. Debe ser
un ndmero tal que los métodos que se encuentran ordenados por
razopes deductivas produzcan siempre el mismo orden en el
indicador. De este modo, se puede tratar de ‘intercalar’
inductivamente férmulas inconmensurables en cuanto
procedimientos, observando c6mo se intercalan los valores de los
indices. El segundo tipo de indicador debe ser una medida de
desviacién de la proporcionalidad que nos permiita acercarnos al
centro de! continuo de las férmulas electorales y reforzar lo
anterior.
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En el capitulo 8 se exponen dos tipos de experimentos
empleando ndmeros indice. Dado que la literatura sobre estos
indicadores es muy abundante, conviene discutir primero el tipo de
medidas antes de pasar a los ejercicios.

7.4, Medidas de concentracion o fragmentaciéon

Las medidas de fragmentacién politica méis habituales en la
literatura son las vinculadas al indice de concentracion (HH) de
Herfindahl-Hirschman (Hirschman 1945): el indice de
fraccionalizacién (F) de Rae (Rae 1971) y el nimero efectivo de
partidos (V,) de Laasko (Laasko y Taagepera 1979). El coeficiente
de diversidad normalizada (L) de Lieberson (Lieberson 1969) es un
indicador del tamafio relativo de las partes naturalmente asociado
a esta familia. La alternativa mas importante es el indice (H) de
entropia (Theil 1969) y las medidas afines: el nimero efectivo de
partidos calculado a partir de la entropia, o indice de
hiperfraccionalizacion (N,), y la entropia normalizada (H,) como
medida de fragmentacion relativa. El propésito de presentar esta
segunda familia de indicadores es meramente ilustrativo. Como se
argumenta mas abajo, si la informacién de las medidas corrientes
de fragmentacion debe ser complementada de algin modo, lo més
prudente es acudir al simple niimero de partidos. El ntéimero escalar
(p) puede verse como un caso Iimite (N,) de una familia
“trasversal” de indicadores de fragmentacién, los niimeros N de
partidos (Taagepera 1999). Los niimeros N, y N, son posibilidades
intermedias, de entre las que se aconseja la segunda, y la inversa
del tamaiio del partido principal (N,) el extremo opuesto a p.
Cuando se investiga la fragmentacién de un sistema de pastidos, se
busca una medida de divisién de los sistemas que tiene dos
dimensiones: el nimero de componentes y la manera en la que el
total de los votos estd dividido o concentrado entre los
componentes. De este modo, para estudiar la fragmentacion
electoral puede ser analiticamente valioso distinguir entre el simple
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niimero y la distribucién, lo que requiere de medidas distintas para
cada una de estas dimensiones, ademas de una medida general de
fragmentacion partidista.

Cuadro 7.4 Indicadores de fragmentacidn electoral para seis
hipotéticos sistemas de partidos
A B C D E F
v 0,7 0,6 0,5 0,6 0.5 0,33
W 0.3 0,4 0,5 0,2 0,25 0,33
v - - - 0,2 0,25 0,33
p (Ng) 2 2 2 3 3 3
N, 1,43 1,67 2 1,67 2 3
F 0,42 0,48 0,5 0,56 0,62 0,67
N, 1,72 1,92 2 2,27 2,67 3
L 0,84 0,96 1 0,84 0,94 1
H 0.61 0.67 0,69 0,95 1,04 1,1
N, 1,84 1,96 2 2,59 2,83 3
Hy 0,88 0,97 1 0,86 0,95 1

Considérense los seis ejemplos del cuadro 7.4. Es inmediato
para la intuicién que los sistemas A-B-C, de dos partidos, se
encuentran progresivamente méis fragmentados; lo mismo que los
sistemas D-E-F, de tres partidos. A pesar de que unos y otros
tienen el mismo ntimero de componentes, la distribucién del voto
estd mas dispersa en cada caso. De otro lado, los sistemas C y F,
en un sentido, tienen idéntica fragmentacion, pues ambos estin
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igualmente divididos, mientras que, en otro sentido, F estd mas
fragmentado que C, pues tiene un componente mis. En conjunto,
tomando en cuenta ambas dimensiones, todos los sistemas entre A
y F muestran un grado creciente de fragmentacion. Entre los
sistemas A y C, o D y F no varia el ntimero, pero sf el tamafio.
Entre los sistemas C y F varfa el mimero, pero no el tamario
relativo de las partes (la comparaci6n es menos clara al alejarmos
de la igualdad, pues no es facil decir, por ejemplo, si el tamafio
relativo es mas o menos semejante en A y D). Entre los sisternas A
y F varia el nimero y el tamafio relativo, por lo que varia su
tamario absoluto.

Waldman (1976) propone distinguir entre indicadores del
tarnafio relativo e indicadores del tamafio absoluto del sistema de
partidos. Los segundos pueden construirse como una funcién de los
primeros y del nimero de partidos. Asi, un indicador de tamaiio
relativo aumenta en todos los casos entre A y F, mientras que un
indicador de tamafio relativo aumenta s6lo entre A y C o entre D
y F. Este planteamiento parece dar una especie de prioridad
analitica al tamafio relativo y al nimero de componentes, como si
el tamaiio absoluto fuese un derivado. En realidad, la prioridad
analitica Ia tiene el mimero de partidos y cualquier indicador de su
tamafio, absoluto o relativo. Ninguno de los dos conticne
informacién més primitiva que el otro y, en todo caso, el valor de
cualquiera de los tres componentes puede determinarse conocidos
los otros dos.

Los criterios operacionales que distinguen indicadores de uno
y otro tipo son los siguientes. Un indice de fragmentacion (o uno
de concentraci6n) se construye a partir de Ia suma de las fracciones
o tamafio de las partes, ponderadas mediante un exponente, o un
logaritmo, de manera que las fracciones mayores pesen més de las
pequefias en el valor del indice (Coulter 1984; 1989). El valor
minimo de un indice de fragmentacién es cero. El valor méximo
puede o no estar constrefiido en la unidad, pero su recorrido varia
siempre con el mimero de componentes. Cuanto menor es el
nimero de partidos, menor el recorrido posible del indice. Los
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valores del un indice de fragmentacién son insensibles a
componentes cero (de tamaiio nulo o partidos cero). La estructura
de un indice de fragmentacién relativa es la siguiente:
Fragmentacion relativa= Fragmentacion / Fragmentacion mdxima.
Se trata de un indice normalizado. El valor minimo es cero, valor
que toma cuando hay un inico componente en el sistema, El valor
maximo del indice es uno, valor que toma cuando todos los
componentes son iguales. El recorrido del indice no depende del
numero de partidos. Los valores del indice no varian con el niimero
de partidos en condiciones de igualdad. Los valores del indice
relativo son sensibles a los componentes cero.

7.4.1. Concentracion y entropia

El indice de concentracién de Herfindahl-Hirschman
(Hirschman 1945) consiste en la simple suma de los cuadrados de
las fracciones de las partes. El recorrido tedrico del indice es de
cero a uno (o a cien, si se prefiere), pero su valor minimo varia en
cada caso con el nfiimero de partidos. El valor unidad refleja la
méxima concentracion posible, cuando una “parte” es igual al todo
y las demas partes son cero. La minima concentracion se produce
cuando todas las partes son iguales, El valor minimo del indice estd
constrefiido en cero, valor al que tiende cuando el nimero de partes
tiende a infinito y todas son iguales. La concentracion de un
sisterna de partidos puede medirse en el electorado y en el
parlamento. En el primer caso las partes son las fracciones de los
votos que obtienen los partidos (v)), en el segundo, las fracciones
de escafios en el parlamento (). En toda la discusion que sigue me
limitaré a describir los indices de fragmentacion electoral, dando
por supuesto que todas tienen un equivalente en la fragmentacién
parlamentaria.
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Indice de concentracién del voto (Hirschman-Herfindahl)

p
HH= ) v}

i=1

Resulta claro que se trata de un indicador de concentracion,
pues contiene un exponente, de manera que las fracciones grandes
contribuyen al valor del indice de modo mucho més pronunciado
que las fracciones pequefias (Coulier 1984). Es, ademés, un
indicador del tamafio absoluto de las partes, pues depende tanto del
tamaiio de los partidos como de su mimero (Waldman 1976). Més
precisamente, la distribucion de los votos afecta a los valores del
indice y el nimero de componentes al recorrido y a los valores del
indice. El mimero (p) determina el valor minimo del indice en cada
caso, que, como puede verse, es igual a 1/p, el tamaiio medio de
los partidos, valor que sélo puede tomar cuando todos los
componentes son iguales. Las fracciones cero no aportan nada al
valor del indice, aunque modifiquen su recorrido.

Para sistemas grandes, el indice puede interpretarse como una
aproximaci6n a la probabilidad de que dos votantes cualesquiera
voten por el mismo partido (Rae 1971;56). De hecho, Rae
denomina a este coeficiente como “probabilidad de acuerdo
difdico”. Esta interpretacién es menos legitima en el caso de la
concentracion del sistema parlamentario de partidos, ya que los
parlamentos pueden no ser Io bastante grandes como para que el
coeficiente se aproxime a la probabilidad de que dos
parlamentarios, tomados al azar, pertenezcan a un mismo partido.'

El indice de concentracién rara vez se emplea como tal en los
estudios electorales. Es mucho mas comiin emplear el indice de

'El tndice de concentracién se basa en el supuesto de que las muestras de dos
individuos se toman con reposicién, por lo que cada individuo tienen cierta
probabilidad de ser emparejado consigo mismo. Esto no supone pricticamente
ninguna diferencia en el indice, excepto si la poblacién es muy pequefia (véase
Licberson 1969; 861).
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fraccionalizacién, propuesto por Rae, entre otros, que no es sino el
complemento del anterior.?

Indice de fraccionalizacién del voto (Rae)
P
F=1- Zv,z
i=1

Es evidente que las propiedades de este indice son las mismas
que las del indice de concentraci6n, cambiando simplemente la
orientacién de la escala. El indice de fraccionalizaci6n esta limitado
en su valor maximo por 1-1/p, magnitud variable menor de la
unidad que refleja la fraccionalizacién cuando los partidos son
iguales.

Precisamente, la variabilidad del recorrido del indice de
fraccionalizacién puede hacer aconsejable, en algunas
circunstancias, transformarlo en un indicador del tamafio relativo.
El indice de diversidad normalizada, explorado, entro otros, por
Lieberson (1969), también llamado coeficiente de variacidn
cualitativa, es la transformaci6n del indice de Rae en un indicador
relativo, ya que corrige sus valores por el nimero de partidos
dividiendo la fraccionalizacién por su valor méximo. De este
modo, el valor méaximo del indice es siempre la unidad cuando los
partidos son iguales. En condiciones de igualdad, la multiplicacién
del nimero de partidos no afecta a los valores del indice. Este
indice, al tener un recorrido constante, puede hacer mas precisas
las comparaciones de la fragmentacién entre sistemas de distinto
tamafio.

2L ieberson (1969) llamz a este coeficiente “indice de diversidad de la
poblacién”.
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Fraccionalizaci6n relativa (diversidad normalizada, Lieberson)

P
1- 2%
i=]

L=—"—
1-1/p
El ndmero escalar de partidos, la fragmentacién absoluta y la
fragmentacién relativa pueden definirse entre si. Su equivalencia
para las fOrmulas de la familia de la
concentracién/fraccionalizacion es la signiente.

1

PE1-FIL

Como medida de fragmentacidn, una de las alternativas més
solidas al indice de Rae es la propuesta desde la teoria de la
informacién: el indice de entropia (Theil 1969). La eniropia crece
cuanto mas dividido estd un total y desaparece s6lo si una de las
partes es igual al todo. Al igual que la fraccionalizacion de Rae, el
valor minimo es cero, pero ¢l valor miximo de la entropia no estd
limitado en la unidad, sino que puede alcanzar el del logaritmo del
nimero de componentes o partidos (In p). Este indice puede
calcularse tanto para determinar la entropia del electorado como la
del parlamento.

Indice de entropia politica (Theil)

H= ~Zp:v,.lnv,.

i=1

Esta propuesta ha tenmido poca acogida en los estudios
electorales. El indice de entropia es algo menos sencillo de calcular
que ¢l indice de Rae, algo mis dificil de interpretar y no esta
limitado de forma adecuada, pues cobra valores mayores de la
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unidad. La entropia también puede transformarse para medir el
tamafio relativo de las partes (Waldman 1976). La méxima entropia
es igual al logaritmo de p, por lo que la medida relativa no es sino
la version normalizada de la entropia, Hy=H/Inp.

En todo caso, desde un punto de vista préctico, la diferencia
entre adoptar un indicador de entropia o un indicador vinculado al
indice de concentracion es minima en términos empiricos. El
cuadro 7.5 muestra la correlacién entre los indices de uno y otro
tipo calculados sobre los 52 sistemas de partidos locales de las
circunscripciones espafiolas en las elecciones de 1996. La
asociacion es tan fuerte que no vale la pena insistir demasiado en
las ventajas de uno u otro tipo de indicador’.

En cuanto a las tres dimensiones de la fragmentacion, la
correlacion entre los indicadores hace evidente que no puede
trabajarse a la vez con los indicadores de fragmentacién y de
fragmentacion relativa, pues estin muy fuertemente asociados. Sin
embargo, la asociaciébn de la fragmentacién con el mimero de
partidos es moderada, asi como es inexistente la asociacién del
indice de fraccionalizacién normalizada con el nimero de
componentes. Por tanto, se dirfa que una imagen bastante completa
de la fragmentacién del sistema nos la ofrece el nimero de
componentes acompafiado de un indicador de fragmentacién,
absoluta o relativa. El indicador absoluto podemos obtenerlo a
partir del relativo y del nimero de partidos, o viceversa, segiin cuél
sea el interés de la investigacion.

? La fuerte correlacién entre estos indicadores se ha comprobado tambi¢n en
diversos experimentos con niimeros aleatorios, cuyo resultado no afiade nada a lo
expuesto en el cuadro 7.5. Empleo el indice de Rae en lugar del indice de
concentracién de Hirschman para mostrar correlaciones de signo positivo con la
entropia. .
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Cuadro 7.5.
Correlacion entre tres dimensiones de Ia fragmentacién del
electorado en las 52 circunscripciones espaifiolas (1996).
I: Fragmentacion. II: Fragmentacion relativa. I: Namero de
componentes,

F H L Hy p

I. Indice de fragmentacién 1

de Rae (F)

1. Entropia (H) 0,97+ 1

I1. Coeficiente de 0,96+ 0,90+ |
Lieberson (L)

I1. Entropia normalizada 0,77+ 0,80* 0,89+ 1
(Hy)
III. Niimero de partidos 0,36%* 0,39+ 0,1 02 1
® (ns)  (ns)
*¥* p<(,01; N=52

7.4.2. El niimero efectivo y la familia trasversal de los niimeros N,.

La concentracion/ fraccionalizacion puede transformarse en un
indicador que disfruta de enorme popularidad en los estudios
electorales, por lo aparentemente sencillo e intuitivo de su mensaje:
¢l nimero efectivo de partidos (Laasko y Taagepera 1979). El
ntimero efectivo es el nimero de partidos iguales que darian lugar
a una fraccionalizacién idéntica a la observada con el nimero
existente (p) de partidos desiguales. O, si se prefiere, el nlimero de
partidos iguales con los que la probabilidad de acuerdo diddico
seria la misma. El mimero efectivo de partidos se calcula como la
inversa de la concentracién: N=(HH) !, o bien, N=(1-F)"'. El
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numero puede variar entre Ia unidad, cuando l1a fragmentacién es
minima (#=0), y el niimero escalar de componentes (p) cuando la
fragmentacién es maxima (F=1-1/p).

Numero efectivo de partidos electorales (I, Laasko)*

1
N=—5——

D

Un nimero equivalente a este nimero efectivo también puede
calcularse a partir de la entropia, como el antilogaritmo de la
misma, o el exponencial si empleamos logaritmos naturales
(N,=¢"y. La medida indica el mimero de partidos iguales con los
que la entropfa seria la misma a la observada en el sistema. Ambas
formas de calcular un mimero efectivo no son sino dos
posibilidades dentro de una familia de indices con la forma
N,=[Y»7"? donde el exponente a puede variar enire cero e
infiito (Laasko y Taagepera 1979; Taagepera y Shugart 1989;
Taagepera 1999). Cuando a=2, se obtiene el nimero efectivo de
partidos de Laasko (MN,); cuando a-1, se obtiene el mimero
calculado a partir de la entropfa (¥,). Taagepera (1999) ha
mostrado recientemente que los casos limites de esta familia son el

‘Bl primer autor del indice es Markku Laasko, quien lo publicé, en finés, en
la revista Politiikka, en 1977. La referencia clisica internacionalmente conocida
es Laasko y Taagepera (1979), de donde proviene esta informacién. Taagepera ha
publicado después numerosos trabajos, que se citan en este apartado, perfilando las
aplicaciones del indice y mostrando su parentesco con otros indicadores. No seria
inzdecuado, pero si mds largo, denominarlo nidmero de Laaske y Taagepera.,

3 Este nimero se canoce 2 menudo como medida de hiperfracctonalizacidn,
por su sensibilidad a fos componentes pequeiios (Kesselman1966; Wildgen 1971).
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mimero escalar de partidos, cuando a=0 (N,=p), y la inversa del
tamafio del mayor partido del sistema, cuando a~< (N_=1/v)).

Cuanto menor es @, mayor es la sensibilidad del ntimero a la
multiplicacién de los casos y, por tanto, a los casos pequefios;
mientras que valores mayores de a hacen que el mimero N sea més
sensible al tamafio de los partidos mayores. En consecuencia, los
valores de N, son tipicamente més elevados que los valores del
nimero de Laasko (V). En los indicadores extremos, todos los
partidos cuentan igual (N,=p) o sdlo el mayor cuenta (N,=1/v,).
Sea cual sea el valor de a, sin embargo, todos los niimeros tienen
la misma propiedad cualitativa de coincidir con el mimero escalar
de partidos cuando la fragmentacién es maxima. Esto es, cuando
los partidos son iguales, N,=p para cualquier valor de a.

Laasko y Taagepera (1979) muestran, con ejemplos de sistemas
politicos europeos, como el mimero calculado a partir de la
entropia es siempre més sensible a los partidos menores, sobre los
que a menudo la informacion es incompleta o desconocida, que el
que ellos proponen. Sumado esto a la diferente complejidad de la
interpretacién y el célculo, la disciplina de la ciencia politica se ha
inclinado practicamente en bloque por el nimero de Laasko.
Prudencia y comodidad van aqui de la mano. La entropia y la
fraccionalizacion estin fuertemente correlacionadas, lo que vuelve
iniitil trabajar con ambas a la vez. Por esa misma razén, la decision
sobre uno u otro tipo de indicador tiene infimas consecuencias para
la investigacién empirica (cuadros 7.5 y 7.6).

Taagepera propone complementar la informacién del ndmero
efectivo con la inversa del tamafio del partide mayor (N.). Este
nimero puede ser especialmente itil cuando la informacién del
mimero efectivo (¥,) no permite hacerse una idea sobre si la
posicién del componente principal es dominante.® El mimero N,

$ Una alternativa més compleja para medir el nimero de partidos, de manera
que el indicador sea sensible al componente principal, es €l nimero propuesto por
Molinar (1991) con el nombre de NP, Este indicador puede calcularse a partir del
niimero de Laasko y del tamafio del componente principal. Taagepera (1999)
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tiene la ventaja de sefializar claramente la presencia de un partido
con mayoria absoluta, tomando valores a partir de dos. Sin
embargo, como ¢l propio Taagepera reconoce, N, est fuertemente
correlacionado con N,, por 1o que no puede frabajarse con ambos
a la vez.” De hecho, como se muestra en el cuadro 7.6, pese a
encontrarse lejano, tedricamente, de N, o de N,, su asociacién con
cualquiera de ellos es casi tan fuerte como Ia asociacién entre eilos.
La Gnica consecuencia sensata que cabe sacar de las correlaciones
del cuadro 7.6 es que si se desea emplear un indicador
complementario al nimero efectivo de partidos, este debe ser el
nimero escalar de los mismos, es decir, el extremo opuesto al
sugerido por Taagepera dentro de la familia de indices N,.

Cuadro 7.6.
Correlacion entre distintas medidas del nimero de partidos (N,)
para los electorados de las 52 circunscripciones espafiolas (1996)

(N) (Np) Ny (N
Inversa del partido mayor (N) 1

Niimero efectivo de Laasko (,) 0,912 1

Exponencial de la entropia o 0,939+« 0,974*+ 1
hiperfraccionalizacién. (N,)
Niimero p de partidos (Ny) 0,21(ns) 0,346+ 0,28+ 1
** p<0,01; N=52
* p<0,05; N=52

propone simplificar su férmula como NP=1+N,-(N,/N_). La correlacién de NP
con el nimero efectivo es, en mis datos simulados, 0,99, a la vez que su
correlacién con fa inversa del partido mayor es 0,98, Para una critica de esta
medida puede verse, ademds del articulo de Taagepera, Lijphart (1994; 69-70).

7 Bl recorrido est4 restringido de manera que N**<N_<N (Taagpera 1999;
501). Taagepera reconoce el problema, pero se empefia ea la idea, sobre la base
de que es simple e intuitiva, sin ofrecer una verdadera solucién,
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Es muy poco habitual ocuparse del mimero escalar de partidos
cuando se trata de estudiar la fragmentacién. Pese a que figura
como explanando en algunos modelos tedricos de primera
importancia, empezando por las propias reglas de Duverger hasta
los modeios mas recientes (Taagepera y Shugart 1993; Cox 1997),
lo méas comnin, en la investigacion empirica, es terminar acudiendo
al mimero efectivo como 1nico indicador. En buena medida, esta
opcion se defiende porque los datos sobre el mimero de partidos
son, con frecuencia, incompletos, al subsumirse a los partidos més
pequeiios en la categoria de “otros”. Taagepera (1997) ha mostrado
que el nimero efectivo sale airoso del problema de indeterminacion
que esto supone, pues tiene un nivel de sensibilidad optimo a los
componentes pequefios. También es cierto que el nimero de
partidos cobra valores que parecen sencillamente extravagantes
cuando se transita de la teoria a los hechos, lo que, antes de la
aceptacién generalizada de la propuesta del nimero efectivo, ya
daba lugar a procedimientos de cuenta més o menos ad hoc para
los “partidos relevantes™ (Sartori 1976).

Sin embargo, la calidad de los datos electorales mejora
ripidamente a medida que las fuentes en soporte electrénico se
hacen accesibles. Por ello, si se formulan hipétesis acerca del
mimero de componentes del sistema, ¢s razonable intentar ponerlas
a prueba sobre dicho nmimero siempre que sea posible. Esto no
implica que no puedan relajarse o adaptarse para un nimero que
depende del tamafio absoluto de las partes.

Por lo demés, si se quiere complementar la informacién de un
indicador de fragmentacidn, sea el niimero efectivo de Laasko o sea
otro, el nimero de partidos es la Gnica medida que proporciona
informacion lo suficientemente independiente. Hay ademés una
buena razén tedrica para adoptarlo, y es que se trata de uno de los
componentes de la fragmentacién del sistema, de manera que,
conocido el niimero de partidos, podemos también determinar la
fragmentacion relativa. Por iltimo, el mimero es indispensable para
calcular los votos minimos necesarios para obtener representacion
en las circunscripciones electorales. Esta es una variable muy
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importante en la teoria que también se desdefia en la practica, en
parte, por los mismos motivos que se hace con el nimero de
partidos.

7.4.3. Recapitulacion

En resolucién, pueden distinguirse tres aspectos en la
fragmentacién de un sistema: el ndmero de partidos, su tamafio
relativo, o grado en que son iguales o distintos, y su tamafio
absoluto, que puede entenderse como una foncidén de los dos
anteriores. Un indicador del tamafio absoluto es la principal medida
resumen acerca de la fragmentacién. La fragmentacion absoluta o
relativa puede medirse de varios modos distintos. La mas habitual
y aconsejable consiste en una serie de medidas vinculadas al indice
de concentracién de Herfindahi-Hirschman: el indice de
fraccionalizacién de Rae, el nimero efectivo de partidos de Laasko
y el coeficiente de diversidad normalizada de Lieberson. He
presentado las medidas basadas en la entropia como alternativa que
tiene un fundamento solido en fisica y en teorfa de la informacion,
aunque resulta poco claro qué es lo que se gana exactamente
midiendo la divisién como entropfa desde el punto de vista de los
estudios electorales. Por 1ltimo, he reivindicado la necesidad de
complementar la medida de fragmentacion absoluta con ¢l nimero
escalar de partidos. Este niimero es objeto de interés en la teorfa,
nos permite calcular las funciones de pagos y nos permite
determinar la fragmentacion relativa.

La opci6n entre el indice de concentracién/ fragmentacion y el
mimero efectivo es, hasta cierto punto, una cuestion de
conveniencia, o de c6mo se transmife una misma informacién de
modo mas accesible a la intuicién. Lo habimal es preferir el
ndmero efectivo, aunque en algunos casos sea mejor trabajar con
un indice limitado en la unidad. Con todo, conviene subrayar lo
obvio, a saber, que la relacién entre ambos indicadores no es
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lineal, sino inversa, por lo que su asociacién con otras variables del
sisterna electoral o del sistema de partidos no es idéntica.

En el capitulo 8 se adopta, por mor de la simplicidad, el indice
de concentracion de Herfindahl-Hirschman como medida principal
de los efectos de las formulas electorales: formulas electorales més
mayoritarias concentran més los escafios en pocos o un sdlo
partido, produciendo valores mayores del indice. Como medidas
complementarias se emplean tanto el nimero de partidos
representados como el tamafio del partido mayor (del que,
nuevamente, por simplicidad, no creo necesario calcular la
inversa)..

7.5. Medidas de desviacion de la proporcionalidad

Existen infinitas maneras de medir la desproporcionalidad,
sesgo o distorsion de los resultados electorales. El niimero de
indices empleados en estudios comparados importantes, en la
literatura de los sistemas electorales, ronda la media docena; el
nimero de indices propuestos y analizados, con ejemplos reales o
imaginarios, es bastante mayor. Si a los indicadores de
proporcionalidad disefiados especificamente para los estudios
electorales, afiadimos las medidas de desigualdad empleadas por
economistas y soci6logos, con los que a menudo estin
emparentados, encontramos una legién de indices con nombre
propio. En este apartado se hace un repaso, inevitablemente breve
y superficial, de los términos del problema y se propone la
adopcion, para casi cualquier propésito, del indice mas sencillo de
todos, el indice de desviacién de Loosemore y Hanby (1971). Este
indice resulta suficiente en la mayoria de los casos, aunque puede
ser conveniente complementarlo con otros en algunas
circunstancias. En particular, el indice de desviacién distributiva de
Monroe (1994) parece sumar todas las virtudes del anterior, salvo
la simplicidad, y solventa algunos de sus defectos.
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El indice de Loosemore y Hanby es la simple suma de las
desviaciones individuales de la proporcionalidad para cada uno de
los p partidos, tomadas en st valor absoluto, dividida la suma entre
dos para normalizar su valor miximo en uno o en cien.

Indice de desviacion agregada de Loosemore y Hanby:
1&
D15, -]
2 i=1

El indice de desviacidn agregada tiene una sencilla
interpretacién intuitiva. Su valor indica la fraccién de escafios que
habrfa que redistribuir para lograr la proporcionalidad perfecta.
Rose (1984) propone una transformacién de este indice de manera
que resulta un indice de proporcionalidad (en lugar de un
coeficiente de desviacién). La trasformacién es simplemente su
complementario: e} valor de D restado de la unidad, o del 100%.2
Esta transformacién no afiade nada y tal vez dificulte la
interpretacion intuitiva del indice tal y como acabo de sefialarla.

Hay varias objeciones comunes a este indice. La primera de
ellas es que el indice registra con la misma infensidad las
desviaciones grandes que las pequefias. Una observacion
relacionada, pero que no estd justificada, es que el indice es
dermnasiado sensible al niimero de partidos. La segunda objecion es
que el indice no respeta el principio de Dalton de sensibilidad a las
transferencias. La tercera es que el indice resulta siempre
minimizado por la f6rmula Hare, por lo que resulta inconveniente
para comparar la proporcionalidad de las formulas. Esta titima
objecién merece ser tenida en cuenta en la medida en que indica
que el indice apuesta por una determinada nocion de
proporcionalidad, la misma que la formula Hare, por lo que puede

§ Con algunas excepciones, por ¢jemplo, Fry y McLean (1991) lo habitual es
referirse al indice como indice de Loosemore-Hanby, més bien que como indice
de Rose.
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valer la pena explorar indices construidos sobre nociones tedricas
distintas. No se sigue, sin embargo, que resulte inconveniente para
la comparacion de las formulas o para la comparacién general de
sistemas electorales. Discuto estos problemas por orden.

7.5.1. La nocién intuitiva de proporcionalidad y sus indices

Para resolver la primera cuestién es necesario discurrir un poco
sobre la idea intuitiva de proporcionalidad. El mimero y el tamaiio
de los partidos votados influyen de manera distinta en los valores
de distintos indicadores de proporcionalidad. A continuacion se
comparan algunos indices por medio de cuatro ejemplos en los que
la distribucién de escafios es siempre mayoritaria, peroc las
sociedades representadas tienen distinto grado de fragmentacion
politica. Los indicadores que se discuten registran de modo
diferente las variaciones en el niimero de grupos sin representacion
y en la “gravedad” de la exclusién o la sobrerrepresentacién de
grupos que se produce en cada caso.

El mis veterano indice de la literatura de los estudios
electorales es el fndice de desviacién media de Rae (1971).
Haciendo un juego algo superficial de comparaciones con medidas
normativas de bienestar o justicia, el indice de Rae es al principio
de la utilidad media lo que el indice de Loosemore-Hanby es al
principio clésico de la utilidad agregada.’

? Bl hecho de que e} principio de maximizacitn de la utilidad media resuena
en la idea de Rae de minima distorsi6n, ha sido sugerido por Cox y Shugart (1991;
p.349). Estos autores también encuentran cierta afinidad entre el principio de la
diferencia de Rawls y el principio de minimizacion de la méxima
sobrerrepresentacién, propio de la férmula D’Hondt,
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Indice de desviacién promedio de Rae:
2l
I=—) Iv-e
p =1 I

En lo que parece un desliz dentro de su muy completa
exposicion, Monroe (1994; 139) afirma que Rae sugiere su indice
como solucidn al problema de la excesiva sensibilidad al mimero de
partidos presentada por D. Esta afirmacién no estd justificada.
Dejando de lado la cuestion histdrica (¢l indice de Rae es anterior),
no puede decirse que / sea menos sensible que [ al niimero p de
partidos. Lo confrario es cierto. De hecho, ese error ya se
encuentra en una revision de Lijphart de ambos indices de
proporcionalidad (1985; 10) y ha sido debidamente corregido por
Gallagher (1991; 40).

Considérense cuatro ejemplos reproducidos en el cuadro 7.7.
Se trata de cuatro sociedades con distinto grado de division politica
en las que un nico grupo esta representado {sélo puede elegirse a
un representante). En el primer caso encontramos un sisterna de dos
partidos tal que ambos son iguales y toda la representacién la
obtiene uno de ellos. Los dos indices registran una distorsion igual
a 0,5 (0 50%). En el segundo caso tenemos un sistema de cuatro
partidos, el mayor de los cuales tiene la mitad de los votos. La
desviacién agregada es la misma que en el primer ejemplo, D=0,5,
mientras que la desviacion media es ahora la mitad, /=0,25. La
fragmentacion del niimero de partidos sin representacion no supone
ninguna diferencia para el primer indice, pero reduce a la mitad el
valor del segundo, a pesar de que los partidos tercero y cuarto son
bastante pequefios. En el tercer ejemplo encontramos un sistema de
diez partidos bastante fragmentado. Esta vez la desviacion agregada
aumenta, D=0,7, mientras que la desviacién media continta
bajando, /=0,14. Por tltimo, sea un caso relativamente extremo en
el que cien partidos tienen idénticos votos (0,01) y uno de ellos
obtiene toda la representacién en el vector de escafios. Las
desviacion agregada se aproxima al méximo tedrico posible,
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D=0,99, mientras que la desviacion media sigue descendiendo en
la direccién del minimo /=0,02.

Cuadro 7.7. Comparacién de algunos indices de desviacion de la
proporcionalidad ante sistemas de distinto tamafio y mixima
concentracion de escaiios.

Ejemplo 1 v=[0,50,5]
(p=2; N,=2; N,=1) e=[10]

(r=0,5) D=0,5 I=0,5 MC=0,5 =05 D,=0,58

Ejemplo 2. v=[0,5 0,4 0,08 0,02]
(p=4; N,=2.4; N.=1) e=[1000]

(r=0,58) D=0,5 1=0,25 MC=0,46 5032 D,=0,54

Ejemplo 3. v=[0,30,250,150,10,070,050,03 0,03 0,01
(p=10; N,=5,1; N,=1) Sfﬁloooooooom

(r=0,81) D=0,7 I=0,14 MC=0,56 50,24 D,=0,71

Ejemplo 4. v=[0,01.......... v,=0,01]
(p=100; N,=100; N,=1)) e=[100........ ,=0]

(r=0,99) D=0,99 I<0,02 MC=0,71 s5=0,1 D,=0,99+

r

Los valores del indice de Rae se pueden ver drasticamente
alterados por la entrada en escena de grupisculos que apenas
logren votos. Para tratar de paliar ese problema, si es que lo es,
Rae propone el expediente arbitrario de tomar en cuenta sblo
aquellos partidos que superen el 0,5% de los votos. Esta variante
es una especie de indice de variacion media acotada, aunque no
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estrictamente, ya que desviaciones menores del 0,5% quedan
recogidas en la media si se producen en la asignacién de partidos
mayores de dicho umbral. En todo caso, el recurso tiene dificil
justificacion y no cambia nada en ninguno de los cuatro ejemplos
anteriores. No se puede querer medir la desviacién promedio y a
la vez contener el efecto del niimero de casos en el sistema. Si nos
interesa la desviacion media, hemos de admitir que la distribucién
del ejemplo cuatro es mucho més proporcional que cualquiera de
las anteriores. Casi todos los partidos tienen una asignacion cero
muy préxima a sus votos y s6lo hay un caso realmente desviado.
Si la intuicién nos dice que en el cuario ejemplo encontramos la
asignacién menos proporcional de todas, entonces es que no nos
interesa la desviacion media.

Creo que puede haber discusién sobre si el caso uno y dos son
o no igualmente proporcionales, pero no cabe duda de que
cualquiera nos lo parece més que el cuarto caso. La desviacion
agregada es una guia mucho més fiable que la media a la hora de
tratar de reflejar la intuicidén de proporcionalidad. Segin creo, en
la intuicién de la proporcionalidad se combinan las ideas de
desviacién de la equidad y de representatividad. Una medida de
desviacién, para poder emplearse como medida de
proporcionalidad, debe respetar el hecho de que la sociedad del
primer ejemplo estd mejor representada que la sociedad del cuarto
ejemplo.

Considérese ofro indicador que, en los cuatro ejemplos
anteriores, se comporta de forma parecida al de Rae. La desviacion
de la proporcionalidad que sufre cada partido es la diferencia entre
un valor esperado, la proporcion de votos, y un valor observado,
la proporci6n de escafios. La desviacion tipica residual es una bien
conocida medida estadistica de desviacion de la expectativa. Las
desviaciones son los residuos de una recta de regresién. En la
desviacion tipica residnal el término de comparacidon de cada
elemento, la expectativa, no es la media, como en la desviacin
tipica de una distribucién, sino un valor predicho o esperado a
partir de la recta de ajuste. Sustituyendo el valor observado y, por
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e, y ¢l valor esperado “y, por v, en la féormula habitual, esto es,
tomando la recta de proporcionalidad como recta de ajuste,
obtenemos una adaptacién de la desviacién tipica residual para el
caso de la proporcionalidad.

Desviacion tipica residual de la proporcionalidad:

LY 5, - e
S =l v, - ¢
p:=l

Rae no esti solo. Hay muchas formas de medir la desviacién
que encuenfran que los cuairo ejemplos anteriores son
progresivamente mds proporcionales. El criterio de minimos
cuadrados es un ejemplo prominente y mas que convencional. De
acuerdo con este criterio, al igual que con la desviacién promedio,
resulta claro que la dltima distribuci6én estd mejor ajustada que las
anteriores. Los valores pueden consultarse en el cuadro 7.7. Este
resultado no es un defecto del indicador, simplemente mide algo
que no coincide con la intuicién de un reparto proporcional de
escafios.

Gallagher (1991; 41) propone un nuevo indice que presenta
como un compromiso o feliz término medio entre los indices de
Rae y de Losemore-Hanby. Se supone que el indice tiene algunas
propiedades deseables del indice de Rae, pero no padece el
“problema” de ser demasiado sensible al ntimero de partidos. Por
serendipity, lo que Gallagher encuentra es un indice que puede
describirse como un compromiso entre la desviacioén agregada y la
desviacién tipica residual. A juzgar por el ejemplo en el que se
basa para comparar la desviacién media y 1a agregada, la propiedad
deseable que este autor encuentra en el indice de Rae es que
registra las desviaciones grandes como mis importantes que las
pequefias, mientras que el indice agregado no varia en tanto la
desviacién total sea la misma. Esta no es una propiedad del indice
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de Rae," pues no es una propiedad de 1a media el ser sensible a la
distribucién, siempre que el nimero de casos sea el mismo. Esta es
una propiedad de la desviacién tipica.

Pese a la confusién que motiva su origen, la idea es interesante.
El indice de Gallagher se ha dado en llamar indice de minimos
cuadrados, pues se construye a partir de la suma de los cuadrados
de las desviaciones. El nombre no es del todo adecuado, pues el
verdadero criterio de minimos cuadrados para juzgar la
proporcionalidad de una asignacion de escafios es la desviacion
tipica residual, que, como la desviacién promedio, desciende
cuando el mimero de casos aumenta. El indice de Gallagher més
bien parece una modificacién de la distancia euclidea entre el
vector de votos y el vector de escafios, que resulta ser una norma
candnica bastante habitual para medir distancias entre vectores.
Con todo, no me propongo reformar los hébitos de nomenclatura.

indice de minimos cuadrados de Gallagher:

1 P
MC = EZ(V,.—e,)Z
i=1

Al igual que la desviacion tipica, y a diferencia de la desviacion
agregada, el indice suma los cuadrados de las desviaciones, por lo
que es sensible a la distribucién. Al contener un exponente en su
término principal, el indice puede registrar la distinta concentracion
de las distorsiones, en conformidad con lo que Coulter (1989) llama

10g) ejemplo en el que se basa Gallagher (1991; 40) es forzado y estd mal
interpretado. El autor compara un caso en el que dos partidos estdn
sobre/infrarrepresentados en cuatro puntos cada uno con otro en el que ocho
partidos estin sobrefinfrarrepresentados en un punto cada uno. Efectivamente, D
no varia € 7 s menor en el segundo caso. Pero esto no muestra que el indice de
Rae detecte siempre que las desviaciones mayores son mis importantes. Si el
nimero de casos es constante, la media no es sensible a la distribucién. Si, de los
ocho partidos, seis estin perfectamente representados y dos estdn
sobre/infrarrepresentados en cuatro puntos, el valor del indice no cambia.
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el principio de exponente, principio que distingue las puras medidas
de desigualdad de las medidas de concentracion. Al igual que la
desviacion agregada, y a diferencia de la desviaci6n tipica (o de Ia
desviacion promedio), la suma no est4 corregida por el mimero de
partidos sino simplemente por %, de manera que el maximo valor
tedrico queda limitado en la unidad (o el 100%).

Este es el tnico indice, de los cuatro que se han introducido
hasta el momento, que es capaz de discernir entre las sociedades
primera y segunda del cuadro 7.7, a la vez que concuerda con la
desviacion agregada en juzgar que la tercera y cuarta sociedades
estin peor representadas que cualquiera de las anteriores. Es
preciso notar, sin embargo, que las diferencias en los valores de
este indice son considerablemente menores que en el agregado
simple. Si la desviacién agregada se aproxima a su valor maximo
ya en el cuarto ejemplo, la desviacién de Gallagher se encuentra
bastante lejos. De hecho, el indice de Gallagher no puede alcanzar
el valor méximo si no es a la vista de asignaciones arbitrarias desde
el punto de vista de la representacion electoral, tal como es el caso
en el que un partido con cero votos tenga todos 1os escafios y un
partido con todos los votos tenga cero escafios.

De todas formas, puede apostarse que con respecto al caso
segundo, comparado con el caso primero, la intuicibn de
proporcionalidad no es del todo clara. De un lado, parece que
resulta deseable que el menor tamafio de los grupos excluidos
quede recogido en un valor menor del indice de desviaci6n: no es
lo mismo excluir a la mitad de la sociedad como un bloque que
excluir a la mitad de la sociedad cuando estd fragmentada, pues
resulta mis plausible supomer que el grupo que ostenta la
representacién es hegeménico. De otro lado, la nocién de
representatividad implicita en la intuicién de proporcionalidad
puede llevarnos a razonar en sentido contrario: 1a segunda sociedad
es mas diversa que la primera pero sus representantes son los
mismos (representan a la mitad), por lo que estd peor representada.
Esta intuicién produce un juicio concordante con los indices D y
MC en ia tercera y cuarta sociedad, pero no en la segunda.
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La nocidn de representatividad no puede ser capturada
completamente dentro de un indice de proporcionalidad, ya que los
indices de proporcionalidad son, esencialmente, indices de
inequidad (Monroe 1994). Los indices de inequidad comparan el
tamafio de Ios componentes de la sociedad con ¢l tamaiio de los
componentes del conjunto de los representantes, no comparan el
conjunto de la sociedad con sus representantes.

Una forma de medir la distinta diversidad de la sociedad y sus
representantes es comparar la fragmentacién en ambos casos.
Taagepera y Shugart (1989; 209,273) emplean, para algunos fines,
lo que denominan la reduccién relativa del mimero efectivo de
partidos r=(N,-N,)/N,. Simplificando su férmula, se obtiene la
siguiente.

Reduccion relativa del mimero efectivo de partidos (Taagepera y
Shugart).
p p
PICEDNG
- =]

= =1

Los valores de este indicador en el cuadro 7.7 aparecen entre
paréntesis, para subrayar que no se trata de un indice de desviacion
de la equidad. Puede observarse que el indice encuentra peor
representada a la segunda sociedad que a la primera, a la vez que
coincide con los agregados en las sociedades tercera y cuarta. Asi,
la reduccion relativa puede tal vez emplearse como complemento
a la desviaci6n agregada cuando se quiera comprobar si, en casos
en los que la desviacién de la proporcionalidad es constante o hasta
se reduce, no puede haberse dado, con todo, una disminucion de la
diversidad en términos de la comparaci6n entre los representantes
y los representados. De la simple inspeccién de sus valores puede
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anticiparse que esta tasa de reducci6n covaria fuertemente con los
indicadores de proporcionalidad propiamente dichos.

7.5.2. Proporcionalidad y equidad

Los indices de desviacién de la proporcionalidad son indices de
desviacion de la equidad. Los indices de desviacion de la equidad
son generalizaciones de los indices de designaldad en los que, a
diferencia de estos ultimos, el término de comparacion no es
necesariamente Ia igualdad, sino una expectativa que puede basarse
en otro criterio, por ejemplo, la proporcionalidad. La tnica
restricciébn en la definicién de las expectativas es que no son
negativas y la suma de la expectativa de cada individuo se
corresponde con el total del bien a distribuir. Idealmente, los
indices de proporcionalidad deberian satisfacer los requisitos
formales que resultan bien conocidos para las medidas de
designaldad. En este apartado sigo, en lo fundamental, Ia
exposicion de Monroe (1994) y Coulter (1989).

El indice de desviaci6n agregada de Loosemore y Hanby es una
variacién del indice de desigualdad de Shutz (1951)."' Este indice
se construye agregando las desviaciones con respecto a la igualdad.
El lugar de la expectativa de proporcionalidad en el reparto de
escafios (v,) lo ocupa, en la férmula, la media o distribuci6n igual
del producto (1/p). El indice de Shutz viola el principio de
transferencias. Este principio dice que si, dada una distribucion,
puede lograrse una segunda en la que parie del producto se
transfiere de un individuo més rico a un individuo més pobre, la
designaldad resultante debe ser menor, a condicién de que la
transferencia no sea tan grande como para alterar las posiciones
relativas de los dos individuos. El indice de Shutz registra un
descenso en la desigualdad si la transferencia se produce a través

" parece que los primeros en notar Ia afinidad entre los dos indices fueron
Taagepera y Shugart (1989),
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de la media, pero no si se produce entre dos individuos con una
asignacién del producto superior a la media, o entre dos individuos
con una asignacién del producto inferior a la media. De modo
analogo, el indice de desviacién agregada registra un descenso en
la proporcionalidad si se produce una transferencia de un partido
sobrerrepresentado a uno infrarrepresentado (siempre que no se
altere el orden), pero no registra los cambios si se producen
transferencias entre partidos sobrerrepresentados, o si se producen
entre partidos infrarrepresentados.

El principio de transferencias es indudablemente atractivo para
la intuicién. Se ha demostrado que sélo existe una familia de
indices de desigualdad que satisface simultinemente el principio de
transferencias y un conjunto de axiomas razonables, la Familia
Generalizada de la Entropia'. La varianza de una distribucién y el
indice de entropia de Theil son miembros bien conocidos de esta
familia. El propio Theil (1969) propone una adaptacién de la
entropia para medir la desproporcionalidad de los resultados
electorales. Este indice mide la “sorpresa” que produce el mensaje
de la distribucion de escafios conocida la distribucién del voto. La
proporcionalidad es, naturalmente, la minima sorpresa.

Informacién esperada (Theil)

5 e
[Eev)= e lnv—'

=1 I

12 Bstos axiomas son la aponimidad (el indice depende s6lo de las fracciones
del bien que tienen los individuos, no de su identidad), la invarianza con respecto
a la escala (el valor del indice no cambia si las fracciones de los individuos se
multiplican por una constante), la aversién a la desigualdad absoluta creciente (si
se afiade una contante 2 las fracciones de todos los componentes, la desigualdad
debe decrecer) y la separabilidad (si la desigualdad entre un subgrupo de
componentes decrece, la desigualdad del conjunto decrece). La referencia més
agcesible es Coulter (1989). Una exposicidn sucinta se encuentra en Monroe
(1994). Un contraste explicito, no alcanzado por Coulter (1989) entre la familia
generalizada de la entropia y otras medidas de desigualdad (en particular, las
emparentadas con el indice de Atkinson) puede verse en Jenkins (1989).
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Monroe (1994) sugiere emplear un indice basado en la
varianza. Concretamente, su punto de partida es lo que llama la
desviacion de la equidad, que no es sino la generalizacién de la
desviacion tipica para medidas de equidad. Para el caso especial de
la proporcionalidad, la desviacién de la equidad es lo que he
llamado desviacién tipica residual de la proporcionalidad. En
general, la expectativa de la equidad puede ser cualquier otra,
siempre y cuando la expectativa no sea nunca negativa y la suma
de las expectativas de todos los componentes sea igual a la suma
total del bien a distribuir. Naturalmente, el cuadrado de la
desviacién de la equidad es la varianza de la equidad.

El problema fundamental que Monroe sefiala para los indices
de la familia de la entropfa, como la varianza, es que no estin
debidamente limitados. Para normalizar el valor de un indice de
inequidad entre cero y uno propone la siguiente estructura general:
Ineguidad= Desviacién / Maxima desviacién. Monroe propone su
propio indice de inequidad, basindose en esta estructura, a partir
de la desviacion de la equidad. Su alternativa difiere de otras en la
manera de definir la tnaxima desviacion posible, a saber, el caso en
el que un componente con una expectativa cero obtiene todo el bien
y el resto obtienen cero. Aunque Monroe justifica este concepto de
maixima desviacion en otros términos, es obvio que el reparto
proporcional de escafios s6lo se aproxima a este maximo cuando la
férmula es mayoritaria, todos los partidos son iguales y su niimero
tiende a infinito. El concepto subyacente de méxima desviacién es
asi el mismo que en el indice de desviacién agregada de Loosemore
y Hanby. Monroe llama a su indice desviacion distributiva. La
férmula de esta medida de inequidad para el caso especial de la
proporcionalidad es la siguiente:
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Indice de desviacién distributiva (Monroe)
P
Z (vi - ei )2
DP — i=| -
1+ > v?
i=1

Para Monroe este indice es, sobre todo, una version
normalizada de la desviacidn tipica. En realidad, bajo el problema
de la limitacion de los valores entre cero y la unidad, se esconde
otra cuestion. Mientras que la desviacién tipica covaria con la
desviacién promedio en los ejemplos del cuadro 7.7, 1a desviacién
distributiva covaria con la desviacién agregada y con el indice de
Gallagher. La desviacién distributiva tiene valores algo superiores
a los de la desviacion agregada y bien distintos que los del indice
de Gailagher, pero se comporta de igual modo a este ditimo cuando
se trata de registrar una mayor desproporcionalidad en el ejemplo
primero que en el segundo.

Los indices de Loosemore-Hanby y de Gallagher son ambos
indices agregados, construidos a partir de la suma de las
desviaciones absolutas y de la suma cuadritica. El indice de Rae y
la desviaci6n de la equidad, o desviacién tipica residual, reflejan el
“error promedio” de la asignaciébn con respecto a la
proporcionalidad, calculado, respectivamente, a partir de la suma
de errores absolutos y de la suma cuadratica. Al dividir la suma por
el nimero de casos, el promedio desciende, cuando los casos
aumentan, de forma mucho més acusada que el agregado, por lo
que los indices ofrecen el resultado contraintuitivo de que
sociedades muy mal representadas, por ser muy diversas, dan lugar
a valores muy bajos en la medida de desproporcionalidad. La
desviacién distributiva de Monroe divide el agregado por una
medida del tamafio absoluto de los componentes. El elemento
principal del denominador del indice no es otro que el indice de
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concentracién de Herfindahl-Hirschman aplicado a la distribucién
de los votos, cuya inversa, como sabemos, es el nimero efectivo
de partidos electoraies. El indice de concentracién es practicamente
insensible a la muitiplicacién de componentes muy pequefios.

De este modo, el indice de desviacion distributiva de Monroe
suma varias virtudes. De un lado, no presenta el problema de
excesiva sensibilidad al niimero de partidos; de otro lado, es
sensible a la distribucién de las desviaciones, pero, a la vez, supone
una considerable mejora técnica sobre el indice de Gallagher. Al
dividir la suma cuadritica siempre entre dos, el indice de Gallagher
s6lo registra la méxima desproporcionalidad en un caso
politicamente absurdo, cuando un partido con cero votos tiene
todos los escafios y un partido con todos los votos tiene cero
escafios. Para la méxima desviacién concebible en la representacién
politica, a saber, que un grupo miniisculo que tiende a cero tenga
toda la representacién mientras que el resto de los grupos
(tendencialmente infinitos) son iguales, €} valor maximo del indice
de Gallagher tiende a 0,75 (es 0,71 en el ejemplo cuarto del cuadro
7.7) mientras que tanto la desviacion agregada como la distributiva
tienden a la unidad. El indice de Monroe divide la suma cuadritica
por un nimero entre uno y dos, mas préximo a unc cuando la
fragmentacion aumenta y mas proximo a dos cuando la distribucion
del voto estd més concentrada.

El indice de desviacién distributiva de Monroe tiene en su
contra la mayor complejidad de su célculo con respecto a otros
indices. Con todo, debe notarse que el indice se puede obtener a
partir dei indice de Gallagher y del mimero efectivo de partidos, los
cuales suelen estar disponibles en las bases de datos sobre sistemas
electorales como la de Lijphart (1994), aunque necesariamente se
pierda informacion, al despreciarse parte de los decimales en el
valor que efectivamente se maneja de estos indicadores.
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Férmula de equivalencia entre la desviacién distributiva y el
indice de minimos cuadrados mas el niimero efectivo de partidos

electorales.
2 2
D, - _(_ﬂﬁ?_
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El propio Monroe es el primero en admitir que el indice de
desviacion agregada de Loosemore y Hanby es el mas sencillo de
calcular y el mas ficil de interpretar de todos los indices conocidos
. La objecién méas importante es que no es sensible a las
transferencias, mientras que la desviacion distributiva si lo es. En
realidad, este es un problema bastante menor desde el punto de
vista empirico, como Monroe subraya con un ejemplo (1994; 141-
143) comparando su indice y la desviacién agregada. De hecho, si
el interés de los indices reside en su utilidad para el eswmdio
comparado de los sistemas electorales, el problema de eleccién de
indice es casi un falso problema, ya que todos correlacionan
fuertemente entre si. El cuadro 7.8 compara los valores de los
indices que se han expuesto aqui, mas un indice que se introduce
en el siguiente apartado, para los resultados electorales de las
circunscripciones espafiolas en las elecciones de 1996. Para el
andlisis comparado, los indices parece que ofrecen casi la misma
informacion.
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Cuadro 7.8.
Correlacion entre ocho medidas de desviacién de la
proporcionalidad y medidas afines para los resultados electorales
de las 52 circunscripciones espafiolas (1996)

D F{ 5, MC D, IE Dy r
D 1
I 0,954 1

*%

0,959 0994 1

*% **

MC 0,983 0974 09589 1

*¥ *k ok

0,971 0976 0992 0,997 1

*% ¥k *¥ ¥

IE 0,91 0947 0,947 0955 0945 1

¥k % o *k *k

Dy 0,965 0953 092 0963 0956 0981 1

% *F ok *k *k wk
r 0,921 0,817 0,843 0,89 0921 02894 03856 1
ek wk Ak ok Aok *k ok

** p<0,01; N=52

7.5.3. Proporcionalidad y formulas de representacion proporcional

Queda un dltimo problema: el indice de desviacién de
Loosemore-Hanby resulta siempre minimizado por la férmuta Hare
de restos mayores. Gallagher (1991; 39), tras notar esto, encuentra
en ello una razoén para desdeiiarlo, pues “prejuzga lo que,
ostensiblemente, debe ser descubierto”. El hecho de que Gallagher
ofrezca una prueba de su cosecha y la reaccién de algunos criticos,
como Cox y Shugart (1991), quienes se apresuran a demostrar que
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al indice de Gallagher (MC) le sucede igualmente, podria mover a
pensar que este autor es €l primero en apreciar que el método de
cuota simple minimiza una funcién idéntica al indice D. Sin
embargo, este cabo estd atado desde bastante mas atras, de forma
independiente (pero sin apreciar que dicha funcién es un conocido
indice de desviacién de la proporcionalidad) y con mayor
generalidad. Balinski y Young (1982; 104) atribuyen a Birkhoff
(1976) la demostracién de que el método de Hare (para ellos,
Hamilton) minimiza cualquier norma v-e, incluyendo ) ]v,-¢,| ¥
Y.(v;-¢)*. Esto quiere decir que minimiza todas las medidas de
desviaci6n que se han introducido més arriba."”

Aquello que “debe ser descubierto” consiste, para Gallagher,
en cual es el método mas proporcional. Su argumenio parece
cobrar la forma de un rechazo general hacia los indices de
proporcionalidad, pues no sélo la férmula de Hare minimiza la
desviaci6n agregada, sino que, en general, cada férmula genera su
propio indice y “muchos indices optan implicitamente por una
determinada férmula” (p.38). Como consecuencia, le parece
“metodologicamente cuestionable”, la practica habitual de
comparar férmulas segin qué valores produzcan en los indices,
aunque esto resufta “en iltima instancia, inevitable” (p.38)

({Es 0 no es metodoldgicamente cuestionable? Como han
sefialado sus criticos (Cox y Shugart 1991) Gallagher parece no ser
consecuente con su argumento, pues se afana en su articulo por
producir una nueva comparacion de las férmulas electorales a partir
de su rendimiento medido por indices de proporcionalidad, solo
que afiadiendo un indice muevo (MC) de su cosecha a los ya
clasicos. Gallagher no indica que su propio indice también es
minimizado por la férmula de Hare, como lo son todos los indices
comunes (e.g el de Rae y el de Monroe). En realidad, no es exacto
decir que cada férmula genera su propio indice, pues son infinitas
las funciones que pueden ser minimizadas por una férmula electoral

13 L informacién esperada de Theil y la reduccidn relativa del numero de
partidos no son, por razones distintas, medidas de desviacién.
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(Monroe 1994). Otra cosa es que las funciones merezcan el nombre
de indices de proporcionalidad.

Esto no convierte en un hecho trivial la correspondencia entre
indices y féormulas. Gallagher hace un trabajo valioso presentando
algunos indices intuitivos y coherentes que son minimizados por
algunas de las formulas mas habituales. El error estd en inferir
que hay un problema en que un indice refleje “la misma nocion de
proporcionalidad” que una determinada férmula, como si eso
entrafiase alguna circularidad. Todo lo contrario, creo que es una
virtud de los indices como los presentados hasta ahora el resultar
minimizados por la cuota simple que, como sabemos, es la formula
electoral con funcién de umbrales paralela a la recta de
proporcionalidad, No hay circularidad, pues el modo en el que una
férmula produce sus resultados es completamente predecible, por
lo que no tiene por qué ser un problema admitir que el enunciado
“la formula X es la méis proporcional” es un enunciado
estrictamente analitico. Simplemente, dependiendo de cémo se
mida la desviacion de la proporcionalidad la férmula tal o tal serd
inmediatamente la mAas proporcional. Buscar una medida de
desproporcionalidad que no sea minimizada por férmula alguna es
algo asi como querer engafiar a la propia sombra. Se pueden
encontrar medidas de desviaciébn no minimizadas por ninguna
férmula habitual o conocida en la préctica electoral, tal es la
estrategia de Pennisi (1998), pero en modo alguno se aprecia cual
es la ganancia.

El método de cuota simple es el centro en el continuo en los
métodos de representacion proporcional de esta familia. El método
de Sainte-Lagu€ ocupa una aniloga posicién central en el continuo
de los métodos de divisores. Hay razones para decir que las
férmulas mas proporcionales, dentro de cada familia, son Hare y

14 Aunque debe decirse que el trabajo estaba hecho en Balinski y Young
(1982; 101-105). Estos autores proporcionan formulaciones mucho mis precisas,
s6lo que no emplean en lenguaje de los “indices de desviacidn™ sino el de 12
optimizacion constrefiida.
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Sainte-Lagu€. No es casnal que resulten las mas robustas en el
experimento de Pennisi (1998) frente a una bateria de indices de
todo tipo. El método de Sainte-Eagué minimiza una funcién que
podriamos llamar de desviacion relativa. De hecho, el método fue
construido por su autor para minimizar esta expresién.*

Indice de desviacién relativa {Sainte-Lagué)

L (v: — er')2
Dy =30

i=1 ]

Puede decirse, y asi se ha sefialado en varios lugares (Balinski
y Young 1982; Gallagher 1991; Monroe 1994), que este indice
mira a la desviacién desde el punto de vista de los votantes,
mientras que los indices como D o D, la contemplan desde el punto
de vista de los partidos. Su caracteristica esencial es que pondera
las desviaciones de cada partido por el tamaiio de su electorado. De
esta manera, grandes desviaciones en partidos pequefios se
registran més intensamente que grandes desviaciones en partidos
grandes, a la vez que las pequefias desviaciones en partidos grandes
tienen una contribucién minima en el valor del indice.

Las principales objeciones que pueden hacerse a este indice son
operacionales. La fundamental es que el indice no esta limitado,
teniendo como valor teérico méximo el infinito. De hecho, el
indice crece demasiado ripidamente en una distribucién igualitaria,
cuando partidos que tienden a cero reciben una asignacion positiva,
limitando asf su interés como herramienta de comparacion. De otro
lado, el indice presenta evidentes problemas de computacion
cuando existen partidos cero, algo frente a lo que son indiferentes
los habituales indicadores de desviacién. En cualquier modo, y para

151 ijphart y Gibberd (1972) reeditan una nota de Sainte-Lagué de 1910 donde
puede encontrase esta medida (de hecho, una expresion equivalente} como término
de error que debe ser minimizado por el método de reparto.
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los fines mas habituales, el empleo de este indice no parece afiadir
una informacion muy distinta a la que ofrecen otros indicadores,
como atestiguan las correlaciones presentadas en el cuadro 7.8.

Creo que si los indices de proporcionalidad pueden parecer
cuestionables como herramienta para comparar a las férmulas entre
si, a través de sus resultados, se debe a que la proporcionalidad no
¢s lo esencial a Ia hora de entender c6mo se ordenan las formulas.
Lo malo no es que el juicio ‘X es la formula més proporcional’
resulte ser un enunciade puramente analitico, sin contenido
empirico; el verdadero problema es saber cuél es la segunda mas
proporcional. Este problema no sucede con el criterio de
comparacién ‘X es al menos tan mayoritario como Y’, pues induce
un orden completo para cada familia de formulas. Se dird que el
orden no es completo para todos los métodos, que hay claras
inconmensurabilidades entre las familias, pero exactamente lo
mismo sucederfa con un posible orden por su grado de
proporcionalidad. De poderse definir una relacion ‘ser al menos tan
proporcional como’ que indujese un orden, enconirariamos uno
para las férmulas de cuota, con Hare en la ciispide, y otro con las
férmulas de divisores, encabezado por Sainte-Lagué.

De hecho, la situacién seria especialmente inc6moda, pues Hare
y Sainte-Lagué son formulas inconmensurables. Si ordenamos las
férmulas por criterio de mayoria, al menos estamos seguros de que
la férmula D’Hondt es la mis mayoritaria de las formulas
proporcionales, asi como la formula Adams es la mas igualitaria.
Sin embargo, se pueden encontrar razones para afirmar que la
féormula Hare es més proporcional, como se pueden encontrar
razones para afirmar que Sainte-Lagué lo es mas. Razones que se
refieren, por ejemplo, a si las desviaciones deben medirse para los
grupos o para los individuos.
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7.5.4. Recapitulacion

En este apartado se han discutido algunas objeciones que
pueden presentarse a la sencilla recomendacién de emplear el
indice de desviacién de Loosemore y Hanby como principal medida
de desproporcionalidad. En primer lugar, se ha mostrado que no es
una propiedad contra-intuitiva del indice el no ser demasiado
sensible al nimero de componentes, sino todo lo contrario. En
segundo lugar, se ha aceptado que el indice no satisface el principio
de sensibilidad de transferencias, lo que es un problema para una
medida de equidad; sin embargo, el propio autor de la mejor
alternativa que soluciona este problema (Monroe 1994) encuentra
pocas razones para adoptar una medida mas compleja slo por este
motivo. Por iltimo, se ha rechazado como irrelevante la objecién
que sefiala que este indice es minimizado por el método de cuota
simple, haciendo asi a Hare campeén de la proporcionalidad antes
de que empiece 1a carrera. Este hecho no modifica en nada la
utilidad del indice, pues hacer carreras entre férmulas para ganar
en proporcionalidad no tiene, en si mismo, demasiado sentido. Es
muy razonable afirmar que las formulas Hare y Sainte-Lagué son
las ‘més proporcionales’ de sus familias respectivas. Si se desea, se
pueden emplear dos indices y “probarlo”.

La utilidad de los indices de desviacién reside, segiin creo, en
que pueden ayudar a comparar férmulas o, més en general,
sistemas electorales, que no son conmensurables como
procedimientos. Para este propdsito, la correlacién entre todos los
indices puede que sea siempre tan grande como para que no valga
la pena complicar el asunto ni una linea més.

7.6. Recapitalacién
Los métodos de reparto y, en consecuencia, los sistemas

electorales, no pueden ordenarse de modo absolutamente
concluyente excepto separando las familias de cuotas y divisores.
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Sin embargo, es posible, y es razonable, emprender estrategias mas
indirectas de investigacion basadas en algunas propiedades de los
resuitados que son producto de las férmulas. La propiedad mas
interesante es, en mi opinidn, la concentracion o fragmentacién de
la distribucién de escafios. Esto mo significa que la clisica
preocupacién normativa por los indices de proporcionalidad
carezca de interés, aunque siempre debe abordarse de modo
complementario al estudio de la concentracién. En el capitulo se
han repasado buen néimero de indicadores propuestos para mejor
capturar la informaci6n de los resultados electorales.

Tras una discusion extensa de las alternativas, los indicadores
mas sencillos han sido vindicados. Como medidas de
fragmentacion, el indice de concentracion HH de Herfindahl-
Hirschman o, de modo equivalente, ¢l indice de fraccionalizacion
F de Rae, son los méis informativos sobre la distribucién del
electorado y los escafios. Especialmente, por lo que se refiere a la
segunda, cabe esperar una correlacién positiva entre el sesgo
mayoritario de una férmula y el indice de concentracién para la
distribucién de escaiios (o una correlacién negativa con el indice de
fraccionalizacién). Como medidas complementarias, lo primerc que
debe tenerse en cuenta es ¢l simple mimero de ¢omponentes o
partidos del sistema; en segundo lugar, puede ser til tener la
informaci6n sobre el tamafio del componente mayor. Como medida
de desviacibn de la proporcionalidad, es dificil encontrar
argumentos para abandonar el sencillo nimero D) de Loosemore y
Hanby. De entre todas las alternativas, la més satisfactoria es el
indice de desviacion de la equidad de Monroe, pero supone una
mayor complejidad en el célculo, y en la interpretacion, a la vez
que ofrece muy poca informacién afiadida. Estos son los nimeros
fndices que van a emplearse en los ejercicios de comparacion de
sistemas electorales que se presentan en el capitulo 8.



CAPITULO OCHO

DOS EJERCICIOS EXPERIMENTALES DE
COMPARACION DE FORMULAS Y SISTEMAS
ELECTORALES

En este capitulo se comparan férmulas y sistemas electorales
indirectamente, es decir, comparando los valores de algunos
indicadores que ofrecen informacién relevante sobre las
propiedades de los resultados que los métodos de reparto producen.
Se presentan dos ejercicios de simulacion de sistemas y resultados
electorales, sacando partido de Ia continuidad en las variables que
caracterizan a las férmuias electorales, €l término de ajuste ¢ y el
modificador #. La formulacién de estos ejercicios no seria posible
de no contar con el andlisis de las férmulas como formas
funcionales. Al poder representar a las férmulas como un continuo,
podemos estudiar variaciones continuas en algunos indicadores,
concretamente en los de concentracion, alli donde la realidad
empfrica nos tiene acostumbrados a discontinuidades.

El primer ejercicio se concentra en la gama de las férmulas
proporcionales, con el objeto de establecer afinidades entre
métodos de cuota y de divisores, con vistas a una clasificacién
conjunta, asi como de corroborar con los datos las continuidades
que se han establecido, para cada familia, en la teoria. En este
ejercicio, nueve sistemas electorales que varian s6lo en la formula
son enfrentados a mil sistemas de partidos generados
aleatoriamente.
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El segundo ejercicio propone una comparacién de sistemas
electorales completos, es decir, de pares [M, c]. En la primera
parte, una distribucién de votos tomada del mundo, la de la
circunscripcién de Barcelona' en las elecciones legislativas de
1996, es enfrentada a un total de 3.000 sistemas electorales. En la
segunda parte, un sistema de partidos generado aleatoriamente es
enfrentado a 30.000 sistemas electorales.

8.1. Primer ejercicio: comparacién de féormulas electorales
proporcionales

8.1.1. Objetivos del ejercicio

Con este ejercicio se pretende mostrar, en primer lugar, la
continuidad en los resultados de las férmulas por familias (cuotas
y divisores) y corroborar el orden que induce la relacién ‘ser al
menos tan mayoritario’ en cada subconjunto. En segundo lugar, se
trata de ilustrar Ia inconmensurabilidad entre férmulas, a la vez que
la gran proximidad que existe entre algunas de ellas, a pesar de no
ser estrictamente comparables. Este es el caso, especialmente, de
las dos féormulas “centrales” de los métodos de divisores y cuotas:
la férmula de Sainte-Lagué y la férmula de Hare. En tercer lugar,
el ejercicio pretende dar con la situacién aproximada de la formula
de Sainte-Lagué modificada y, en general, con un orden
razonablemente bien fundado para las férmulas de representacién
proporcional, sean o no sean conmensurables, Este orden se basa
en un criterio de mayor o menor sesgo mayoritario, no en un
criterio de proporcionalidad; es un cuarto objetivo de este pequefio
experimento mostrar que un orden por mayor © menor

.a eleccidn de Barcelona no responde a ningin criterio complejo de
selecci6n: se trata, simplemente, de una circunscripcién donde el voto est4 bastante
repartido entre varios partidos grandes a la vez que los pequefios son nimerosos.
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proporcionalidad no es interesante, si es que es viable. Por dltimo,
el gjercicio intenta ser consecuente con la vindicacién de los indices
sencillos frente a los méis complejos, defendida en el capitulo 7.

8.1.2. Disefio

Se han creado 1.000 sistemas de partidos al azar. El nimero de
partidos se ha generado aleatoriamente desde una distribucién
uniforme entre dos y 21 partidos. La categoria menos representada
es la de 17 partidos, con 44 casos, las més representadas son las de
cinco y 15 partidos, con 62 casos cada uno. A continuacién se
generaron distribuciones de voto para los 1000 sistemas. Las
votaciones son aleatorias, tomadas, nuevamente, de una
distribucion uniforme. Al adoptar la distribucién uniforme se
incrementa counsiderablemente la varianza, o, en términos
electorales, la fragmentacién de los votos. La media de la
concentracién del voto en los sistemas es de 0,17, lo que significa
casi seis partidos efectivos (5,89), y el valor modal, en mis de un
tercio de los casos, es 0,1 (diez partidos efectivos). La minima
concentracién representada es 0,05 y la méxima 0,95, luego
contamos con alguna instancia de casi partido dnico.

La magnitud se he fijado en 100 escafios, de manera que todas
las asignaciones pueden aproximarse considerablemente a [a
proporcionalidad perfecta. Con esta magnitud se han creado nueve
sistemas electorales a partir de una muestra estratégica de nueve
métodos de reparto proporcional. Los métodos escogidos son seis
de divisores y tres de cuota y restos mayores: D+0 o Adams,
D+1/3 o danés, D+0,5 o Sainte-Lagué, D+0,75, D+1 o
D’Hondt, D+0,5m o Sainte-Lagué modificado, Q-1 o “cuota
larga”, Q+0 o cuota simple de Hare y Q+1 o cuota Droop. La
férmula D+0,75 se introduce como formula equidistante que es
entre Sainte-Lagué y D’Hondt y para sitvar la posicion relativa de
la férmula de Sainte-Lagué modificada. En lugar de introducir una
formula equidistante entre Adams y Sainte-Lagué se introduce el
método danés por la sencilla razén de no ser desconocido en la
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practica. En los métodos de cuota se introducen la cuota
proporcional de Hare y la mayor y menor cuota que forman un
método simple proporcional (es decir, no compuesto).

8.1.3. Proposiciones

A las proposiciones que siguen se les puede calificar, si se
prefiere, de hipétesis, aunque me parece que quedan
suficientemente bien establecidas por la teoria.

P1. Dejando aparte la formula modificada, el orden de las
férmulas por un criterio procedimental es el siguiente:

D+0 > D+1/3 = D+0,5 = D+0,75 = D+1
Q-1:zQ+0 > Q+1

P2. Los métodos Adams y D’Hondt son los casos limite dentro
de la regién de los métodos de representacién proporcional, por lo
que también puede escribirse:

D+0:0-1:2Q+0:=Q+1 = D+1

P3.Cuanto més mayoritaria (>) es una férmula, ceteris paribus,
mayor es la concentracioén de los escafios entre los partidos (HH),
mayor es la concentracién de escaifios en el mayor partido y menor
es el nimero de partidos representados. Como corolarios: C1. La
férmula D’ Hondt maximiza la concentracién de escafios, maximiza
el mimero de escafios del partido mayor y minimiza el niimero de
partidos que obtienen representacién. C2. La férmula Adams
minimiza los indicadores maximizados por D’Hondt y maximiza
nimero minimizado por D'Hondt. C3. El rango de las formulas,
comparando los valores de los indices de concentracién de las
distribuciones de escaiios que generan, ha de ser el enunciado en
Pl y P2. C4. Los métodos no conmensurables en P1 y P2 dan
lugar a valores en los indices que son unas veces mayores y otras
menores, dependiendo de la distribucion de los votos.
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P4. El método Hare minimiza el indice D de desviacién e
indicadores afines, que miden la distancia entre el vector de
escaflos y el vector de votos (D,, MC, 1, etc). Como corolario,
cuanto més proximo sea un método de cuota al método Hare,
menor es la desviacion.

P5.Como procedimiento, la formula Sainte-Eagué es la menos
sesgada, en sentido mayoritario o en sentido contrario, de las
férmulas de divisores. La formula de Hare es Ia menos sesgada de
las férmulas de cuota y restos mayores. Ambas son “centrales” en
sus familias. Su comportamiento es previsiblemente similar, aunque
no idéntico.

Pa6. El método Hare ha de encontrarse en una posicion proxima
a la mediana en los fndices de concentracion, posicion que debe
ocupar la férmula de Sainte-Lagué.

P7. El método Sainte-Lagué ha de encontrase en una posicion
préxima al extremo (minimo) en los indices de desviacion, posicién
que debe ocupar la férmula Hare.

8.1.4. Operaciones

Se han computado las 9.000 asignaciones de escafios y se han
calculado los fndices de desviacién entre las distribuciones de
escafios y las distribuciones de votos, as{ como los indices de
fragmentacién sobre las distribuciones de escafios. Los indicadores
de desviacion son el indice de Loosemore- Hanby (D) y el indice
de desviacién distributiva de Monroe (D,). Informo de. los
resultados de las comparaciones basadas en ambos indices aunque,
tal y como esperaba, son pricticamente iguales. Los indicadores de
fragmentacién son tres: el simple indice de concentracién de
Herfindahl-Hirschmann (HH), 1a representacion del mayor partido
v el ndmero de partidos que alcanzan cualquier representacion.

En el gjercicio no se comparan directamente los valores de los
fndices, que en todo caso muestran poca variacién, dadas las
condiciones del experimento, sino el grado de coincidencia entre
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las formulas y como se ordenan unas frente a otras por los valores
de los indicadores. Por una parte, se ha construido una matriz de
coincidencias en los resultados; de otro lado, se ha establecido el
orden en el que quedan situados cada uno de los métodos con
respecto a los otros ocho, a partir de las frecuencias en que cada
método minimiza un indicador (obtiene el iitimo rango con
respecto a un indicador), lo maximiza (obtiene el primero}, o queda
en cualquier posicién intermedia.

8.1.5. Resultados

El cuadro 8.1 presenta la matriz de coincidencias en las
distribuciones de escafios por los nueve sistemas electorales. Esta
matriz transmite un primer mensaje bastante instructivo acerca de
la continuidad entre los métodos de reparto. La coincidencia més
infrecuente se encuentra entre os métodos D’Hondt y Adams: sélo
77 casos, o €l 7,7%, a pesar de tratarse de distribuciones del voto
muy uniformes, en promedio, ¥ de contar con una magnitud
electoral muy grande. No en vane, se trata de Ias alternativas [fmite
dentro de los métodos de reparto proporcional. La continuidad
entre las férmulas también la atestigna el hecho (no indicado en el
cuadro) de que 77 son las veces en las que todas las formulas
coinciden en una misma asignacion. La coincidencia mis frecuente,
dejando de lado el método Sainte-Lagué modificado, se da entre los
dos métodos centrales de cada subconjunto (80,8% de los casos).
La formula de cuota mas parecida a Sainte-Lagué es la de Hare, y
la formula de divisores més parecida a 1a segunda es la primera;
ademds, ningtn otro par de férmulas se asemeja tanto entre si en
sus resultados. Tomando cuotas y divisores por separado, la
frecuencia de coincidencias entre dos férmulas cualquiera aumenta
cuanto mis distanciadas se encuentran en el orden previamente
establecido (P1). Los métodos extremos de divisores también
enmarcan correctamente el orden de ios métodos de cuota {(P2),
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pero debe destacarse que parecen encontrarse bastante distanciados
de sus cuotas mas proximas.

{Cuadro 8.1. Matriz de coincidencias en las asignaciones de las nueve]
formulas electorales (frecuencias absolutas).
Adams Danesa Sainte- D+ D'Hondt Ste- Q-1 Hare Droop
Lagué 0,75 Lagug
mod

Adams 1.000 328 187] 116 77 177] 266| 180 124
Danesa 328] 1.000 481] 239 138 429] 636] 491 347
Sainte-Lagué 187 4811 1.0007 434 212 865! 684] 808| 699
D-+0,75 116 239]  434[1.000 437 493] 286] 432] 3569
D’ Hondt 77 138 212| 437 1.000 236) 129) 207 292
Ste-Lagué(m) 177 429 865| 493 236 1.000] 594| 731| 676
Q-1 266 636 684| 286 129 59411.000{ 707 492
Hare 180 491 808] 432 207 731 707(1.000] 738
Droop 124 347 699) 569 292 676] 492 738 1.000]

Los cuadros 8.2, 8.3 y 8.4 comparan las frecuencias con las
que cada uno de los métodos obtiene ¢l valor méas alto, mis bajo,
o cada uno de los intermedjos, de tres indicadores de fragmentacin
para las asignaciones de escafios. El cuadro 8.2 se refiere al indice
de concentracion HH, positivamente correlacionado con ¢l sesgo
mayoritario de las férmulas. El cuadro 8.3 se refiere al tamafio, en
mimero de escafios, del mayor partido, también correlacionado
positivamente con el sesgo mayoritario. El cuadro 8.4 se refiere al
nimero de partidos que obtienen cualquier niimero de escafios, lo
que estd negativamente relacionado con el sesgo mayoritario (o
tiene una asociacién positiva con el sesgo contrario, el igualitario).
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|Cuadro 8.2. Frecuencia con la que cada una de las formulas
minimiza el indice de concentraciéon de escafios (HH), lo maximiza
o queda situada en cualquier posicion intermedia (frecuencias

hsolutas)

Adams Danesa Sainte- D+0,75 D'Hondt {Ste- }Q-1 Hare Droop

Lagug Lagué i

_ (mod)
Minimo 1.000 328 187 116 77 1778 266 180 124
g 352 967 450 211 112 398: 669 459 316
7o 244 678 733 309 154 632: 949 727 511
6o 195 536 891 390 193 782715 912 662
Mediano | 183 473 930 434 212; 847 691 868 761
40 165 415 869 497 236‘ 846: 508 862 818
30 132 324 677 625 295 805: 443 660 873
20 107 230 421 987 449 480: 274 419 582
Miximo 77 138 212 437 1.000i 236i 129 207 292

Cuadro 8.3 Frecuencia con la que cada una de las formulas mmmnzal
{a representaciin del mayor partido, {a maximiza o gueda situada enl

ualquier posicién intermedia (frecuencias absolutas)

Adams Danesa Sainte- D+0,75 D'"Hondt

:Ste-  iQ-1 Hare Droop

Lagué Lagué ;
_ (mod) _

1.000 747 581 389 252 556; 668 577 498
769 o6 804 599 422 779 898 802 718
651 903 925 718 530 900 971 923 8381
602 852 974 768 S8 95i 926 974 288
580 828 082 792 IS(]4= 971: 906 962 912
546 792 964 827 634 967: 870 966 930
489 732 902 889 695 927: 809 904 970
379 613 782 990 816 807: 689 783 869
252 445 604 806 1.600 628: 512 601 685
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Cuadro 8.4 Frecuencia con la que cada una de las formulas minimiza
el niimero de partides con representacién, lo maximiza o queda

situada en cualquier posicion intermedia (frecuencias absolutas)
Adams Dagesa Samte- D+ D'Honde Ste-LagugiQ-1  Hare Droop
Lagué 0,75 imod) i _
Minimo 532 651 724 851  1.000; 8295 687 721 755
8° 607 752  8411.000 851} 974 79 839 878
7° 622 770 864 975 830: 999; 818 861 500
6° 663 839 955 881 758§ 9055 901 953 991
Mediano 685 869 975 849 730§ 872 935 987 971
40 701- 892 976 828  712i 851 961 986 945
3° 727 931 943 796 68‘7} 819} 995 945 905
2o 775 999 879 751  650;  770; 927 878 843
Mdximo | 1,000 774 696 607 532} 623 T24 691 665

Tal y como se esperaba, los indices positivamente asociados
con el sesgo mayoritario siempre son maximizados por el método
D’Hondt y minimizados por el método Adams, lo contrario sucede
con el mimero de partidos representados. El orden en el que
aparecen las frecuencias es en todos los casos el orden esperado,
también con las inconmensurabilidades esperadas entre cuotas y
divisores (P3). Debe destacarse, a su vez, el pronunciado caracter
‘mediano’ del comportamiento del método de Sainte-Lagué en la
comparacion, asi como, en menor medida, el del método Hare. Los
gréficos 8.1 y 8.2 resaltan la posicién central de ambos métodos,
por lo que se refiere a la concentracién de escaiios, frente a las
variedades extremas de cada una de sus familias. La misma pauta
se encuentra en los otros dos indicadores, el tamafio del mayor
partido y el nfimero de partidos con escafios. Puede observarse que
el comportamiento del método Hare es muy parecido al del método
Sainte-Lagué (P5, P6). Por otra parte, las frecuencias de los
métodos D’'Hondt y Adams aumentan o disminuyen
monétonamente en cada rango; no asi los métodos de cuota
aumentada y disminuida, que se encuentran bastante proximos a la
cuota simple.
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Grafico 8.1, Frecuencla con las que las férmulas qdadan ordenadas en distinas posiclonas por ¢l indice de
concentracidn de escafios (HH)
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Gréaflco B.2. Fracuencia con las que Tas formulas quedan ordenadas en distintas posleiones por ol [ndice de
concentracion de escafios (HH).
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Resulta evidente que los datos mostrados en los cuadros 8.1 a
8.4 corroboran de modo preciso e indiscutible el orden establecido
en las proposiciones P1 y P2. La dificultad consiste en ordenar a
las dos familias conjuntamente e insertar, ademads, un cuerpo
extrafio como la férmula de Sainte-Lagué& modificada. El orden mis
frecuente, ordenando las férmulas de menor a mayor sesgo
mayoritario, es el siguiente:1° Adams; 2° danesa; 3° Q-1; 4°
Sainte-Lagué¢/ Hare; 5° Sainte-Lagué modificada; 6° Droop;
7°D+0,75; 8° D’Hondt. Este ordenamiento no es precisamente
una gran sorpresa, sino exactamente el que uno esperaria
encontrar. Lo més destacado es que la cuota Droop resulta menos
sesgada no solo que la formula D’Hondt, cosa que es sabida, sino
que una férmula intermedia entre D’Hondt y Sainte-Lagué,
encontrandose asi bastante mis alejada de la primera de lo que, por
ejemplo, Gallagher (1992) supone.

La comparacién del comportamiento de los distintos métodos
por lo que se refiere a los indicadores de concentracién y
dispersi6én de escafios corrobora empiricamente lo que podiamos
anticipar por deducci6n, lo que nunca es poco. Ademas, da una
medida bastante clara del grado de proximidad de las dos formulas
centrales, las grandes candidatas al titnlo de ‘méiximamente
proporcionales’. Por tiltimo, nos ensefia que las modificaciones de
los métodos de cuota no se alejan demasiado de la cuota simple,
mientras que los métodos de divisores, aun si limitamos su gama a
los métodos proporcionales, permiten una variacién mucho mayor.

Los cuadros 8.5 y 8.6 presentan, finalmente, la frecuencia con
la que cada método obtiene un cierto rango en la comparacién de
los indicadores de desviacion. E! cuadro 8.5 compara los valores
del indice de Loosemore y Hanby mientras que el cuadro 8.6
recoge los resultados para el indice de desviacion distributiva de
Monroe. Tal y como era de esperar, la mformacmn de ambos
indicadores es esencialmente la misma.
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{Cuadro 8.5. Frecuencia con la que cada una de las férmulas|

minimiza el indice de desviacién agregada de la proporcionalidad (D),
lo maximiza o queda situada en cualquier posicidn intermedia
(frecuencias absolutas)
Adams Danesa Ste D+ D'Hondt iSte {Q-1  Hare Droop
Lagué 0,75 Lagué i
_ (mod)
Mimimo 184 505 829 438 210 746; 135 1000 751
8° 185 510 836 442 211 753 741 987 766
7° 187 528 862 453 216 780§ 760 932 757
6° 203 524 893 460 230 838 77 831 764
{Mediano 211 557 310 492 240% 805 688 G669 703
4° 230 576 598 570 285¢ 670 553 479 573
3° 264 524 357 669 363¢ 392§ 363 279 393
2° 405 328 186 397 544 203 236 147 229,
IMéximo 617 137 88 151 4703 92 126 80 119
Cuadro 8.6. Frecuencia con la que cada una de las formulas
minimiza el indice de desviacién distributiva de Ia proporcionalidad
(D,), lo maximiza o queda situada en cualquier posicién intermedia
({frecuencias absolutas)
Adams Danesa Ste D+ D'HondtiSte Q-1 Hare Droop
Lagug 0,75 Lagué
(mod)

Minimo 183 501 830 440 209 749 720 1000 157
8° 184 506 836 444 210 756; 736 987 765
7° 187 525 864 454 215 783 756 931 755
6° 203 525 888 462 229 835 738 829 762
Mediano 210 555 810 494 240 806 688 670 705
4.0 228 572 599 572 285% 671 552 479 573
3¢ 262 525 356 671 362 391§ 363 278 302
20 405 328 185 395 544 202 235 145 228
[Miximo 619 136 88 151 466 92 125 79 119

Como no podia ser de otra manera, la formula Hare minimniza
siempre el valor de cualquiera de los dos indicadores de desviacion
{P4). El segundo range lo ocupa, sin lugar a dudas, el método
Sainte-Lagué (P5, P7). Pueden escogerse medidas de desviacién en
la que estos métodos inviertan sus posiciones, pero la informacién
seguird siendo la misma, a saber, que cada una de estas dos
férmulas es la que ds frecuentemente minimiza la desviacion en
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Gréflco 8.3. Frecuancia con [a que las foSrmulas quedan ordenadas en distinta posiclén por el indice de
desvlacion de ta proporclonatidad {D).
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sus respectivas familias. La desviacion se hace mayor a medida en
que las formulas se alejan hacia los extremos de la regidn
proporcional. Los métodos proporcionales limite, Adams y
D’Hondt, obtienen los “peores” resultados. De nuevo, esto
tampoco puede ser una sorpresa. Tal vez si lo sea el que los
resultados de ambos métodos resuiten tan parecidos o el que las
mayores desviaciones se produzcan en la formula mas igualitaria
(méis sesgada hacia la minoria), y no, pese a su mala fama, en la
férmula D’Hondt. Scbre todo, temiendo en cuenta que la
distribucién de los votos es, en promedio, muy igualitaria, Un
resultado similar se encontraba en Pennisi (1998). El grafico 8.3
resalta las pautas para las formulas centrales y para las extremas
(P7).

;Cudl es la segunda férmula menos proporcional, o la tercera,
o la férmula menos proporcional de los métodos proporcionales?
La respuesta simplemente no puede darse, a no ser que se de por
bueno un orden que vaya, de mis a menos proporcional, del modo
siguiente: 1° Hare/ Sainte-Lagué; 2° Droop/ Q-1/ Ste-Lagué
modificada; 3° Danesa; 4° D+0,75; 5° D’Hondt/Adams. El orden
es manifiestamente absurdo, pues agrupa como prdximas o
indiscernibles férmulas que sabemos que son muy distintas, mas
cuanto maés nos alejamos de la proporcionalidad. Si bien la afinidad
que muestran las dos primeras en cuanto a la desviacién de la
proporcionalidad es un refuerzo para su clasificacién conjunta, para
casi todos los propésitos practicos o comparativos, clasificar a las
dos idltimas en una misma categoria simplemente tira toda la
informacion por la borda. )

8.1.6. Recapitulacion

Se han comparado nueve formulas electorales proporcionales
con una magnitud copstante y grande midiendo sus efectos en mil
sistemas de partidos diferentes y se ha proporcionado alguna
evidencia para las proposiciones enunciadas més arriba. El orden
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‘ser al menos tan mayoritario’ tiene sentido teérico y empirico. Las
férmulas més proporcionales son las férmulas centrales dentro de
la region de los métodos proporcionales: Hare y Sainte-Lagué; pero
la relacion ‘ser mas proporcional que’ no induce un orden
interesante en la prictica. La formula de representaci6én
proporcional menos proporcional bien puede ser la formula Adams,
1o que confirma una conclusién que se desprendia de los datos de
Pennisi (1998), quien emplea un muestrario de indicadores de
desviacién mucho mds amplio que el mio. Sin embargo, no deja de
ser chocante la similitud entre la formula Adams y su imagen
especular, el método D’Hondt,

La inconmensurabilidad entre cuotas y divisores no quiere decir
que no puedan encontrarse las suficientes afinidades entre férmulas
como para ordenmarlas de manera aproximada, para fines
comparativos, por su mayor o menor sesgo hacia la mayoria o
hacia la minoria, La afinidad entre los métodos Hare y Sainte-
Lagué no es sino ¢l caso mas pronunciado. Un orden aceptable
para las férmulas, de mayor a menor sesgo hacia ia minoria es el
siguiente:

1.Adams; 2.Danesa; 3.Q-1;4.5ainte-Lagué/ Hare; 5.Sainte-
Lagué modificada; 6.Droop;7.D+0,75; 8. I’Hondt.

8.2. Segundo ejercicio. Comparacién de sistemas electorales

8.2.1. Objetivos

El objetivo de este ejercicio es comparar sistemas electorales,
es decir, pares {M, F]. La relacién que ordena a los sistemas
electorales es “ser al menos tan mayoritario cuando v=v’" (=.),
Iuego el ejercicio compara Ias distintas reglas con un sistema de
partidos constante. El ejercicio debe mostrar que los sistemas se
ordenan, es decir, son conmensurables cuando v es v’, pero
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también debe mostrar las continuidades o discontinuidades en cada
una de las dos variables. El orden de los sistemas electorales no es
una combinacion lineal del orden de las férmulas y 1a magnitud.

En virtud del principio de equivalencia general entre sisternas
electorales, cuando v es v°, para cada método de cuota existe un
método de divisores equivalente. De este modo, en este ejercicio
podemos prescindir de los métodos de cuota en la comparacién y
definir los sistemas electorales como pares [M, c].

8.2.2. Disefio

El ejercicio tiene dos partes. En la primera se adopta como
vector v’ la distribucién de los votos en la circunscripcién de
Barcelona en Ias elecciones generales de 1996. Se experimenta
entonces con 30 magnitudes electorales, desde M=1 a M=30y con
cien métodos de reparto desde D+¢ hasta D+100, donde € es un
nimero mimisculo muy préximo a cero . El primer método no es
estrictamente igual al método Adams (D +0) aunque sus efectos son
casi iguales, a la vez que se evita €] problema de indefinicién para
las situaciones en los que los partidos son mas numerosos que los
escafios. Los uinicos métodos proporcionales representados en la
muestra son este método casi-Adams y el método D’Hondt (D +1);
el resto de las férmmias son crecientemente mayoritarias. Tras
computarse las asignaciones de escafios con cada uno de los 3.000
sisternas electorales, se han calculado los {ndices de desviacion de
la proporcionalidad (D) y de concentracion de los escafios (HH)
para cada sistema.

El segundo ejercicio estd disefiado para tratar de lograr los
resultados més continuos posibles. Se adopta como vector v’ un
vector de 10 partidos con una distribucion del voto generada
aleatoriamente a partir de una distribucién uniforme, de manera
que la fragmentaci6n electoral sea pronunciada. A continuacion se
experimenta con 30.000 sistemas electorales distintos, mediante la
combinaci6n de los cien métodos de reparto empleados en el primer
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ejercicio y todas las magnitudes electorales hasta M=300. Se han
calculado los mismos indices que en el ejercicio anterior.

8.2.3. Proposiciones

Las proposiciones que el ejercicio intenta demostrar son las
siguientes:

P1. Para cada magnitud electoral, los sistemas electorales
pueden ordenarse por su férmula. El orden es continuo y estd
representado por ¢. Cuanto mayor es el término de ajuste, mas
mayoritario es el sistema. Este orden se refleja en el indice de
concentracioén: cuanto mas mayoritario es el sistema, mayor es la
concentracion de escafios. El indice de desviacién no tiene por qué
reflejar el orden.

P2. Para cada féormula electoral, los sistemnas electorales no
pueden ordenarse por su magnitud. La magnitud no representa a un
orden continuo. Existe una tendencia a la disminucién de la
desviacion cuando la magnitud crece, pero una tendencia no es un
orden. Igualmente, existe una tendencia a la disminucién de la
concentracion de los escafios cuando la magnitud crece.

P3. Los sistemas electorales son comparables cuando los votos
son v°, pero el orden no es una combinacién lineal de ¢ y M.

8.2.4. Operaciones

La presentacion de este ejercicio es exclusivamente grafica. Se
han preparado los graficos tridimensionales (M, ¢, indicador) para
cada uno de los indicadores en cada uno de los ejercicios. Se
presentan secciones transversales y longitudinales.

8.2.5. Resultados

El grafico 8.4 muestra en tres dimensiones la variacién de la
concentracién de los escafios cuando varian la férmula y la
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magnitud electoral. La concentracién aumenta de forma continuada
cuando la férmula se hace més mayoritaria. Los tres cortes que
presenta el grafico 8.5, para tres magnitudes distintas, permiten
apreciarlo con toda claridad. La concentracién tiene, sin embargo,
una variacion discontinua con la magnitud electoral. Puede decirse
que muestra una tendencia al descenso cuapdo la magnitud
aumenta, pero la asociacién no es regular ni ordenada. El grafico
8.6 lo hace evidente al mostrar tres cortes para tres métodos de
reparto. La concentracién es minima con la formula Adams {en
realidad, se trata de una férmula muy préxima a Adams: ¢=€-0),
cualquiera que sea la magnitud electora, pero la concentracién
alcanza su minimo absoluto con las magnitudes intermedias, para
después volver a tomar valores mayores. La férmula de tipo
mayoritario D+25 (¢=25) muestra una clara tendencia al descenso
de la concentracion cuando crece el niimero de escafios, pero con
altibajos. La foérmula D’Hondt (c=1) es la mas irregular de las tres,
aunque la tendencia también sea a al baja.

El grafico 8.7 muestra la variacién en el indice de desviacion
de la proporcionalidad para las 3.000 combinaciones [M, c]. Saita
a la vista, en este grifico, que la mixima desviacién electoral se
alcanza con la primera férmula, el método Adams, para después
descender rapidamente y comenzar a crecer a medida que las
férmulas se van haciendo mis mayoritarias. Ya se habfa encontrado
en el primer ejercicio alguna noticia sobre el hecho de que la
formula Adams, la menos sesgada hacia la mayoria, podria ser la
férmula menos proporcional de las proporcionales. Aqui
encontramos evidencia de que algunos sistemas electorales que
emplean el método Adams son considerablemente Inenos
proporcionales incluso que los sistemas mayoritarios. Entodo caso,
el método D’Hondt aparece sistemiticamente como maés
proporcional (no se han tomado en consideracién métodos
intermedios entre cero y uno).

El grafico 8.8 presenta tres cortes longitudinales para tres
valores distintos de la magnitud electoral. Puede observarse que los
resultados son menos proporcionales a medida que las férmulas se
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adentran en la regién mayoritaria. De no contar con un exponente
de formula de sesgo igualitaria (aunque, por repetirlo otra vez,
proporcional, la formula Adams) el orden de las férmulas por un
criterio de proporcionalidad seria perfectamente regular: menor
término de ajuste, mayor proporcionalidad.

El grifico 8.9, sin embargo, vuelve a mostrar que las
variaciones en la magnitud no inducen variaciones monétonas en
los sistemas electorales. Como en el caso de 1a concentracion,
puede decirse que hay una tendencia al aumento de la
proporcionalidad cuando la magnitud aumenta, pero no sin grandes
altibajos, que, en el caso de la férmula Adams, pasan por la
méxima desviacién.

Las discontinuidades encontradas no son un preducto de la
distribucion de los votos escogida. Los valores de los indices varian
de modo mas continuo si los votos estin més uniformemente
distribuidos, pero la magnitud no induce por ello un orden. El
segundo ejercicio experimenta con una distribucién del voto muy
uniforme y con magnitudes electorales mucho mayores. La
tendencia hacia una mayor proporcionalidad cuando la magnitnd
crece queda perfectamente subrayada.

El grifico 8.10 muestra la variacién en la concentracién de los
escaiios en todos los sistemas electarales. Debe observarse que ni
siquiera con férmulas muy mayoritarias se alcanza la mixima
concentracién en el eje de las férmulas; se harian necesarios
métodos de reparto con términos de ajuste de dimensiones
astrondmicas para reproducir Ia ‘pared’ que siempre encontramos
en el eje de la magnitud, cuando esta es minima. Esto se debe,
simplemente, a ia baja concentracién de la distribuci6n del voto. La
concentracién desciende con la magnitud, con los altibajos
anticipados, bien que bastante mis suavizados, y tiende a
estabilizarse cuando el nimero de escafios es muy grande, El
grafico 8.11 reproduce los datos del indice de desviacion y pautas
similares,
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Grafico 8.7. Desviaclén de la propericonalidad en 3.000 sistemas electorales. V= distribucién del voto en
Barcelona en 1996.
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Grafico 8.8. Evolucién de |a desviaclén de la proporcionalldad cuande varla la férmula electoral.
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Grifice 8.9, Evoluelén de la desviaclén de la proporcionalidad cuando varfa ta magnitud,
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Gréfico 8.10. indice de concentracién de escafios en 30.000 sistemas electorales, V=cte aleatoria.
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Grafico 8.11. [ndice de desviacién de la proporcionalldad en 30.000 sistemas electorales. V=cte aleatoria.
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8.2.6. Recapitulacion

La presentacién grifica de los valores de un indice de
desviacién y otro de concentracion para miiltiples sistemas
electorales muestra la continuidad en el orden de mayorfa por lo
que respecta a las formulas y la discontinuidad por io que respecta
a [a magnitud efectoral.

Cuanto mayor es el término de ajuste ¢ en un sistema, dada la
magnitud, méis mayoritaria es la distribucién de los escafios. Esta
relacién se refleja nitidamente en el indice de concentracién de los
escafios, pues el indice tiene valores mas mayoritario es el reparto.
En la primera parte del ejercicio se comprueba cémo para un
problema de distribucion existe siempre una férmula electoral con
un término de ajuste finito que produce un reparto mayoritario, esto
es, la mixima concentracion de escafios. En la segunda parte se ha
buscado una distribucion de votos muy uniforme, por lo que los
incrementos en el indice de concentracién, cuando el término de
ajuste aumenta, son marginales. En este caso, $6lo una férmula con
término de ajuste que se aproxima al infinito produciria un reparto
mayoritario (recuérdese que el término de ajuste infinito se requiere
para producir un reparto mayoritario entre partidos iguales). El
término de ajuste también induce una mayor desviacién en la
proporcionalidad, pero s6lo a medida que nos alejamos de la regién
proporcional (0scs1). La minima desviacién no se alcanza con el
minimo término de ajuste.

Dada upa férmula electoral, el incremento de la magnitud
induce una tendencia a la disminucién en la concentracién de
escafios y la desviacién de la proporcionalidad. Sin embargo, la
variacién no es monétona o continua, sino que, especialmente con
algunas formulas, esti plagada de altibajos. La minima magnitud
convierte a todos los sistemas electorales en equivalentes y produce
la méxima concentracién o resultado méximamente mayoritario,
pero la concentracién no disminuye de modo continuo al aumeritar
el mimero de escafios a repartir. De otro lado, el resultado
méiximamente mayoritario ni siquiera coincide con la maxima
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desviacién de la proporcionalidad. La primera parte del ejercicio
muestra que un reparto mediante férmula proporcional (pero de
tendencia muy igualitaria, como Adams) puede producir
desviaciones que, medidas por el sencillo indice de desviacion
agregada, son mas severas que las del reparto mayoritario.

La comparabilidad de los sistemas electorales, no obstante,
gueda a salvo en la medida en la que los contornos de los graficos
de tres dimensiones, esto es, las combinaciones de ¢ y M que dejan
constante un valor del indice, no se crucen.



CAPITULO NUEVE

CONCLUSIONES

El problema de la representacién consiste en asignar un
conjunto de enteros a un conjunto de poblaciones. Un sistema
electoral elemental, o un sistema de representacion elemental,
esta constituido por un numero M de escafos y una férmula
electoral F. Las férmulas electorales son funciones de
representacion bien definidas que cumplen las condiciones de
ser anénimas, neutrales, decisivas, mono6tonas positivas
(responsivas no negativas) y homogéneas. Todas las formulas
electorales dan lugar a un unico sistema de representacion, el
sistema mayoritario, cuando la magnitud es uno.

La proporcionalidad es una propiedad de algunas férmulas
electorales, de aquéllas que producen una distribucién
perfectamente proporcional cuando esto es posible. No es una
propiedad que contribuya a definir a las formulas electorales,
pues hay férmulas no proporcionales: mayoritarias e
igualitarias. Induce a confusién si el problema de la
representacion se plantea como un problema de aproximacién
a la norma de proporcionalidad perfecta. La norma de
proporcionalidad perfecta no es un método de representacion.

La férmula mayoritaria simple es el caso limite de una de
las dos familias de formulas, los métodos de divisores. Las
férmulas de divisores pueden caracterizarse por una funcion
monotona creciente d(E) que proporciona el criterio de ajuste
para las fracciones en el proceso de asignacién de escafnos.
Las férmulas de divisores constantes se caracterizan por una
funcion con la forma ¢(E)=E+c. El término de ajuste c resulta
ser una variable decisiva tanto para ordenar y clasificar las
formulas como para construir las funciones de umbrales de las
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mismas. Dicho término proporciona la clave de los algoritmos
de calculo que suelen tomarse a manera de descripcion de las
férmulas.

Las férmulas de cuota y restos mayores son
necesariamente proporcionales. Esto vale también para las
férmulas de cuota compuestas, aunque no para un tipo de
férmulas limitadas, las férmulas de cuota g-igualitarias. Las
férmulas de cuota se caracterizan por el modificador n del
tamano de la misma. Esta variable permite ordenar las
férmulas de cuota y determinar sus funciones de umbrales.

Cuando el numero de partidos se limita a dos, existe un
método de divisores equivalente (idéntico) para cada método
de cuota y restos mayores. Con mas de dos partidos, un
método de cuota equivale a distintos métodos de divisores
cuando cambia la distribucion del voto o el numero de
escanos que se reparten. Sila competicion es multipartidista,
no es posible establecer la identidad de dos métodos que
empleen técnicas distintas, de cuota y de divisores, sino sélo
la relacion de v’-equivalencia: dada una distribucién v’ de
escanos, cada método de cuota puede reducirse a un método
de divisores.

Dos férmulas estan conectadas por la relacién “ser al
menos tan mayoritario” si cada una de ellas presenta un
mayor o0 menor sesgo en favor de la mayoria. La relacién
induce un orden lineal (asimétrico, transitivo y completo) en el
conjunto de las férmulas de divisores constantes y un orden
lineal en el conjunto de las férmulas de cuota y restos
mayores. La relacion induce un orden parcial estricto
(asimétrico y transitivo, pero no completo) en el conjunto de
las férmulas electorales. El conjunto de las férmulas
electorales esta conectado por la relacién “ser al menos tan
mayoritario cuando v=v’”, que induce un orden lineal en el
mismo.

El continuo ordenado de las infinitas férmulas puede
dividirse en regiones: formulas proporcionales, mayoritarias e
igualitarias. Existe también continuidad entre las férmulas
electorales y las anti-formulas: formulas de representacion
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monotonas negativas que siempre estan sesgadas en favor
de la minoria. Aqui el sesgo no se refiere simplemente a
“sobrerrepresentacion”, sino al hecho de que la minoria
obtiene méas escanos que la mayoria.

Es posible formar una tabla periddica de todas las
formulas de divisores constantes y una tabla periddica de
todas las férmulas de cuota y restos mayores. Como en la
tabla periédica, los elementos estan ordenados, pueden
situarse elementos desconocidos y pueden senalarse
regiones de la tabla que marcan cambios cualitativos en el
tipo de elemento (proporcional/ mayoritario; férmula/ anti-
formula).

Para todas las férmulas de divisores constantes y para
todas las formulas de cuota y restos mayores es posible
determinar sus funciones de umbrales. Las funciones de
umbrales indican los votos necesarios y suficientes (o
minimos y maximos) para alcanzar cada uno de los escanos
que se distribuyen en un sistema. Las funciones de umbrales
pueden determinarse a partir de sendas funciones
generatrices que indican el umbral como funcién de la
magnitud, el nimero de partidos, el numero de escarnos del
partido y, respectivamente, el tamafo de la cuota o el término
de ajuste en la funcion de divisores. La funcion generatriz es
Unica cuando los partidos son dos. Las funciones de umbrales
pueden invertirse dando lugar a las funciones de pagos, que
indican la expectativa minima y maxima de escanos para cada
fraccion de los votos.

Las funciones de umbrales tienen algunas propiedades
interesantes. En la situacién bipartidista, las funciones de
umbrales de todas las formulas y anti-férmulas electorales
forman un haz centrado en el umbral de mayoria. En la
situacion multipartidista, las funciones de votos minimos o
necesarios forman un haz centrado en el umbral de mayoria
relativa. La Unica excepcion son las peculiares formulas g-
igualitarias. Las funciones de votos maximos o suficientes
tienen distinta forma dependiendo del nimero de partidos,
pero también estan constrenidas por un punto comun: bien el
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umbral de mayoria relativa , bien el umbral de exclusién
ordinal 1(M+1).

La pendiente de las funciones de umbrales representa el
orden “ser al menos tan mayoritario” que conecta a las
férmulas: las férmulas son mas mayoritarias cuanto menor es
la pendiente. La pendiente de las funciones de umbrales
permite una sencilla interpretacién de las regiones del espacio
de la representacion: son formulas proporcionales aquellas
cuyas funciones de umbrales no intersecan con la recta de
proporcionalidad perfecta; son formulas mayoritarias aquellas
cuya pendiente es menor que la pendiente de la formula
D’Hondt; son formulas igualitarias aquellas cuya pendiente es
mayor que la férmula Adams.

El problema de que las férmulas de cuota y divisores no
sean, en términos estrictamente procedimentales,
conmensurables, puede sortearse recurriendo a métodos
indirectos de comparacion basados en las asignaciones. En
realidad, ésta es la estrategia convencional para comparar
férmulas (o sistemas) electorales en ciencia politica. Puede
medirse si las asignaciones de una formula tienden a
aproximarse mas o menos a la proporcionalidad perfecta.
También puede medirse si las asignaciones de una férmula se
encuentran mas o menos concentradas en el partido o
partidos mayoritarios. A los resultados se les asigna un
numero indice. Los numeros siempre pueden ordenarse.

Para esta empresa, los indicadores mas sencillos son tan
buenos, o mejores, que cualquiera de las muchas alternativas.
La desproporcionalidad puede medirse por el simple indice de
desviacion de Loosemore-Hanby. El hecho de que esta
medida, como muchas otras, sea minimizada por la formula
Hare, no representa ningun obstaculo teérico ni empirico, sino
todo lo contrario. Este indice de desviacion es, ademas,
sencillo en su célculo y en su interpretacién. Si se desea un
indice con mejores propiedades formales, en particular, un
indice que responda siempre a las transferencias de escanos,
el mejor indice es el de desviacion distributiva de Monroe. Con
este indice, sin embargo, se pierde la sencillez de
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interpretacion (y de célculo) y se obtiene poca informacién
adicional. La concentracion puede medirse por el indice de
Herfindahl-Hirschman, o por el indice de fraccionalizacion
equivalente. La informacion sobre la distribucion de los
escafnos (0, en su caso, de los votos) deberia completarse con
el nimero de componentes y, si cabe un tercero, el tamano
del mayor partido. Resulta dificil de entender que los estudios
electorales suelan dejar de lado el simple nimero de partidos,
pese a tratarse de una dimension bésica de la fragmentacion,
y se entreguen a discutir medidas complejas cuyo valor
anadido sobre las mas simples es minimo.

Manteniendo la magnitud electoral constante, los sistemas
electorales son mas proporcionales cuanto mas proxima esta
la férmula a la férmula central: Hare entre las cuotas, Sainte-
Lagué entre los divisores. La relacidén “ser mas proporcional”
la podemos identificar con la minimizacién de los valores de
un indice de desviacion. Los sistemas son menos
proporcionales si la férmula se aleja de la férmula central en
cualquier direccion: la mayoria o la igualdad. Los sistemas
igualitarios pueden ser tan desproporcionales 0 mas que los
mayoritarios. La relacion “ser mas proporcional” no induce
ningun orden razonable en las formulas electorales. El orden
inducido por la relacion “ser mas mayoritario” entre las
formulas lo reproduce, de manera previsible, el orden de un
indicador de fragmentacién para las distribuciones de escafos
que son producto de las formulas. El nimero de Herfindahl-
Hirschman es un adecuado indicador de “mayoritarismo”.

Larelacién “ser al menos tan mayoritario” induce un orden
parcial estricto para el conjunto de los sistemas electorales,
pero no conecta todos los sistemas electorales. Los sistemas
electorales son comparables manteniendo la magnitud
electoral constante. Sila magnitud es uno, todos los sistemas
son equivalentes; cuando la magnitud es mayor que uno, los
sistemas son mas mayoritarios cuanto mas mayoritaria es la
férmula. Es comun suponer que la desproporcionalidad y el
“‘mayoritarismo” (que se suelen tomar por lo mismo)
disminuyen cuando la magnitud aumenta, como si la magnitud
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permitiera ordenar los sistemas electorales. El incremento de
la magnitud correlaciona con una tendencia de los sistemas
electorales que emplean una férmula proporcional a
aproximarse a la proporcionalidad perfecta, pero esta
tendencia no es un orden. Los aumentos en la magnitud no
producen siempre una respuesta en la direccion de aproximar
el resultado a la proporcionalidad.
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